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АНАлІЗ СУЧАСНОгО СТАНУ гІБРИдНОгО 
АдИТИВНОгО ВИРОБНИцТВА ТА ПЕРСПЕКТИВИ 
йОгО ВПРОВАдЖЕННя В УКРАЇНІ

У статті висвітлені переваги гібридного адитивного виробництва, розглянуті сучасні гібридні 
адитивні машини провідних світових компаній, проведений порівняльний аналіз їх технічних характе-
ристик та адитивних технологій, на основі яких вони побудовані, надані рекомендації щодо виробів, 
які доцільніше виготовляти на цих машинах. Актуальність статті зумовлено невпинним розвитком 
гібридних адитивних систем, які суміщають адитивні і субтрактивні процеси на одній виробничій 
платформі, в склад якої зазвичай входять багатовісний обробний центр і лазерні коаксіальні головки, 
для прямого осадження металевого порошку або дроту в залежності від використовуваної адитив-
ної технології. Система дозволяє практично на будь-якій машині з ЧПК виконувати адитивні опера-
ції разом з фрезерними, токарними, шліфувальними та іншими в одній установці, причому різальні 
інструменти та лазерні головки розміщені у одному інструментальному магазині і подаються з нього 
у відповідності з послідовністю технологічного процесу обробки деталей завдяки оснащенню машин 
інтегрованими системами програмування. Досвід українських підприємств, на яких багато заста-
рілого обладнання, у використанні адитивних технологій достатньо обмежений, особливо це сто-
сується впровадження гібридних адитивних процесів. У статті висвітлені досягнення українських 
компаній, які розробляють нові оригінальні адитивні технології та обладнання. У зв’язку з війною в 
Україні ситуація на виробництві погіршується. Але в перспективі кардинальна трансформація укра-
їнського виробництва є неминучою. Метою дослідження є порівняльний аналіз технічних характе-
ристик та технологій найсучасніших гібридних адитивних машин як підґрунтя для більш ретельного 
підходу підприємств до придбання гібридного адитивного обладнання, а також переосмислення ролі 
інновацій та технологій у своїй конкурентоспроможності.

Ключові слова: гібридизація, адитивні технології, субтрактивні процеси, гібридні адитивні 
машини, інновації, конкурентоспроможність.

Постановка проблеми. Більшість деталей, 
виготовлених за допомогою адитивних техноло-
гій, проходять механічну пост-обробку у зв’язку 
з необхідністю забезпечити потрібну шорсткість 
поверхонь та більш жорсткі допуски. Способів 
остаточної обробки деталей після адитивного про-
цесу багато, але у теперішній час з’явилася тен-
денція розробки систем, що поєднують адитивні 
(AM, Additive manufacturing) і субтрактивні (SM, 
Subtractive manufacturing) процеси, які викону-
ються на одній гібридній виробничій платформі, 
в склад якої входять багатовісний обробний центр 
і модуль AM, який реалізує одну з адитивних тех-
нологій. Переходи з операцій АМ на SM відбува-
ються швидко, оскільки лазерні головки і різальні 
інструменти знаходяться в одному інструменталь-
ному магазині та подаються автоматично в техно-

логічній послідовності обробки деталі, яка реалі-
зується за допомогою інтегрованого програмного 
забезпечення.

Гібридизація між AM та SM у даний час у світі 
стає практично стандартною практикою для 
виготовлення переважної більшості металевих 
деталей. На думку менеджера з технологій та біз-
несу американської компанії Mitsui Seiki Робба 
Хадсона «рівень розвитку гібридної концепції 
настільки високий, що в найближчому майбут-
ньому вона може бути розширена для інтеграції 
додаткових насадок для лазерного свердління 
і різання, локальної термічної обробки, конкрет-
них операцій по очищенню поверхні заготовки, 
а також для сушіння залишків теплоносія» [1].

Швидкі темпи розвитку гібридного адитивного 
виробництва збільшують відставання України 
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у розвитку цієї наукомісткої галузі, яка потребує 
значних інвестицій. Оскільки інвестування будь-
якої інноваційної діяльності в країні відбувається 
за власні кошти підприємств, у 2019 році тільки 
13,8% промислових підприємств впроваджували 
інновації [2]. Крім того, підприємства недостат-
ньо якісно відслідковують тенденції конкурен-
тів з розвинутих країн та невірно оцінюють роль 
інновацій та технологій у своїй конкурентоспро-
можності.

Окремі провідні українські підприємства аеро-
космічної, автомобільної промисловості, енерге-
тики, такі як КБ «Південне», КБ «Антонов», мають 
досвід практичного використання AM-технологій, 
наприклад, для виробництва деталей з композит-
них та полімерних матеріалів застосовується про-
мислова американська адитивна система Stratasys 
F900, а також для виготовлення металевих дета-
лей – німецька система SLM [3-4].

Дослідження у сфері адитивних технологій 
в Україні, повільно, але ведуться. В Інституті елек-
трозварювання ім. Є.О. Патона НАН на основі 
адитивних технологій проведені дослідження 
у галузі спеціальної металургії, зварювання та 
матеріалознавства, за результатами яких створено 
і експериментально підтверджено новітню нау-
кову концепцію управління структурою металів 
та сплавів при їх кристалізації [5], а також розро-
блено устаткування для пошарового виготовлення 
металевих виробів методом електронно-проме-
невого 3D-друку із застосуванням порошкових 
металевих матеріалів вітчизняного виробництва. 
Це обладнання орієнтоване на впровадження на 
підприємствах турбінобудування та авіакосмічної 
промисловості України [6].

Не можна не відмітити внесок української 
компанії ПРАТ«НВО «Червона хвиля» у розвиток 
адитивних технологій, яка винайшла ексклюзивну 
технологію адитивного виробництва електро-
нним променем xBeam, в якій використовується 
унікальний порожнистий конічний електронний 
пучок у якості нагріву і коаксіальної подачі дроту 
в зону осадження. Ця технологія відрізняється 
від багатьох існуючих адитивних технологій на 
основі металевого дроту точністю, високою про-
дуктивністю, простотою експлуатації та висо-
ким рівнем ефективності, завдяки чому компанія 
отримала замовлення на електронно-променеву 
систему xBeam-18/I від TWI – науково-дослідної 
та технологічної організації на базі Британського 
інституту зварювання [7].

В енергетичної галузі розглядаються пер-
спективи для вітчизняної енергетики з точки 

зору застосувань адитивних технологій [8], про-
водиться метрологічний аналіз можливостей 
національних еталонів України для забезпечення 
простежуваності вимірювань у сфері адитивного 
виробництва [9].

На промислових підприємствах України вели-
кий відсоток застарілого обладнання, яке в решті 
решт буде замінюватися. Правильний вибір сучас-
ного обладнання пов’язаний з ретельним аналі-
зом можливостей того чи іншого типу гібридних 
адитивних машин для конкретного типу виробів. 
Оскільки досвід України у використанні адитив-
них технологій дуже обмежений (особливо це сто-
сується гібридних адитивних процесів), є потреба 
в їх аналізі для впровадження на підприємствах 
нашої країни.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
В статті [10] аналізується доцільність перепро-
філювання багатозадачних верстатів з ЧПК для 
лазерного адитивного виробництва шляхом роз-
робки компактних головок для направленого 
осадження металу та методів їх інтеграції, які б 
не вимагали модифікації конструктивних час-
тин верстату з ЧПК, а також відзначається метод 
осадження спрямованої енергії DED, як такий, 
що ілюструє на порядок більшу продуктивність 
у порівнянні з методом плавлення у порошковому 
шарі PBF (Powder bed fusion). 

Огляд гібридних адитивних систем і процесів 
та переваги гібридного адитивного виробництва, 
а також практичні приклади застосування гібрид-
них процесів надаються у [11]. У огляді компа-
ній, що зосереджені на виробництві гібридного 
обладнання, описується остання версія системи 
AMBIT-AMBIT Series 7. Основою нової системи 
серії 7, крім серії лазерних головок, є універсальна 
док-станція у комплекті із вбудованим термічним 
та оптичним моніторингом процесів та контролем 
для гарантованої якості під час осадження, в якій 
використовується змінна вихрострумова головка, 
оптимізована для виявлення поверхневих і під-
поверхневих тріщин і порожнеч на кілька шарів 
у глибину за допомогою діапазону зондів, що пра-
цюють при частоті до 5МГц [12].

У документі «Глобальний звіт ринку гібридних 
адитивних машин для виробництва 2021 року» 
компанії Cognitive Market Research вказується, що 
регіонально цей ринок зосереджений у Північ-
ній Америці (США, Канада та Мексика), Європі 
(Великобританія, Німеччина, Франція, Італія, 
Іспанія та деякі інші); у Азіатсько-Тихоокеан-
ському регіоні (Китай, Індія, Японія, Південна 
Корея, Австралія, Південно-Східна Азія); Пів-
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денній Америці (Бразилія, Аргентина, Колумбія); 
Близькому сході та Африці (Саудівська Аравія, 
Південна Африка, Туреччина, Нігерія, ОАЕ). 
У звіті наведено компанії, що лідирують на цьому 
ринку [13].

Процеси розробки гібридних адитивних машин 
та інтеграція технологій адитивного виробництва 
з чистовою обробкою на оброблюваних центрах 
з ЧПК, а також технічні характеристики сучасних 
машин представлені у статтях та на сайтах вироб-
ників [14-18].

Постановка завдання. Зважаючи на швидкі 
темпи розвитку у світі гібридного адитивного 
виробництва та актуальність його впровадження 
на підприємствах України, є потреба в окресленні 
переваг гібридизації, проведенні порівняльного 
аналізу технічних характеристик гібридних ади-
тивних машин провідних світових компаній та 
технологій, які в них використовуються. Отримані 
результати досліджень можуть бути корисними 
для правильного вибору підприємствами сучас-
ного обладнання для конкретного типу виробів.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Гібридні верстати почали серійно випускати 
з 2013 року, після заснування британської ком-
панії Hybrid Manufacturing Technologies, яка роз-
робила систему AMBIT, що включає в себе серію 
лазерних коаксіальних головок для прямого оса-
дження металевого порошку за методом DED 
(Direct Energy Deposition) та док-систему. Сис-
тема дозволяє практично на будь-якій машині 
з ЧПК виконувати адитивні операції разом з фре-
зерними, токарними, шліфувальними та іншими 
в одній установці. Кожна головка повністю 
сумісна із стандартним пристроєм зміни інстру-
менту та будь-яким стандартним шпинделем вер-
стату. Першою комерційною машиною, яка засто-
сувала систему AMBIT, була машина HSTM 1000 
HYBRID німецької фірми Hamuel Maschinenbau, 
що призначалася для відновлення пошкоджених 
лопатей авіаційних двигунів.

Перевагами гібридизації, у порівнянні з пост-
обробкою, є:

− забезпечення більш жорстких допусків 
завдяки тому, що адитивний процес і механічна 
обробка відбуваються в одній і тій самій системі 
координат;

− можливість переходів між операціями AM 
та SM в залежності від технології виготовлення 
деталі без її переустановлення; 

− можливість підвищення продуктивності 
АМ за рахунок збільшення товщини кожного 
нанесеного шару і, відповідно, зменшення точ-

ності розмірів, яка врешті решт забезпечується 
вже SM процесами;

− можливість виготовлення різних частин 
деталі з різних матеріалів, що утруднено навіть 
в адитивному процесі; скорочення матеріальних 
витрат за рахунок виконання невідповідальної час-
тини деталі з дешевшого матеріалу, або нанесення 
на деталі зі звичайного сплаву високоякісного 
покриття з метою підвищення її довговічності;

− забезпечення ремонту (відновлення) дета-
лей на одній платформі шляхом видалення пошко-
джених ділянок, сканування деталей з метою 
порівняння з їх цифровими моделями і подаль-
шим осадженням металевого порошку та чисто-
вою обробкою;

− виконання на одній машині обох процесів 
замість придбання двох окремих систем.

Світовими лідерами у верстатобудівній про-
мисловості з гібридними пропозиціями є: DMG 
Mori – німецько-японська компанія; Matsuura, 
Mazak, Sodick – японські компанії; ELB-
Schliff – німецька компанія; Mitsui Seiki, Optomec, 
Fabrisonic – американські компанії; Okuma – аме-
риканський підрозділ японської компанії.

Основними адитивними методами, які викорис-
товуються у гібридному адитивному обладнанні, 
є пряме осадження енергії (DED) та плавлення 
у порошковому шарі (PBF). За методом DED най-
розповсюдженішою є технологія DMD (Direct Metal 
Deposition – пряме осадження металу) та аналогічні 
їй – технології LENS (laser Еngineered Net Shaping), 
LMD (laser Metal Deposition). Найважливіше при-
значення цих технологій – ремонт дорогих деталей, 
таких, наприклад, як лопаті турбін.

За більшістю технологій DED друк здійсню-
ється коаксіальною лазерною головкою з сфоку-
сованим лазерним променем, що утворює басейн 
розплаву на цільовій ділянці деталі, в яку подається 
металевий порошок, захищений шаром інертного 
газу для захисту металу від кисню (рис. 1).

 

Рис. 1. Принцип функціонування коаксіальної 
лазерної головки для нанесення металу [10]
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Друкуюча головка рухається по 3 або 5 осях, 
крім того, сама деталь знаходиться на поворот-
ній платформі, що дає можливість металу осідати 
точно, під різними кутами для отримання склад-
ної геометрії за допомогою програмного забезпе-
чення DMDCAM, яке генерує шляхи осадження 
порошку. Високошвидкісні датчики системи зво-
ротного зв’язку збирають інформацію про пул 
розплаву, що безпосередньо надходить у спеці-
альний контролер, який регулює вхідні дані про-
цесу, такі як потужність лазера для підтримки роз-
мірів деталей.

Основною технологією за методом PBF є SLM 
(Selective laser melting – селективне лазерне плав-
лення), за якою відбувається розплавлення мета-
левого порошку в попередньо сформованому шарі. 
У гібридному виробництві вона так широко не 
застосовується, оскільки, як вже було сказано, її про-
дуктивність на порядок менша за технології DED. 
Але першою у світі гібридною адитивною маши-
ною, випущеною у 2002 році, була машина Matsuura 
LUMEX Avance-25, компанії Matsuura, яка застосу-
вала саме SLM. Найновішою з серії машин компанії 
є система LUMEX Avance-60 (рис. 2). Максималь-
ний розмір виробу – Ш600 мм × Г600 мм × В500 мм; 
максимальна робоча вага – 1300 кг.

Ця гібридна технологія особливо вигідна для 
виготовлення прес-форм та штампів, оскільки 
виробничі витрати на їх виготовлення знижу-
ються удвічі порівняно зі звичайними методами.

Компанією DMG Mori випускається серія 
машин для гібридного адитивного виробництва 
на основі технології лазерного осадження металу 
(LMD). Лазерна головка є власною розробкою 

компанії. У машинах застосовується програмне 
забезпечення Siemens NX: Complete Hybrid CAD/
CAM – модуль для адитивного та субтрактивного 
програмування, а також CELOS DMG Mori – сис-
тема контролю процесу нарощування лазером та 
автоматичного регулювання потужності лазера 
в режимі реального часу. Машини DMG Mori при-
значені для виготовлення широкої номенклатури 
виробів, навіть дуже великих розмірів, та ремонт-
них робіт. Наприклад, на машині LASERTEC 6600 
DED Hybrid, представленої на рис. 3, виготовля-
ються деталі ракетних двигунів, труби для нафто-
вих свердловин для енергетичної промисловості, 
вали для транспортних літаків та ін. Деякі харак-
теристики гібридних машин компанії DMG Mori 
наведені у табл. 1.

Компанією Mazak розроблено декілька гібрид-
них машин. Першою у 2014 році була розроблена 
машина INTEGREX i-400AM на базі багатоза-
дачного 5-осевого токарно-фрезерного центру 
INTEGREX (рис. 4) з двома типами лазерних голо-
вок LMD: високоточної головки (Fine LMD), при-
значеної для більш тонкої подачі порошку (товщина 
шару 0,5-1,0мм), та високошвидкісної головки 
(High Speed LMD) зі швидкістю осадження 1кг/год 
(товщина шару 1,0-3,0 мм). При виборі технології 
LMD її суттєвою перевагою була відзначена мож-
ливість комбінування різноманітних металів та 
сплавів, а не створення 3D-об’єктів.

Ілюстрація гібридного процесу на машині 
INTEGREX i-400AM представлена на рис. 5. Заго-
товкою є труба, виготовлена з нержавіючої сталі 
316S31, на якій розміщуються елементи з метале-
вого порошку (сплав на основі нікелю Inconel 718),  

  
 а)                                                                                                          б)

Рис. 2. Машина LuMEX Avance-60 компанії Matsuura та зразок виробу [14]
а) машина LUMEX Avance-60; б) блок циліндрів двигуна (розміри Ш424×Г317×В339 мм;  

матеріал – алюміній AlSi10Mg; час циклу – 95 годин (спікання 90год, фрезерування 5 год.))
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Рис. 3. Машина LASErTEC 6600 DED Hybrid компанії DMG Mori

Таблиця 1
характеристики машин DMG Mori [15]

Модель машини,  
рік випуску

Розміри по осях 
X;Y;Z, мм

Максимальна 
маса заготовки, кг

Найбільший розмір 
заготовки, мм Тип верстата з ЧПУ

LASERTEC 65 DED 
Hybrid

(2014р.)
750×650×560 600 Ø600

5-осевий 
вертикально-

фрезерний центр
LASERTEC 125 DED 

Hybrid
(2019р.)

1335×1250×900 2000 1251×1250×745 
5-осевий 

вертикально- 
фрезерний центр

LASERTEC 4300 
DED Hybrid

(2020р.)
660×660×1500 1700 660×660×1500 5-осевий токарно-

фрезерний центр

LASERTEC 6600 
DED Hybrid

(2021р.)
1400×330×3890 7000 Ø1010×3702 5-осевий токарно-

фрезерний центр

 

Рис. 4. Машина INTEGrEX i-400AM [16]

 

Рис. 5. Ілюстрація гібридного процесу  
та загального часу його циклу [16]

стійкого до корозії, окислення, повзучості та висо-
ких температур.

Розробники процесу провели випробування 
зразків на механічну міцність та визначили мікро-

структуру перехідної ділянки між матеріалом 
підкладки (сплав 316S31) та осадженим матеріа-
лом (Inconel 718). Результати свідчать про те, що 
міцність ділянки, отриманої осадженням сплаву 
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Inconel 718, майже еквівалентна гарячекатаному 
сплаву Inconel 718. Розрив зразка відбувається 
на стороні сплаву 316S31, а по мікроструктурі 
Inconel718 матеріал нанесений щільно, і ніяких 
дефектів не спостерігається.

На базі 5-осевого токарно-фрезерного цен-
тру INTEGREX були випущені ще такі машини: 
INTEGREX i-200S AM (2016р.); INTEGREX 
i-300S AM (2017р.); INTEGREX i-400S AM (всі – 
з двома токарними шпинделями), а також машини 
на базі вертикально-фрезерного центру: VC-500 
AM (2016р.), яка була уперше оснащена системою 
головок AMBIT компанії Hybrid Manufacturing 
Technologies, VC-500A/5X AM HWD та VARIAXIS 
j-600AM.

В VC-500A/5X AM HWD застосована іннова-
ційна адитивна технологія наплавлення гарячим 
дротом (HWD, Hot Wire Deposition), розроблена 
Mazak у співпраці з компанією Lincoln Electric. На 
відміну від звичайного зварювання, головка HWD 
використовує як дугову горілку, так і лазер для 
точного розплавлення металевого дроту безпосе-

редньо на матеріалі основи та/або деталі зі швид-
кістю від 1,36 до 1,8 кг/год (деякі характеристики 
машин – див. табл. 2).

У машині VARIAXIS j-600AM застосову-
ється стандартна дугова головка Wire-Arc AM 
(WAAM – адитивне виробництво методом дуго-
вого зварювання) для зварювання дротом. Завдяки 
використанню у якості матеріалу металевого 
дроту продуктивність процесу значно вище, ніж 
при використанні порошку.

З 2014 року німецька компанія ELB-Schliff 
почала випускати шліфувальні гібридні адитивні 
машини MillGrind. На машині, представленої на 
рис. 6, крім шліфування, виконуються свердління, 
фрезерування та лазерне осадження порошку 
з використанням системи AMBIT. В машині 
застосовуються шліфувальні круги із звичайних 
абразивних матеріалів. Шліфування забезпечує 
точність обробки (роздільна здатність по осях 
XYz – 0,1мкм), і є особливо ефективним для 
важко оброблюваних сплавів, таких, як супер-
сплави на основі нікелю.

Таблиця 2
характеристики деяких машин компанії Mazak [17]

Модель машини Розміри по осях 
X;Y;Z,w, мм

Найбільший розмір 
заготовки, мм Тип верстата з ЧПУ

INTEGREX i-400 AM 525×206×1077×726 Ø500×1011 5-осевий токарно-
фрезерний центрINTEGREX i-400S AM 615×730(Х2)×260×

1585×1423(z2)×1574 Ø658×1519

VC-500 AM 505×505×510 Ø600×306
5-осевий вертикально-

фрезерний центр
VC-500A/5X AM HWD 555×505×510 Ø600×306

VARIAXIS j-600AM 860×560×610 Ø730×460

 
Рис. 6. шліфувальна гібридна машина з серії MillGrind [18]
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Таблиця 3
Технічні характеристики машини 

MillGrind [18]

ширина шліфування – 
700 мм

Відстань від центру 
шпинделя до стола –  

900 мм

Довжина шліфування – 
1000 мм

Максимальні розміри 
шліфувального круга – 

300×65 мм
Робочі розміри заготовки: 400×400×350мм [L×W×H]

Висновки. Зазначено, що в останні роки гібридне 
адитивне виробництво стрімко розвивається. В про-
цесі проведених досліджень відзначено його переваги 
у порівнянні з адитивним виробництвом, що передба-
чає подальшу пост-обробку. Проведена порівняльна 
характеристика основних адитивних технологій, 

використовуваних у сучасних гібридних адитивних 
машинах і визначено, що технології за методом DED 
мають ширше застосування у порівнянні з техно-
логіями PBF за рахунок на порядок більшої їх про-
дуктивності. Найважливіше призначення техноло-
гій за методом DED – це ремонт дорогих деталей, 
таких, наприклад, як лопаті турбін. Розглянуто тех-
нічні характеристики гібридних адитивних машин 
та надано рекомендації щодо їх вибору в залежності 
від типу оброблюваних деталей. Практична значу-
щість отриманих результатів полягає в тому, що вони 
можуть допомогти підприємствам переосмислити 
роль інновацій та технологій у своїй конкурентоспро-
можності, оцінити їх переваги і ретельніше підходити 
до придбання гібридного адитивного обладнання, 
щоб робити правильний вибір.
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Habovda O.V. ANALYSIS OF THE CurrENT STATE OF HYBrID ADDITIVE PrODuCTION 
AND PrOSPECTS OF ITS IMPLEMENTATION IN uKrAINE

The article discusses the advantages of hybrid additive manufacturing, reviews modern hybrid additive 
machines of the world's leading companies, provides a comparative analysis of their technical characteristics 
and additive technologies on the basis of which they are built, gives recommendations for products that are 
more appropriate to manufacture on these machines. The relevance of the article is due to the continuous 
development of hybrid additive systems, which combine additive and subtractive processes at one production 
platform which usually includes a multi-axis machining center and laser coaxial heads, for direct deposition 
of metal powder or wire, depending on the additive technology used.

The system enables almost any CNC machine to perform additive operations in sync with milling, turning, 
grinding and others in one installation, when cutting tools and laser heads are located in one tool set and 
supplied from it in accordance with the sequence of the technological process of processing parts, thanks to 
machines’ equipping with integrated programming systems. The experience of Ukrainian enterprises, which 
have a lot of outdated equipment, in operations with additive technologies is quite limited, especially when it 
comes to the implementation of hybrid additive processes. The article describes the achievements of Ukrainian 
companies that develop new original additive technologies and equipment. In a state of war, the situation at 
production in Ukraine is deteriorating. 

But in the future, a radical transformation of Ukrainian production is inevitable. The aim of study is a 
comparative analysis into technical characteristics and technologies of the latest hybrid additive machines 
which might be a basis for a more efficient approach of enterprise to the implementation of a hybrid additive 
manufacturing, double-checking the role of innovations and technologies in their competitiveness.

Key words: hybridization, additive technologies, subtractive processes, hybrid additive machines, 
innovations, competitiveness.
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ЗУСИлля ПРИТИСКУ ПРИ шТАМПУВАННІ ТОНКОлИСТОВОгО 
ПРОКАТУ ІЗ СТАлЕй ПІдВИЩЕНОЇ МІцНОСТІ

У статті розглянуто технологічні заходи, не пов'язані зі зміною форми заготівлі та інструменту, 
спрямовані на підвищення штампування сталей підвищеної міцності, які використовуються для 
виготовлення кузовних деталей для автомобілів. У роботі запропоновано аналізувати напружено-
деформований стан заготовки при зміні зусилля притиску під час процесу листового штампування. 
Дослідження проводилися із заготовками з маловуглецевих сталей (08Ю, 08кп) та низьколегованих 
сталей типу 08ГСЮТ(Ф). Для кожної заготівлі було визначено граничні значення коефіцієнта гра-
ничної деформації. Результати експерименту були оброблені за допомогою вторинного методу мате-
матико-статистичного аналізу, в ході якого визначено здатність стали підвищеної міцності до 
штампування, що характеризується коефіцієнтом граничної деформації та зусиллям притиску. Для 
цього при обробці результатів вимірювань були встановлені залежності між коефіцієнтом граничної 
деформації та зусиллям притиску, між коефіцієнтом граничної деформації та тиском притиску для 
різних сталей. На підставі отриманих залежностей проаналізовано вплив тиску притиску на гофро-
утворення та величину коефіцієнта граничної деформації та встановлена область можливого штам-
пування, тобто область значень тиску притиску, де процес штампування заготовок різних сталей 
проходитиме без гофроутворення та руйнування. Практичним висновком отриманої залежності між 
коефіцієнтом граничної деформації і тиску притиску є рекомендація про вибір при штампуванні міні-
мального значення тиску притиску. Залежність між коефіцієнтом граничної деформації та зусиллям 
притиску дозволила встановити граничні значення зусилля притиску заготовки у процесі листового 
штампування для трьох областей: області якісних виробів, області гофроутворення, області руй-
нування. Запропонований метод аналізу напружено-деформованого стану матеріалу під час процесу 
штампування листової сталі при різних значеннях зусилля притиску дозволяє досягти необхідного 
рівня штампування листових сталей підвищеної міцності.

Ключові слова: листові стали підвищеної міцності, автомобілебудування, напружено-деформований  
стан, зусилля притиску при штампуванні.

Постановка проблеми. Розвиток автомобіле-
будування неможливий без подальшого вдоско-
налення технологічних процесів металообробки 
та методів, що визначають можливість отри-
мання кузовних деталей з набором необхідних 
властивостей.

У роботі [1] встановлено, що використання ста-
лей підвищеної міцності (СПП) дозволить вирішу-
вати проблеми, пов'язані з безпекою, екологічністю 
та матеріаломісткістю у автовиробників. Авторами 
зазначено, що СПП, мають дещо меншу здатність 
до штампування в порівнянні з маловуглецевими 
сталями вищих категорій витяжки. На сьогодніш-

ньому етапі розвитку виробництва кузовних дета-
лей автомобілів штампуванням поєднувати високу 
пластичність сталі з підвищенням міцності навряд 
чи можливо. Тому, подальші дослідження було 
запропоновано направити на розробку техноло-
гічних заходів, які дадуть можливість підвищити 
штампування цих сталей.

Здатність матеріалу деформуватися без руй-
нування при формозмінних операціях листового 
штампування залежить від багатьох факторів: 
технологічності конструкції виробу; механічних 
та технологічних властивостей матеріалу; показ-
ників технологічного процесу (точності, стабіль-
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ності, продуктивності, економічності); сили тертя 
у процесі витяжки, зусилля притиску, темпера-
тури інструменту та металу, форми інструменту; 
конструкції штампової оснастки. Така багато-
факторність пропонує багато шляхів підвищення 
здатності сталей до штампування. В першу чергу 
це технологічні заходи, не пов'язані зі зміною 
форми заготівлі та інструменту, що безпосередньо 
впливають на напругу в металі.

Підвищення штампування сталей підвище-
ної міцності є комплексною проблемою, що охо-
плює металургійне і листопрокатне виробництво, 
роботу пресових цехів автомобільних заводів 
і конструкторських бюро.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Під час виконання листового штампування 

оцінка штампування пов'язана з труднощами 
встановлення локальних деформацій, що призво-
дять до порушення процесу формозміни в цілому. 
Важливе значення при цьому набувають як експе-
риментальні так і теоретичні методи дослідження.

Теоретичні методи дослідження впливу 
зусилля притиску при операціях штампування-
витягу розглядалися багаторазово [2-8].

У конкретних умовах штампування для визна-
чення можливостей формозмін заготівлі використо-
вують технологічні випробування, які дозволяють 
проводити експериментальні дослідження здатності 
матеріалу до штампування. Під час проведення фор-
мозмінювальних операцій не допускається нерівно-
мірне збільшення розмірів у різних напрямках (фес-
тонів), утворення надривів та тріщин, розкриття 
дефектів металургійного походження (пор, раковин 
тощо). При випробуванні важливою умовою є міні-
мізація пружного пружиніння.

Однак у сучасній літературі недостатньо пред-
ставлено досліджень впливу притиску при штам-
пуванні-витягу тонколистового прокату підвище-
ної міцності.

Так, наприклад, у джерелі [9] розглядалося 
питання удосконалення способу листового штам-
пування, а саме операції витягу, при здійсненні 
якої можна плавно, в процесі витягування регу-
лювати зусилля притиску фланця плоскої заго-
товки в залежності від поточного значення ходу 
повзуна. При цьому була запропонована конструк-
ція механічного преса для штампування, в якому 
з'єднання притискного повзуна з повзуном, що та 
витягує здійснюється за допомогою гідравлічних 
циліндрів. У цьому випадку необхідно перебудо-
вувати вже існуюче штампове обладнання в пре-
сових цехах автомобільних заводів, що є еконо-
мічно недоцільним.

Аналіз показує, що проблема підвищення 
штампування сталей підвищеної міцності при 

виготовленні кузовних деталей автомобілів досі 
залишається актуальною.

Постановка завдання. Розробка комплексу 
заходів з метою підвищення здатності сталей 
підвищеної міцності до штампування за раху-
нок зміни зусилля притиску в процесі листового 
штампування з подальшим аналізом напружено-
деформованого стану заготівлі.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Під час витягу деталі з листової заготівлі зміню-
ються геометричні розміри і напружено-дефор-
мований стан фланця [10,11], що призводить до 
зміни величини тиску притиску q, МПа, яке можна 
визначити за формулою

q = Qпр / F,                             (1)
де Qпр – зусилля притиску, Н;
 F – площа кільця між притиском і матрицею 
 в цей період часу, мм2.

Розрахункове зусилля притиску заготівлі до 
поверхні матриці доки ще не може бути про- 
контрольоване у виробничих умовах (принай-
мні, в пресових виробництвах Кременчуцького 
і Запорізького автозаводів) через відсутність 
контрольних приладів на витяжних пресах. Тому 
оптимальне зусилля притиску встановлюється 
безпосередньо перед витягом експериментально 
по відсутності складок або розривів металу. 
Зусилля притиску, що забезпечує стійкість 
фланця, зазвичай у виробничих умовах є дещо 
завищеним. Зменшення (збільшення) його до 
величини, визначуваної з умови стійкого фланця, 
понизить напругу в небезпечному перерізі і роз-
ширить можливості процесу витягу.

Визначити граничну деформацію, яка характе-
ризує здатність до штампування листових сталей 
при штампуванні-витягу, можна, встановивши 
взаємозв'язок між граничною напругою, що 
викликає руйнування металу, з одного боку, і фор-
мою інструменту, властивостями металу і умо-
вами тертя, з іншою. На практиці для цього засто-
совуються різні методи модельного штампування 
виробів простої форми [10, 13].

У теорії листового штампування [12, 15], при 
визначенні загальної напруги втягування заготівлі 
в матрицю, визначувана формулою

σзаг = σρ + σизг + σтр.ф + σтр.м,            (2)
де σρ  – нормальна розтягуюча напруга, діюча 
 в радіальному напрямі фланця, затиснутого 
 між притиском і матрицею, МПа;
	 σвиг – напруга вигину на матриці на вході 
і виході, МПа;
	 σтр.ф – напруга тертя у фланці, МПа;
	 σтр.м – напруга тертя на закругленні 
 матриці, МПа,
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одним з доданків цієї напруги є напруга, викли-
кана тертям між заготівлею, притиском і матри-
цею на плоскій його частині (рис. 1), тобто σтр.ф.

Величина σтр.ф в загальній напрузі складає 
приблизно 15% [3], що говорить про важливість 
обліку його при операціях штампування-витягу 
і припускає ретельну наладку штампового устат-
кування, в плані тиску притиску.

Найдемо напругу, викликану тертям у фланці 
під дією зусилля притиску. Розглянемо переріз 1-1 
(рис. 1). 

 

τтр.п

τтр.

τтр.п

Рис. 1. Схема розподілу зон деформацій і напруги  
у стакані при витягу:

I – зона пластичної деформації;  
II – зона пластичного вигину; III – зона пружної 

деформації; IV – зона руйнування

З визначення напруги можна записати
σтр.ф = Ртр / F1-1,                         (3)

де Ртр – сила тертя, Н;
 F1-1 – площа заготівлі в перерізі 1-1, мм2.

F1-1 = 2·π·(Rц+ rс)·S,                   (4)
де Rц – відстань (радіус) від центру стакана 
 до перерізу 1-1, мм; 
 rс – радіус матриці, мм;
 S – товщина заготівлі, мм.

У свою чергу, повна сила тертя, діюча на поверхні 
фланця, може бути визначена за формулою:

Ртр = τтр·Fк,                                (5)
де τтр – дотична напруга тертя на контактній  
 поверхні, МПа;

Fк = π·R2
н – π·R2

ц = π·( R2
н – R2

ц).              (6)
Слід звернути увагу на те, що контактні умови 

тертя у фланці і на згині матриці (див. рис. 1) істотно 

різні за величиною тиску, що зумовлює їх опис різ-
ними функціями. Як було встановлено [14], при 
тисках 40-50 МПа, а між притиском і матрицею при 
штампуванні-витягу встановлюється тиск в цих 
межах, досить точно виконується закон Амонтона 

τтр = fтр·q,                                (7)
де fтр – коефіцієнт тертя;
 q – тиск притиску, МПа.

Підставивши формули (6) і (7) у формулу (5) 
отримаємо повну силу тертя, діючу на поверхні 
фланця

Ртр = fтр·q ·π·(R2
н – R2

ц).             (8)
Підставляючи формули (8), (4) у формулу (3) 

і враховуючи, що заготівля затиснута з двох сто-
рін, отримаємо

σтр.ф = òð í
2

ö
2

ö c

f q R R

R r S

� � � �� �
� � �� � �

�

�2
·2.                (9)

У вираженні (9) q·π·(R2
н – R2

ц) є постійним 
зусиллям притиску – Qпр і формула (9) набере 
вигляду

σтр.ф = òð ïð

ö c

f Q

R r S

�

� � �� � �2 �
.                     (10)

З отриманої формули (10) витікає, що на гра-
ничну деформацію при глибокому витягу вплива-
ють і умови тертя, враховані коефіцієнтом тертя 
fтр, викликане силою притиску Qпр між заготівлею, 
притиском і площиною матриці. 

Вище представлені міркування були потрібні 
для розгляду питання і проведення досліджень 
впливу зусилля притиску на штампування сталей 
підвищеної міцності.

Визначення значень усіх доданків, що входять 
в рівняння (2), не входило в завдання цієї статті.

Проведені дослідження властивостей тонко-
листової низьколегованої сталі типу 08ГСЮТ (Ф) 
з метою підвищення її здатності до штампування. 

Досліджувалися вплив тиску притиску q на гоф-
роутворювання і величину коефіцієнта граничної 
деформації Кг.д [16], Кг.д = f(q), а отже і зусилля при-
тиску Qпр, для мало вуглецевих сталей 08Ю, 08кп 
та низьколегованих типу 08ГСЮТ (Ф). 

Декілька слів про коефіцієнт граничної дефор-
мації Кг.д.

Для оцінки штампування пропонується засто-
совувати відношення Dз /Dф

Кг.д = Dз / Dф,                         (11)
де Dз – діаметр заготівлі, мм;
 Dф – середній діаметр фланця, 
 що утворився в результаті неповного витягу 
 (до розриву) циліндричного стакана.
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Випробування для визначення Кг.д проводяться 
на тому ж устаткуванні, що і для визначення 
К по Свифту [11, 13], наприклад на машині фірми 
«Эриксен» або на витяжній машині іншої кон-
струкції із спеціальним оснащенням що є пресом 
подвійної дії. Для визначення Кг.д заготівлі повіни 
бути одного максимального діаметру, що забез-
печить руйнування в усіх випадках за наявності 
фланця (рекомендується Dз / dп ≥2,3, де dп – діа-
метр пуансона, мм). В результаті вийде порва-
ний стакан з фланцем (рис. 2, 3), вимірявши який 
отримаємо середній діаметр фланця, Dф, рівний

Dф = 1/4·(L1+L2+L3+L4).            (12)

 
a)        б)

Рис. 2. Заготівля (а) для випробування на машині 
фірми «Эриксен» 140-12Мр і стакан, що вийшов 

після випробування, з фланцем (б)

 
Рис. 3. Зразок після випробування

Знаючи Dз і Dф, можна за формулою (11) зна-
йти коефіцієнт граничної деформації Кг.д.

Технологічні випробування даних сталей на 
здатність до штампування проводилися в умо-
вах ЦЗЛ заводу Запоріжсталь на випробувальній 
машині 140-12Мр. Здійснювався витяг досліджува-
них сталей товщиною 0,7 мм в циліндричний ста-
кан пуансоном діаметром 50 мм з плоским дном. 
Властивості досліджуваних сталей представлена 
в таблиці 1, де σт – межа текучості, МПа; σу – тим-
часовий опір (межа міцності), МПа; σ4 – відносне 
подовження %; R – коефіцієнт нормальної плас-
тичної анізотропії; n – показник зміцнення.

На рисунку 4 штрихуванням показані області 
можливого штампування. При зменшенні тиску 
притиску, ліворуч від неї (області можливого 

штампування), витяг можливий, але з істотним 
гофроутворенням. Вправо від вказаної області 
подальше збільшення притиску призводить до 
відсутності ковзання фланця відносно поверхні 
притиску і обриву донної частини. Отже граничні 
значення Кг.д, визначені при qmin, будуть для сталі 
08Ю – 1,086, для сталі 08кп – 1,050, для сталі 
08ГСЮТ – 1,056 (рис. 4, табл. 1). Зірочкою на рис. 
4 позначені оптимальні значення Кг.д.

Таблиця 1
Властивості тонколистових сталей, 

використовуваних в експерименті впливу 
тиску притиску q на коефіцієнт Кг.д

Сталь σт, 
МПа

σв, 
МПа σ4, % r n Кг.д

08Ю 190 295 37,0 1,54 0,210 1,086
08кп 215 280 29,5 1,12 0,160 1,050

08ГСЮТ 308 430 32,0 1,21 1,176 1,056
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Рис. 4. Залежність коефіцієнта граничної 
деформації Кг.д від тиску притиску q  

для різних сталей
Якщо узяти відношення мінімального тиску 

притиску на початку процесу до межі текучості 
відповідної сталі (qmin / σт) (рис. 4), то отримаємо 
точки: для сталі 08Ю – 0,016, для сталі 08кп – 
0,011, для сталі 08ГСЮТ – 0,012. Таким чином, 
хоча мінімальне значення тиску в притиску для 
сталі 08ГСЮТ і є найбільшим, рівним 3,6 МПа, 
тобто майже рівне qmin для сталі 08Ю (приблизно 
3,0 МПа), його відносне значення істотно нижче, 
ніж для сталі 08Ю і лише ненабагато перевищує 
таке значення для сталі 08кп.

Як випливає з порівняння мінімального віднос-
ного тиску у притиску з механічними властивос-
тями металу (qmin / σт) ця величина щонайближче 
корелює з показником нормальної пластичної ані-
зотропії і межею текучості. Практичним виводом 
з отриманих результатів є рекомендація про вибір 
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при штампуванні мінімального значення тиску 
притиску. При цьому, слід звернути увагу на те, що 
його відносне значення (по відношенню до межі 
текучості стали) для низьколегованої сталі підви-
щеної міцності істотно нижче, ніж для сталі 08Ю. 
Практика штампування тонколистового прокату 
із сталей підвищеної міцності з товщиною, змен-
шеною на 10…15% в порівнянні із сталями типу 
08, показує, що іноді абсолютне значення тиску 
притиску при цьому для низьколегованих сталей 
навіть дещо нижче, ніж для мало вуглецевих ста-
лей більшої товщини.

Формула, рекомендована В. П. Романовським 
[10] для розрахунку тиску притиску 

q = 2·(D / d – 1,2)·[D / (S·100)]            (13)
де D – граничний діаметр заготівлі, мм;
 d – діаметр циліндра, що утворився   
 при витягу, (діаметр пуансона) мм;
 S – товщина заготівлі, мм,
показує для сталі 08Ю дещо завищене, на 
20…25% значення мінімально допустимого тиску 
притиску q в порівнянні з виробничим досвідом. 
Такий надлишок виправданий при епізодичному 
налаштуванні пресів і, вказану формулу, можна 
рекомендувати для застосування при штампу-
ванні стали 08Ю.

Явище гофроутворення у фланці при штампу-
ванні порівняно явищу втрати подовжньої стій-
кості високого зразка при стискуванні. При цьому 
прикладення додаткових сил в площині проти-
лежної до площини листа, перешкоджатиме втраті 
стійкості. Також, очевидно, на втрату стійкості 
впливатиме анізотропія властивостей в подо-
вжньому і поперечному напрямах самого зразка. 
У даному випадку гофроутворення у фланці 
роль сил, що перешкоджають втраті подовжньої 
стійкості, виконує тиск притиску. Тому доцільне 
визначення величини цього зусилля зв'язати з ані-
зотропією властивостей матеріалу, оцінюваної 
показником анізотропії R. Крім того, абсолютне 
значення тиску притиску, перешкоджаюче гоф-
роутворенню, залежить ще і від межі текучості 
стали σт, оскільки втрата подовжньої стійкості 
при штампуванні має місце не при пружному, 
а при пластичному формоутворенні.

З урахуванням отриманих нами експеримен-
тальних результатів формула (13) може бути видо-
змінена в цілях її використання і для інших сталей 
і набере наступного вигляду
q = 2·(σт/190)0,9·(D / d – 1,2)·[D / (S·100)]·R/1,54  (14)

де σт – межа текучості випробовуваної сталі, МПа;
 R – коефіцієнт пластичної анізотропії.

У формулі (14) додатково врахована необхідна 
зміна тиску притиску q за рахунок зміни межі 
текучості σт і показника анізотропії R.

При підстановці значень σт і R для сталі 08Ю 
з експерименту (табл. 1) формула (14) тотожна яка 
пропонована Романовским В. П. [10]. На рисунку 1  
зірочкою вказані розрахункові значення тиску 
притиску для сталей 08Ю, 08кп і 08ГСЮТ. Якщо 
по формулі (14) визначити тиск притиску для сталі 
08Ю більшої товщини, яка імовірно застосовува-
лася до сталі 08ГСЮТ (сталь 08Ю – S = 0,8 мм; 
сталь 08ГСЮТ – S = 0,7 мм), то отримаємо зна-
чення q = 3,6 МПа. Це менше, ніж рекомендо-
ване значення тиску притиску по формулі (14) 
для сталі 08ГСЮТ меншій товщини (S = 0,7 мм), 
рівне 4,4 МПа. Надлишок тиску притиску для 
сталі 08ГСЮТ складає більше 18%.

Таким чином, при штампуванні стали 08ГСЮТ 
меншої товщини на 10…15% в порівнянні із 
сталлю 08Ю відповідно до розрахунку тиску при-
тиску необхідно дещо збільшувати. Слід зазна-
чити, що вживані в практиці налаштування пресів 
при штампуванні тиск притиску істотно переви-
щені проти необхідних для запобігання гофро- 
образования.

Був проведений статистичний аналіз резуль-
татів експерименту Кг.д = f (Qпр). Нижче пред-
ставлена обробка результатів вимірів залежності 
штампування, яка характеризуватиметься коефі-
цієнтом граничної деформації – Кг.д, і зусиллям 
притиску – Qпр сталі підвищеній міцності типу 
08ГСЮТ, товщиною 0,7…1,2 мм.

При обробці результатів вимірів користува-
лися наступним порядком операцій:

1. Результати кожного виміру записували 
в таблицю.

2. Обчислювали середнє значення з n вимірів

a = 1

1n
ai

i

n

�
� .                              (14)

3. Знаходили погрішності окремих вимірів
∆аi = ā – аi.                            (15)

4. Обчислювали квадрати погрішностей окре-
мих вимірів (∆аi)2.

5. Якщо одне або декілька вимірів різко відрізня-
лися один від одного за своїм значенням від інших 
вимірів, то перевіряли, чи не є воно промахом.

6. Визначали середню квадратичну погріш-
ність результату серії вимірів 

∆Sā = 
à

n n

i
i

n

� �

�� �
�
� 2

1

1
.         (16)

7. Задавалися значенням надійності α.
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8. Визначався коефіцієнт Стьюдента tα·(n) для 
заданої надійності α і числа зроблених вимірів n.

9. Знаходили межі довірчого інтервалу (погріш-
ність результату вимірів)

∆а = tα·(n)· ∆Sā.                       (17)
10. Застосувавши метод найменших квадра-

тів, отримували два рівняння регресії в резуль-
таті мінімізації суми квадратів відхилень уздовж 
однієї осі координат, потім уздовж іншої.

11. Для виміру тісноти зв'язку між шуканими 
величинами використали коефіцієнт кореляції r, 
що характеризує, як близько лежать експеримен-
тальні точки до лінії регресії. 

Проводили обробку вимірів коефіцієнта гра-
ничної деформації Кг.д для значень надійності 
α	= 0,95 і α = 0,99. Двадцять значень Кг.д приве-
дені в таблиці 2.

Знаходили середнє значення Кг.д і межі дові-
рчого інтервалу з цих вимірів. Вибирали довільне 
число Кг.д. 0, зручне для розрахунків – Кг.д. 0 = 1,05

К′г.д = Кг.д.0 + Σ (Кг.д.i – Кг.д.0) = 1,0553,
К′г.д – Кг.д.0 = 0,0053.
К′г.д = 1,0553 – середнє значення з виміряних 

величин.
Середній квадрат погрішності серії з 20 вимі-

рів або, те ж саме, середнє квадратичне відхилення 
середнього значення з виміряних величин буде рівне

∆S2 К′г.д  = Ê Ê Ê Êã.ä. ã.ä ã.ä ã.äi
i

n

n
n n

�� � � � �� ��

�
�

�

�
� �� �

� �
�

�� . . ,0 0

2

1

1
1

3 6 10 66,

∆S2 К′г.д  = 1,897·10–5.
Для надійності α = 0,95 і n = 20 з таблиці VII 

[17] знаходили значення коефіцієнта Стьюдента 
(tα = 2,09) і обчислювали абсолютну погрішність 
результату вимірів

∆Кг.д = tα·∆S К′г.д = 3,965·10–5.
Результат можна представити у виді

(1,0553 – 3,965·10–5) ≤ Кг.д ≤ (1,0553 + 3,965·10–5) 
або

1,05526 ≤ Кг.д ≤ 1,05534.
Для надійності α = 0,99, tα = 2,85

∆Кг.д = 2,85·0,1897·10–4 = 0,54·10–4.

1,0552 ≤ Кг.д ≤ 1,0554.
Для надійності α = 0,99, tα = 2,85

∆Кг.д = 2,85·0,1897·10–4 = 0,54·10–4.

1,0552 ≤ Кг.д ≤ 1,0554.
Функціональну залежність між двома величи-

нами – Кг.д і Qпр визначали для сталі 08ГСЮТ тов-
щиною 0,7…1,2 мм.

В результаті експерименту отримали ряд зна-
чень Кг.д, що відповідають значенням іншої вели-
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чини Qпр (табл. 3). Знаходили функцію Кг.д = f 
(Qпр), значення якої при Кг.д = Кг.д.1 = Кг.д.2 … = Кг.д.n 
можливо менше відрізнялися від емпіричних зна-
чень Qпр1, Qпр2, … … Qпр n.

Таблиця 2
Обробка вимірів коефіцієнта граничної 

деформації
Кг.д Кг.д – Кг.д.0 (Кг.д – Кг.д.0)2

1,072 0,022 4,84 · 10–4
1,071 0,021 4,81 · 10–4
1,068 0,018 3,24 · 10–4
1,064 0,014 1,96 · 10–4
1,061 0,011 1,21 · 10–4
1,058 0,008 0,64 · 10–4
1,059 0,009 0,81 · 10–4
1,057 0,007 0,49 · 10–4
1,056 0,006 0,36 · 10–4
1,055 0,005 0,25 · 10–4
1,054 0,004 0,16 · 10–4
1,053 0,003 0,09 · 10–4
1,050 0 0
1,049 – 0,001 0,01 · 10–4
1,048 – 0,002 0,04 · 10–4
1,047 – 0,003 0,09 · 10–4
1,047 – 0,003 0,09 · 10–4
1,046 – 0,004 0,16 · 10–4
1,045 – 0,005 0,25 · 10–4
1,045 – 0,005 0,25 · 10–4

Σ Кг.д = 21,105 Σ (Кг.д – Кг.д.0) = 
= 0,105

Σ (Кг.д – Кг.д.0)2 =  
= 19,36·10–4

Криву залежності Кг.д = f (Qпр), що проходить 
поблизу експериментальних точок (Кг.д.1, Qпр.1), 
(Кг.д.2, Qпр.2), … (Кг.д.n, Qпр.n) проводили за допомо-
гою методу найменших квадратів.

Формулу лінійної залежності можна записати у виді
Кг.д – К′г.д = а0 + а1 (Qпр – Q′пр),       (18)

причому для простоти відліку вестимемо по Qпр 
від значення Qпр = 14,00 кН і по Кг.д від значення 
Кг.д = 1,053. При цьому формула залежності (18) 
матиме вигляд

Кг.д – 1,053 = а0 + а1 (Qпр – 14,00).
Для визначення а0 і а1 складемо рівняння. Дані 

для вирішення цих рівнянь заносили в таблицю 4.
Вирішували систему рівнянь для отримання 

рівняння регресії по Кг.д.

а0 N + а1 Σ(Qпр – 14,00) = Σ(Кг.д – 1,053)

а0 Σ(Qпр – 14,00) + а1 Σ(Qпр – 14,00)2 =

= Σ(Кг.д – 1,053) (Qпр – 14,00)
Отримали

а0 = – 9,7·10–5;                    а1 = 2,13·10–3.

Таблиця 3
Експериментальні значення зусилля притиску 

і коефіцієнта граничної деформації
qпр, кН Кг.д

5,00 1,072
6,50 1,071
8,00 1,068
9,00 1,064
9,50 1,061
10,00 1,058
11,00 1,059
12,00 1,057
12,50 1,056
13,00 1,055
13,50 1,054
14,00 1,053
15,00 1,050
15,50 1,049
16,00 1,048
16,50 1,047
17,00 1,047
17,50 1,046
18,00 1,045
18,50 1,045

Таблиця 4
дані для вирішення рівняння (18)

qпр qпр – 14,00 Кг.д – 1,053 (qпр – 14,00)2 (qпр – 14,00) ×			 × 
(Кг.д – 1,053) (Кг.д – 1,053)2

5,00 – 9,0 0,019 81,00 – 0,171 0,000361
6,50 – 7,5 0,018 56,25 – 0,1350 0,000324
8,00 – 6,0 0,015 36,00 – 0,0900 0,000225
9,00 – 5,0 0,011 25,00 – 0,0550 0,000121
9,50 – 4,5 0,008 20,25 – 0,0360 0,000064
10,00 – 4,0 0,005 16,00 – 0,0200 0,000025
11,00 – 3,0 0,006 9,00 – 0,0180 0,000036
12,00 – 2,0 0,004 4,00 – 0,0080 0,000016
12,50 – 1,5 0,003 2,25 – 0,0045 0,000009
13,00 – 1,0 0,002 1,00 – 0,0020 0,000004
13,50 – 0,5 0,001 0,25 – 0,0005 0,000001
14,00 0 0 0 0 0
15,00 1,0 – 0,003 1,00 – 0,0030 0,000009
15,50 1,5 – 0,004 2,25 – 0,0060 0,000016
16,00 2,0 – 0,005 4,00 – 0,0100 0,000025
16,50 2,5 – 0,006 6,25 – 0,0150 0,000036
17,00 3,0 – 0,006 9,00 – 0,0180 0,000036
17,50 3,5 – 0,007 12,25 – 0,0245 0,000049
18,00 4,0 – 0,008 16,00 – 0,0320 0,000064
18,50 4,5 – 0,008 20,25 – 0,0360 0,000064

При n = 20 Σ = – 22 Σ = 0,045 Σ = 322,00 Σ = – 0,685 Σ=0,001485

Підставляли значення а0 і а1 у формулу (18) 
і отримали

Кг.д – 1,053 = – 9,7·10–5 + 2,13·10–3 (Qпр – 14,00).

Кг.д = 1,0827 – 0,00213·Qпр.               (19)
Рівняння регресії (19) отримане в результаті міні-

мізації суми квадратних відхилень уздовж осі Кг.д.

Аналогічно отримували рівняння регресії 
в результаті мінімізації суми квадратів відхилень 
уздовж осі Qпр. Вирішували рівняння

а0 N + а1 Σ(Кг.д – 1,053) = Σ(Qпр – 14,00)

а0 Σ(Кг.д – 1,053) + а′1 Σ(Кг.д – 1,053)2 = 

= Σ(Кг.д – 1,053) (Qпр – 14,00)
знаходили

а′0 = – 0,0665·10–5;                а′1 = 518,44.
Рівняння регресії прикмет вид

Qпр = 559,85 – 518,44· Кг.д.          (20)
Знаходили коефіцієнт парної кореляції, r, за 

формулою

r = 
n Ê Q Ê Q

n Q Q

ã.ä.i
i 1

20

ïð.i ã.ä ïð
i 1

20

ïð.i
2

ïð.i

� ��
� ��

��

� � �

� � �
i 1

20

2��
��

�
��
� � � ��
��

�
����n Ê Êã.ä.i

2
ã.ä.i

2
.

Для цього склали таблицю 5. 
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Підставляючи данні таблиці 5 у вище приве-
дену формулу, отримали коефіцієнт парної коре-
ляції r = – 0,97.

Отримане значення коефіцієнта парної кореля-
ції r = – 0,97 говорить про лінійну функціональну 
залежність між величинами Кг.д і Qпр (рис. 5). 

Його негативне значення показує, що зв'язок між 
змінними негативний, тобто з ростом значень Qпр 

величина Кг.д зменшується.
Висновки. На підставі дослідження заготовок 

з маловуглецевих 08Ю, 08кп та низьколегованих 
типу 08ГСЮТ(Ф) сталей було встановлено:

– вплив тиску притиску q та зусилля притиску 
Qпр на гофроутворення та величину коефіцієнта 
граничної деформації Кп.д;

– лінійна функціональна залежність між вели-
чинами коефіцієнтом граничної деформації Кп.д та 
зусиллям притиску Qпр;

– напруга тертя у фланці під час операції штам-
пування-витяжки склала приблизно 15% у загаль-
ній напрузі σзаг;

– тиск притиску необхідно дещо збільшувати 
при штампуванні сталі 08ГСЮТ меншої товщини 
на 10 ... 15% в порівнянні зі сталлю 08Ю.

Запропонований метод аналізу напружено-
деформованого стану матеріалу при різних 
значеннях зусилля притиску під час процесу 
штампування листової сталі дозволяє досягти 
необхідного рівня штампування листових сталей 
підвищеної міцності.

Таблиця 5
Значення зусилля притиску і коефіцієнта граничної деформації 

для визначення коефіцієнта парної кореляції
Qпр Кг.д Q2

пр.i Qпр.i · Кг.д.i К2
г.д.i

5,00 1,072 25,00 5,3600 1,1492
6,50 1,071 42,25 6,9615 1,1470
8,00 1,068 64,00 8,5440 1,1406
9,00 1,064 81,00 9,5760 1,1321
9,50 1,061 90,25 10,0795 1,1257
10,00 1,058 100,00 10,5800 1,1194
11,00 1,059 121,00 11,6490 1,1215
12,00 1,057 144,00 12,6840 1,1172
12,50 1,056 156,00 13,2000 1,1151
13,00 1,055 169,00 13,7150 1,1130
13,50 1,054 182,25 14,2290 1,1109
14,00 1,053 196,00 14,7420 1,1088
15,00 1,050 225,00 15,7500 1,1025
15,50 1,049 240,25 16,2595 1,1004
16,00 1,048 256,00 16,7680 1,0983
16,50 1,047 272,25 17,2755 1,0962
17,00 1,047 289,00 17,7990 1,0962
17,50 1,046 306,25 18,3050 1,0941
18,00 1,045 324,00 18,8100 1,0920
18,50 1,045 342,24 19,3325 1,0920
Σ258 Σ21,105 Σ3625,25 Σ271,6195 Σ22,2722 
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Рис. 5. Кореляційна залежність між коефіцієнтом 
граничної деформації (Кп.д) і зусиллям притиску (qпр)
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rudasov V.B., Yakubovskyi O.M., Holovina O.V. THE HOLDDOwN PrESSurE IN THE PrOCESS 
OF SHEET-METAL STAMPING OF HIGH-STrENGTH STEELS

This paper considers technological measures not related to changes in the shape of the workpiece and the 
tool, aimed at improving the compressibility of high-strength steels used for the manufacture of body parts for 
cars. The paper proposes to analyze the stress and strain state of the workpiece when changing the holddown 
pressure during the process of sheet-metal stamping. The studies were carried out with workpieces made of 
low-carbon steels (08Ю, 08кп) (08Yu, 08kp) and low-alloy steels of 08ГСЮТ(Ф) (08GSYuT(F) type. The 
boundary values of the coefficient of limiting deformation have been determined for each workpiece.

The results of the experiment were processed using a secondary method of mathematical-statistical analysis 
(correlation analysis), in which the compressibility of high-strength steel, characterized by the coefficient of 
limiting deformation and holddown pressure, was determined. For this purpose, the relationships between the 
coefficient of limiting deformation and the holddown pressure, between the coefficient of limiting deformation 
and the down pressure were determined for different steels when processing the measurement results.

On the basis of the received dependences, the influence of the down pressure on the buffing and the value of 
the coefficient of limiting deformation were analyzed, and the area of possible stamping was established, that 
is, the area of values of the down pressure, where the stamping process of workpieces of various steels will take 
place without buffing and destruction. 

A practical conclusion from the obtained dependence between the coefficient of limiting deformation and 
the down pressure is the recommendation to select the minimum value of the down pressure when stamping. 
The dependence between the coefficient of limiting deformation and the holddown pressure made it possible 
to establish the boundary values of the holddown pressure of the workpiece in the process of sheet-metal 
stamping for three areas: the area of quality products, the area of buffing, and the area of destruction.

Key words: High Strength Steels, automobile industry, the stress and strain state, stamping processing, the 
holddown pressure.
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КОНцЕПТ УНІВЕРСАльНОгО ПЕРЕТВОРюВАЧА ІНФОРМАцІЇ 
яК ЕлЕМЕНТА цИФРОВОЇ СИСТЕМИ КЕРУВАННя

Досягнення науки та техніки в галузі цифрового та інтелектуального керування поступово впрова-
джуються в усі галузі промисловості. Для забезпечення інтелектуального керування в таких галузях, 
як авіація, аеронавтика та космонавтика, вихідні сигнали від різних систем та датчиків повинні бути 
представлені у вигляді цифрових кодових послідовностях. Однак, у більшості випадків вихідна інфор-
мація в цифровій послідовності від різних систем та датчиків, які використовуються в авіації та кос-
монавтиці, не завжди можлива, а заміна відповідних систем та датчиків на аналогічні, з можливістю 
видачі вихідного сигналу у цифровій послідовності, є, у більшості випадків трудомістким та склад-
ним завданням, яке не завжди є раціональним та економічно обґрунтованим. У зв'язку із цим виникає 
необхідність розробки та створення спеціального пристрою, здатного перетворювати вихідну ана-
логову інформацію, яка отримана від значної кількості систем та датчиків, що використовуються на 
об'єкті керування, у цифрову кодову послідовність. Проектування та реалізація такого пристрою дає 
можливість для реалізації цифрового, адаптивного та інтелектуального керування.

У роботі пропонується концепція універсального перетворювача інформації, призначеного для 
впровадження в цифрову систему керування. Універсальний інформаційний перетворювач дозволяє 
конвертувати аналогові значення, отримані від датчиків, які встановлені на борту об'єкта. Універ-
сальний інформаційний перетворювач реалізує концепцію моноблока з багатоканальними входами, які 
дозволяють вимірювати та перетворювати різні типи величин. 

Запропонований пристрій може відстежувати вхідні значення та перетворювати їх із заданим 
бажаним допуском.

У запропонованій статті продемонстровано основні властивості універсального інформаційного 
перетворювача, зображено структурну блок-схему інформаційного перетворювача та представлено 
підхід до перетворення сигналу отриманого від сельсина.

Ключові слова: Універсальний перетворювач інформації (UIT), аналого-цифрове перетворення 
(АЦП (ADC)), система керування, цифрова система керування.

Постановка проблеми. Цифрове автома-
тичне керування поступово витісняє аналогове 
автоматичне керування у всіх галузях промис-
ловості. Для забезпечення цифрового керування 
системі можуть знадобитися датчики з цифровим 
вихідним сигналом. Однак, значна кількість сис-
тем керування, які використовуються на даний 
момент, мають датчики з аналоговим вихідним 
сигналом. Крім того, заміна датчиків з аналогової 
вихідної інформації на цифрову вихідну інфор-
мацію може спричинити труднощі для подаль-
шої модернізації та ускладнити розробку системи 
керування, також поширеною проблемою, яка 
виникає протягом терміну служби, є застарілість 
датчиків та їх відсутність або відсутність запчас-

тин через припинення виробництва цих датчиків. 
Для зниження трудомісткості та зниження витрат 
на модернізацію аналогової системи керування до 
цифрової системи керування пропонується вико-
ристовувати універсальний перетворювач інфор-
мації (УПІ, англ. Universal Information Transducer 
(UIT)) [1]. 

Існуючі рішення для програми перетворення 
інформації засновані на використанні міні-пере-
творювачів та їх інтеграції в конструкцію датчика. 
Такий підхід зумовлює трудомісткість процесу тех-
нічного обслуговування та сервісних робіт. Більше 
того, у випадку, якщо подібний перетворювач буде 
потребувати певного налаштування, такий підхід 
призведе до труднощів зняття із датчика. 
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Пропонований перетворювач виготовляється 
як моноблок і має переваги перед існуючими пере-
творювачами. Існують спеціальні пристрої – Data 
Concentrator Unit (DCU), розроблені та представлені 
компанією North Atlantic Industries рисунок 1 [2].

Ці блоки подібні до пропонованої концепції, 
однак недолік цих блоків – необхідність попере-
дньої модульної конфігурації блоків та знання 
входів і виходів, які використовуються на об'єкті. 
Запропонований описаний підхід дозволить 
проектувати та створювати гнучкі, адаптовані, 
допускаючи можливість зміни конфігурації та 
модульно-розширювані пристрої. Пристрій забез-
печує підключення датчиків з аналоговим вихо-
дом і видає необхідну перетворену інформацію 
в цифровому коді. Перетворювач також має функ-
цію програмування коефіцієнтів масштабування 
для виведення цифрової інформації в обчис-
лювальний блок цифрової системи керування. 
Функція програмування масштабних коефіцієн-
тів також може використовуватися для лінеари-
зації аналогової вхідної інформації та подальшої 
видачі перетвореної інформації на обчислювальні 
пристрої системи керування.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
Значна кількість робіт описують перетворення 
лише окремих значень величин без подальшого 
практичного застосування.

Наведений нижче аналіз досліджень та розро-
бок показує різноманітні підходи до розробки та 
проектування перетворювачів інформації.

У роботі [3] демонструється спеціальний при-
стрій, призначений для калібрування датчиків 
тиску. У дослідженні описуються розробки дета-
лей універсального калібрувального пристрою 
датчика тиску, розробленого шляхом модифікації 
традиційного тривісного апарату. Автори [3] опи-
сують модифікації конструкції датчика, а також 
зображують схему процедури калібрування. 
Результати дослідження, які наведені у данній 

роботі можуть бути корисними і використовува-
тися для реалізації при розробці процедури калі-
брування та обробки значень, отриманих із датчи-
ків тиску. Однак, у дослідженні не зазначено, який 
датчик та який тип віхідної інформації (аналого-
вий чи цифровий) розглядається.

Дослідження [4] є фундаментальним дослі-
дженням для розробки та проектування даного 
типу перетворювача. Запропоновані методи та під-
ходи можуть бути повністю реалізовані в нашому 
дослідженні, особливо для вихідних інтерфейсів 
таких елементів, як платинові резистори, терміс-
тори, резистивні мости та потенціометри, дані 
яких зчитуються та оброблюються мікроконтро-
лером. Однак дослідження [4] не описує принци-
пів зчитування та перетворення даних, отриманих 
від сельсин датчика чи обертового трансворма-
тора. Крім того, у цьому дослідженні не розгляда-
ється процедура калібрування та масштабування 
вихідних даних.

Дослідження, які описані у роботі [5] розгля-
дають високочастотний перетворювач для віде-
осигналів, який можна використовувати у раді-
отелескопах. У статті [5] надано опис розробки 
апаратного забезпечення, що базується на вико-
ристанні ПЛІС (FPGA). Результати використання 
та впровадження FPGA, які опсані у досліджені 
(Гренков С.А. та ін. 2009), можуть бути корисні 
щодо оціники переваг використання ПЛІС при 
виборі та проектуванні процесорного вузла, 
у якому виконуються математичні операції, у роз-
роблюваному пристрої універсального перетво-
рювача інформації. Однак, автори описали та 
навели приклад використання лише одного кон-
кретного типу FPGA без порівняння з іншими 
типами FPGA.

Робота [7] – представляє собою опис вина-
ходу універсального аналого-цифрового перетво-
рювача. Цей опис відображає логіку конвертора 
у вигляді блок-схеми. Перетворювач заснований 

Рис. 1. Data Concentrator unit (DCu) розроблені 
та представлені North Atlantic Industries
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на роботі операційних підсилювачів, які включені 
та працюють у компараторному режимі з подаль-
шою обробкою вихідного сигналу за допомогою 
мікросхем логіки, в результаті чого вихідний сиг-
нал перетворюється на цифровий. Однак, недолі-
ком пристрою, описаного у [7] полягає в тому, що 
підходи, які реалізовані для перетворення інфор-
мації, можуть бути застосовані лише для перетво-
рення сигналів змінної та постійної напруги.

Постановка завдання. Більшість систем керу-
вання, особливо системи керування динамічними 
об'єктами, застосовують датчики з аналоговим 
вихідним сигналом. Завдяки тому, що ці датчики 
надійні та ефективні, їх використання продовжу-
ється і в наш час. Але, при проектуванні таких сис-
тем керування, як Fly-by-wire [8, 9] або створення 
функціоналу, такого як «Скляна кабіна» [10], необ-
хідно враховувати особливості використовуваних 
датчиків і вбудовувати додаткове обладнання, яке 
може перетворювати аналоговий сигнал в цифро-
вий, у конструкції датчиків або повністю зміню-
вати датчики на аналогічні, які мають цифровий 
вихідний сигнал. Таке положення речей спонукає 
розробників систем керування шукати нові під-
ходи до проектування та розробки систем керу-
вання [1, 11, 12]. У зв’язку з цим пропонується 
дослідити та розробити спеціальний монолітний 
блок – універсальний перетворювач інформації, 
здатний приймати аналогові сигнали, налашто-
вувати вихідні характеристики до потрібних та 
використовувати отримані вихідні дані у розро-
блених рівняннях та законах керування.

Концептуально пристрій може складатися 
з каналів введення живлення для забезпечення 
живлення пристрою, каналів для прийому 
загально відомих вхідних величин, таких як опір, 
напруга тощо, а також каналів для прийому спеці-
альних сигналів, таких як сигнали від обертових 
трансформаторів та сигналыв від сельсин датчи-

ків, та каналів виходу кодованих ліній, через які 
передаються перетворені дані використовуючи 
відомі протоколи обміну інформацією (напри-
клад, Arinc 429, RS 232, RS 485 та ін.) [1]. 

Здійснення конвертації у цифрове значення 
відомих аналогових величин, таких як: 

– Опір;
– Напруга постійного струму;
– Напруга змінного струму;
– Постійний і змінний струм;
– Частота;
– Ємність;
добре відомі та детально описані у дослідженні 

[13-17].
Дослідження включатиме спосіб перетворення 

синхронного сигналу, отриманий від синхроноге-
нератора/селсин-генератора: 

1) Створення прототипу вхідного інтерфейсу 
сельсин -датчиків та подальша передача їх зна-
чень у цифровому коді. 

Спосіб реалізації та застосування перетво-
рення сигналу із сельсина представлений у дослі-
джені [18].

Розробка універсального перетворювача 
інформації

У дослідженні розроблена та представлена 
концепція універсального перетворювача інфор-
мації. Концепція конструкції пристрою перетво-
рювача базується на структурній схемі, показаній 
на рисунку 2 [1].

Згідно зі схемою, яка зображена на рис. 2, пере-
творювач працює наступним чином:

1) Аналогові сигнали надходять на електро-
нний ключ (мультиплексор – MUX). Вікористання 
електронного ключа зменшує загальну кількості 
провідників;

2) Центральним процесором (ЦП) керує муль-
типлексором, що дозволяє опитувати електро-
нний ключ з певною частотою. Із мультиплексора 

 
Рис. 2. Структурна схема концепта УПІ
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сигнали надходять до операційного підсилювача 
(OPAMP), який може або посилювати сигнал, 
якщо цей сигнал має низький рівень, або підсилю-
вач включений як буфер або включений як фільтр 
для проведення первинної фільтрації вхідного сиг-
налу; буферна схема дозволяє передавати сигнали 
з коефіцієнтом підсилення, рівним одиниці, також 
буферна схема дозволяє нам забезпечити ізоляцію 
навантаження, відокремивши будь-яке сильностру-
мове навантаження від вхідного підсилювача та 
забезпечити ізоляцію навантаження джерела тепла 
від чутливого прецизійного контуру;

3) З операційного підсилювача сигнали надхо-
дять на входи мікросхем аналого-цифрового пере-
творення (АЦП);

4) Із виходів АЦП оцифровані сигнали над-
ходять на центральний процесор, в якому відбу-
вається обробка отриманої інформації, а також 
математичне масштабування вихідної інформації. 
ЦП також виконує керування (проводить опиту-
вання) мультиплексором, див. пункт 2;

5) Енергонезалежна пам'ять (NVRAM) забез-
печує резервне зберігання вихідної інформації 
для зчитування та подальшого дистанційного 
аналізу та обробки у разі виявлення несправності 
перетворювача або видачі ложної інформації.

6) Світлодіодні індикатори та дисплей мають 
відображати стан готовності пристрою та коди 
помилок, які можуть з'явитися в процесі нала-
штування та експлуатації, для кращого розуміння 
стану пристрою. Наприклад, світлодіодні індика-
тори можуть надати нам статус пристрою, вико-
ристовуючи наступну кольорову схему: синій 
світлодіод – живлення увімкнено, зелений світло-
діод – пристрій готовий і працює правильно, жов-
тий світлодіод – пристрій працює, але в інформа-
ційних каналах є деякі попередження, червоний 
світлодіод – помилка (канали активні, але мають 
певний збій або (та) відсутні прийом/передача). 
Оскільки світлодіодні індикатори відображають 
загальний стан пристрою, на дисплеї відобража-
ється більш детальна інформація: коди помилок 
з описом проблеми та стан інформаційних кана-
лів. Також дисплей має (або може мати) сенсорну 
функцію та керуватися, наприклад, за допомогою 
стилуса. Така функція дозволяє прокручувати 
відображуваний список із зазначеною інформа-
цією, із метою щоб дізнатися, скільки, у загальній 
кількості, помилок має пристрій і скільки каналів 
працює неправильним чином.

7) Підключення до ПК дозволяє зконфігуру-
вати та налаштувати пристрій у потрібний спо-
сіб, або відповідно до завдання, за допомоги 

спеціального програмного забезпечення. Крім 
того, підключення до ПК дозволяє зчитувати дані 
з NVRAM для подальшого аналізу цих даних.

Синхро сигнали (синусно-косинуснусні сиг-
нали), в основному генеруються із виходів обер-
тових трансформаторів, де синусоїдальне вхідне 
опорне значення модулюється амплітудно, 
у вихідні сигнали. Для сигналів, наприклад, що 
передаються від обертових трансформаторів, 
запропоновано метод перетворення цих сигна-
лів у цифровий код, який наведено у досліджені 
[18], де розглядається впровадження цифрового 
перетворення синхро сигналів для ядерного 
дослідницького реактора IEA R1. Однак метод, 
наведений та описаний у дослідженні [18] не роз-
глядає передачу даних через будь-який протокол 
для обміну інформацією, а також дослідження не 
розглядає спосіб калібрування та масштабування 
вихідних даних.

У запропонованій концепції УПІ для перетво-
рення синхро сигналу використовується трифазне 
перетворення сигналу, яке отримується від синхро-
ногенератора (селсин датчик), який використову-
ється в базових або основних системах керування 
рухомими об'єктами (літаками, суднами тощо). 
Сучасні досягнення наукових знань та електро-
нних технологій розробили та створили достатню 
кількість спеціалізованих інтегральних мікросхем, 
здатних перетворювати двофазні сигнали (синус 
і косинус). Проте перетворення трифазного сиг-
налу, що виробляється генератором сельсина за 
допомогою таких мікросхем, неможливо.

Перетворення у цифровий код сихро сигналу 
може бути реалізовано у спосіб, який зображено 
на рисунку 3.

Перетворення трифазного сигналу від сельсин 
датчика в двофазний сигнал синуса та косинуса 
здійснюється за допомогою діаграми Скотта [19]. 
Представлена схема містить номінали опорів R1, 
R2, R3 і R4, які вибираються за максимальним 
значенням вихідної напруги. Потім вихідні сиг-
нали синуса і косинуса подаються на спеціалізо-
вану мікросхему АЦП і після перетворення у циф-
ровий код сигнали надходять на процесорний 
пристрій, на якому сигнали математично обро-
бляються (наприклад, масштабується) і видається 
у потік даних.

Математичне програмне забезпечення буде 
побудовано таким чином, що вихідні дані будуть 
представлятися у вигляді лінійних функцій. Також 
програмне забезпечення дозволить масштабу-
вати вихідні значення, це означає, що користувач 
зможе вибрати та встановити необхідні кількість 



Том 34 (73) № 1 202322

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

та значення коефіцієнтів лінійних функцій для 
отримання потрібної форми вихідного сигналу.

Крім того, програмне забезпечення може 
дозволити встановити, за яким протоколом 
обміну інформацією (наприклад, Arinc 429,  
Arinc 708, RS-232 тощо) перетворена інформація 
буде передаватися.

Огляд результатів
Основна більшість аналого-цифрових пере-

творювачів може працювати лише з певною кіль-
кістю однотипних вхідних значень. У зв’язку із 
такою ситуацією виникає питання про перетво-
рення не тільки певних типів вхідних величини, 
а і одночасного перетворення інших відомих вхід-
них та найбільш використовуваних величин. Такі 
питання частково вирішені наукових та комерцій-
них розробках фірми NAI [2].

Дослідники та розробники [2] пропонують 
продукти «під ключ», це означає, що складові 
частини пристрою налаштовані та встановлені, 
у готовий виріб,   на виробництві і лише для зазда-
легідь визначених функцій та вхідних величин, 
а користувачі можуть налаштувати пристрій лише 
з програмною платформою у встановлених межах 
функціонування прилада.

Запропонована концепція універсального пере-
творювача інформації реалізує функції аналого-
цифрового перетворення таких поширених вели-
чин, як напруга, струм, опір, зміна ємность тощо. 
Крім того, перетворювач має функцію перетво-
рення сигналів отриманих від сельсин датчиків. 
Запропонований перетворювач може приймати 

широкий діапазон вхідних значень, перетворення 
яких здійснюється в одному блоці. Якщо система 
керування приймає значення від різних датчиків 
з різним типом вихідного сигналу, то для пере-
творення не потрібно використовувати безліч 
допоміжних блоків, достатньо буде використову-
вати один блок УПІ. Програмне забезпечення дає 
змогу не тільки передавати перетворені значення, 
а і проводити математичне калібрування та масш-
табування отриманої інформації та передавати цю 
інформацію за встановленим та визначеним про-
токолом обміну інформацією. Істотною відмін-
ністю даного перетворювача є можливість уста-
новки і налаштування видачі інформації не тільки 
для одного конкретного протоколу, але і для кіль-
кох протоколів обміну інформацією. Одна і та ж 
сама інформація може одночасно передаватися 
в кілька систем керування, в яких протокол обміну 
інформацією відрізняється один від одного. Крім 
того, у порівнянні з аналогічним пристроєм 
виробництва [2], запропонований перетворювач 
має світлодіодні та дисплейні індикатори, що роз-
ширюють функціональні можливості пристрою. 
Наявність такої функції полегшує процес нала-
штування, виявлення та усунення несправностей.

Дане дослідження не розглядає питання точ-
ності перетворення. Питання оцінки точності 
первинного аналого-цифрового перетворення та 
оцінки точності вихідної інформації після мате-
матичних операцій, які виконуються в проце-
сорному блоці будуть розглядатися у подальших 
дослідженнях. Також, подальші дослідження 

 

Рис. 3. Схема перетворення у цифровий код синхро сигналу
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будуть спрямовані на більш глибоке вивчення від-
повідних схем реалізації каналів перетворення та 
методів і способів проектування вбудованої сис-
теми самотестування.

Висновки. Розроблений пристрій являє собою 
універсальний настроюваний перетворювач, що 
дозволяє реалізувати цифрове автоматичне керу-
вання в механізмах і пристроях, що використову-
ють датчики з аналоговою вихідною інформацією. 
Пристрій можна використовувати як в галузяз 
промисловості, так і в спеціалізованих галузях, 
таких як авіація, аерокосмічна і морська галузі. 
Відмінною особливістю універсального інформа-
ційного перетворювача є наявність енергонезалеж-
ної пам’яті, яка дозволяє записувати дані про стан 
пристрою під час його роботи, записувати вихідні 
параметри пристрою та зчитувати зібрані дані 
з інформацією про роботу пристрою для подаль-
шого аналізу працездатності приладу без підклю-
чення основного джерела живлення. А також, мож-

ливість, без заміни або встановлення додаткових 
модульних блоків, підключати та відключати входи 
та виходи приладу, які раніше не використовува-
лися, здійснювати програмування та калібрування 
кожного вимірювального каналу. Також, у дослід-
ницькій роботі показано, що світлодіод і дисплей 
стали як додаткова, необхідна і зручна функціо-
нальність особливість, що дозволяє користувачам 
забезпечити швидке виявлення помилок і провести 
термінове обслуговування пристрою, та, при необ-
хідності, провести обслуговування об'єкта. Крім 
того, програмне забезпечення пристрою дозволяє 
здійснювати фоновий вбудований тест-контроль 
(built-in-test – BIT) та надає зворотній зв’язок 
результатів цього тесту в потоці даних, а також 
натисканням кнопки на передній панелі пристрою, 
на дисплеї, у вигляді коду та короткого опису відо-
бражається статус та інформація щодо збою чи 
помилки, що корисно для тестування та швидкого 
виявлення присутніх дефектів.
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Gurynenko S.O. THE CONCEPT OF uNIVErSAL INFOrMATION TrANSDuCEr 
AS AN ELEMENT OF DIGITAL CONTrOL SYSTEMS

Achievements of science and technology in the field of digital and intelligent control are gradually being 
implemented into all industries branches. To provide intelligent control in such industries as aviation, 
aeronautics and astronautics, the output signals from various systems and sensors must be presented in the 
digital code sequences. However, in most cases output information in digital sequence from various systems 
and sensors that are used in aviation and astronautics is not always possible, and replacing the corresponding 
systems and sensors with similar ones, with the ability to provide output signal in digital sequence, is, in most 
cases, a laborious and challenge task and it is not always rational and economically sound. In this regard, 
becomes necessary to design and create a special device capable of transducing output analog information, 
which is obtained from a significant number of systems and sensors used at the controllable object, into a 
digital code sequence. The design and implementation of such a device will provide an opportunity for the 
implementation of digital, adaptive and intelligent control.

This paper proposes a concept of a universal information transducer intended for implementation in digital 
control system. The universal information transducer allows converting analog values gathering from sensors 
that are installed on board of the facility. The universal information transducer implements the monoblock 
concept with multichannel inputs that allow measuring and converting various types of quantities.

The proposed device can monitor incoming values and convert them with a predetermined desired tolerance.
Proposed article demonstrate concept main properties of the universal information transducer, the 

information transducer block-diagram is depicted and approach for the synchro signal conversion is presented.
Key words: Universal information transducer (UIT), analog to digital conversion (ADC), control system, 

digital control system, adaptive and intelligent control.
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дОСлІдЖЕННя яКОСТІ ЕлЕКТРИЧНОЇ ЕНЕРгІЇ дЖЕРЕлА 
АВТОНОМНОгО ЕлЕКТРОПОСТАЧАННя

У статті розглянуто питання електропостачання побутових споживачів електричної енергії від 
автономного джерела живлення. Проведено обґрунтування та дослідження якості електричної енер-
гії, яке включає в себе вимірювання напруги, частоти, синусоїдальності напруги, а також досліджено 
роботу окремих побутових споживачів, котрі працюють від джерела автономного електропостачання. 
В якості джерела живлення використовується однофазнийгенератор потужністю 3,1кВт номінальною 
напругою 220 В. Первинним перетворювачем являється бензиновий 4-х тактний двигун внутрішнього 
згорання. Метою даного дослідження являється проведення вимірювання за відповідною методикою для 
визначення якості електричної енергії джерела автономного живлення, а також дослідження роботи 
окремих споживачів від даного джерела. В роботі показано та обґрунтовано залежності електрич-
них параметрів мережі від реального часу. Наведено графічні залежності, які характеризують роботу 
електричної мережі та відповідно якість електричної енергії, яка визначається основними показни-
ками – відхиленням напруги, частоти, синусоїдальності напруги та її параметрів. Методологія даного 
дослідження полягає у прийнятті технічного рішення з метою удосконалення режиму роботи окремих 
споживачів, які працюють з певним відхиленням показників якості електричної енергії. Основною про-
блемою, яка зустрічається в роботі джерела автономного живлення на базі бензинового генератора 
полягає у виробництві електричної енергії, зокрема напруги, яка має неправильну форму синусоїдаль-
ності, а від так, робота окремих пристроїв призводить до виходу з ладу його функціональних елементів, 
або ж такий режим призводить до надмірного нагрівання, коли мова йде про електричні двигуни, насоси 
тощо. В роботі використовується аналізатор якості електричної енергії AFLEX-6300, який дає можли-
вість виміряти та проаналізувати параметри електричної мережі.

Ключові слова: показники якості, джерело автономного електропостачання, електрична енергія, 
відхилення, напруга, частота, навантаження, електрична мережа.

Постановка проблеми. Сьогодні, в період 
воєнного стану, при знищенні російським агресо-
ром майже 50 відсотків енергетичної інфраструк-
тури нашої країни, споживачі електричної енергії 
опинились в дуже незручному становищі щодо 
виробництва, передачі та споживанняелектрое-
нергії. Ситуація, яка склалась на сьогоднішній 
день, полягає у вирішенні інженерно-технічного 
завдання, яке має на меті не тільки забезпеченняс-
поживачів електричною енергією, але і її якістю 
від джерела автономного електропостачання. 
Варто зазначити, що з частими перервами в поста-
чанні електричної енергії від основних джерел 
живлення – обласних підприємств чи районів 
електричних мереж, споживачі масово використо-
вують портативні, або ж мобільні джерела авто-
номного електроживлення, які дозволяють забез-

печувати електричною енергією їхні потреби. 
Проте, виробництво електричної енергії від таких 
резервних джерел електропостачання слід визна-
чати як кількісно, так і якісно. 

Кількісний показник полягає у виробництві 
електричної енергії, зокрема активної потуж-
ності, витраті палива, кількості мотогодин роботи 
такого джерела тощо. А ось якість електричної 
енергії, яку необхідно забезпечити для правильної 
та надійної роботи споживачів оцінюється окре-
мими критеріями, які і будуть враховуватисьпри 
функціонуванні електричних пристроїв та елек-
тронних елементів будь-якої електротехнічної 
системи. 

Метою даного дослідження являється прове-
дення вимірювання за відповідною методикою 
для визначення якості електричної енергії дже-
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рела автономного живлення, а також дослідження 
роботи окремих споживачів від даного джерела. 
В роботі показано та обґрунтовано залежності 
електричних параметрів електричної мережі 
в режимі реального часу.

Аналіз останніх досліджень і публікацій.
Допустиме відхилення напруги в Україні становить 
± 5%, а гранично допустиме її відхилення ±10%. 
Допустиме відхилення частоти струму ±0,2%, а гра-
нично допустиме відхилення ± 0,4% [1]. З даного 
питання дослідження проводили В.М. Ванько, 
П.Г. Столярчук, В.Г. Кузнєцов, О.Г. Шполянський, 
Н.А. Яремчук, А.К. Шидловський, В.О. Новський, 
А.Ф. Жаркін та ін., де основна увага зосереджена 
на дослідженні узагальнюючого показника якості 
енергії в електричних мережах і системах, контр-
олю показників та наведена методика оцінки якості 
електроенергії [2]. Наукові праці А.К. Шидлов-
ського присвячені загальній теорії пристроїв для 
стабілізації параметрів електроенергії і забезпе-
чення електромагнітної сумісності в електричних 
мережах та системах стосовно вирішення про-
блеми підвищення якості енергії, ефективного її 
перетворення і використання [3].

Виклад основного матеріалу. Для дослі-
дження системи електрозабезпечення споживачів 
від джерела резервного живлення використову-
ється однофазний генератор, який приводиться 
в рух 4-х тактним двигуном внутрішнього зго-
ряння потужністю 7 к.с. Основна робота такої 
системи полягає у забезпеченні електричною 
енергією споживачів чутливих до її якості. Для 
побутового використання такої системи в якості 
споживання електроенергії це стосується сучас-
них газових котлів, електродвигунів, насосів, 

компресорів, а також мікропроцесорних при-
строїв та схем електроніки. 

В ході дослідження виявилось, що при жив-
ленні звичайного газового котла, система запа-
лювання не спрацьовує, і навіть «видає» помилку 
на дисплеї котлаF13 «Помилка основної плати». 
При використанні джерела автономного електро-
постачання виявилось, що в генераторі присутня 
напруга на обох затискачах номіналом 110 В, 
тобто відсутня нульова шина. Варто зауважити, 
що такий режим роботи не сприяє нормальній 
роботі таких пристроїв.Даний режим стосується 
живлення ламп розжарення, люмінесцентних та 
світлодіодних ламп, нечутливих електроприй-
мачів та інших споживачів. Проте, у світлодіод-
них лампах спостерігається відповідна пульса-
ція напруги, яка свідчить про якість електричної 
енергії на вході живлення таких пристроїв.

Очевидним є те, що потрібно вирішити 
питання нульової шини на генераторі. В першу 
чергу це потрібно зробити за допомогою контуру 
заземлення генератора (рис. 1). 

Для порівняння зобразимо практично іде-
альну синусоїдальність напруги, яка показана 
на рис. 2 та відображає параметри із загальної 
електричної мережі 220 В ТП 10/0,4 кВ. Напруга 
мережі в1-й гармоніці становить 217,6 В, пікова 
напруга складає 298,7 В. Аналогічні дослідження 
проводились у 50-ти гармоніках, адже такі функці-
ональні можливості забезпечує аналізатор якості 
електричної енергії AFLEX 6300 [5, 6]. За допо-
могою програмного забезпечення AFLEX Graphic 
Power Quality Analyzer зобразимо криву напруги, 
а також покажемо параметри даної електричної 
мережі (рис. 2). 

 

Рис. 1. Схема приєднання генератора до котла із заземлюючим пристроєм
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Рис. 2. графічне зображення кривої напруги  

в загальній мережі від ТП10/0,4кВ

На рис. 3 показано графік, який дозволяє спо-
стерігати та аналізувати криву напруги від авто-
номного джерела електропостачання.

 
Рис. 3. графічне зображення кривої напруги  

від бензинового генератора

За даним графіком номінальна напруга ста-
новить 225,2 В, а пікова – 321,3 В. Слід відзна-
чити, що параметри електричної енергії повинні 
знаходитись в межах допустимих значень відпо-
відно до [1, 4, 8], і відповідно до [1, 4, 8] відхи-
лення напруги не повинно перевищувати ±5% від 
номінальної напруги.У збільшеному форматі така 
крива має наступний вигляд (рис. 4).

Проте, за даною кривою напруги можна оха-
рактеризувати ступінь несинусоїдальності кри-
визни такого значення. Зокрема, спостерігається 
викривлення амплітуди кожних 15 секунд, яка 
негативно впливає на роботу окремих споживачів: 
вентиляторів, насосів, компресорів тощо (рис. 5). 
На даному рисунку спостерігається підвищення 
номінальної напруги, за рахунок вимикання окре-
мих споживачів. Показник напруги, який скла-
дає 235,2 В не відповідає встановленим вимогам 
стандарту [1, 4, 8], адже номінальна напруга пови-

нна знаходиться в межах ±5% від Uном.мережі, тобто 
(209÷231) В [5, 6, 8]. 

 
Рис. 4. Збільшений вигляд кривої напруги

 
Рис. 5. графічне зображення кривої напруги  

в режимі реального часу

Зведені дані відхилення напруги слід аналі-
зувати за допомогою графіка, який показано на 
рис. 6. та фіксує дані показники з періодичністю 
25 секунд в реальному часі [5, 6]. 

 
Рис. 6. графічне зображення відхилення напруги  

з врахуванням n-гармонік

Варто зауважити, що розвиток сучасних тех-
нологій напівпровідників веде до все більш зрос-
таючої кількості споживачів, керованих тиристо-
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рами і перетворювачами. На жаль, перетворювачі 
збільшують значення індуктивної реактивної 
потужності і погіршують несинусоїдальну форму 
струмової кривої. Ці перешкоди, які містяться 
в електричній мережі ведуть до пошкоджень 
і помилкових спрацьовувань обладнання та при-
ладів. Типовий струм перетворювача являє собою 
накладення різних синусоїдальних складових 
струму, тобто основну мережеву частоту і певного 
числа так званих вищих гармонік (в електричній 
мережі в першу чергу гармоніки 5-го, 7-го і 11-го 
порядків). Зміст вищих гармонік веде до підви-
щення струму в конденсаторах, тому що реак-
тивний опір конденсаторів зі зростанням частоти 
зменшується. Паралельно зі зростанням струму 
в конденсаторах, який можна регулювати за допо-
могою конструктивних заходів, в несприятливих 
випадках в мережах можуть виникнути резо-
нансні явища [7, 9].

Компенсаційні конденсатори й індуктивності 
трансформатора та мережі являють собою резо-
нансний контур. Якщо власна частота такого 
контуру співпаде з частотою вищих гармонік, то 
можливе виникнення коливань зі значними над-
струми і перенапруги. Це веде до перевантажень 
та пошкоджень в електричних установках і може 
привести до таких наслідків [9]:

• зниження терміну служби конденсаторів;
• передчасне спрацьовування контакторів та 

інших запобіжників;
• вихід з ладу або помилкова робота 

комп’ютерів, приводів електродвигунів, при-
строїв освітлення та інших чутливих споживачів.

Метою підключення дроселя (реактора) до 
конденсатора служить зниження резонансної час-
тоти мережі до такого значення, величина якого 
нижча за значення найменшої вищої гармоніки 
даної мережі. Цим запобігається резонанс між 

конденсаторами і мережею, а значить і зростання 
струмів вищих гармонік. Крім того, таке вми-
кання має ефект фільтра, при якому зменшується 
ступінь спотворення напруги. Це рекоменду-
ється в тих випадках, коли частка споживачів, що 
забруднюють мережу вищими гармоніками, ста-
новить понад 20% усіх споживачів мережі. Резо-
нансна частота конденсатора, ввімкненого послі-
довно з дроселем, завжди лежить нижче частоти 
5-ої гармоніки. Для струмів вищих гармонік коло 
фільтра являє собою дуже низький повний опір, 
тому велика частина таких струмів направляється 
в цей контур [7, 9].

В результаті проведення даного дослідження 
використовувались окремі фільтри для згладжу-
вання кривизни синусоїдальності напруги.

 

Рис. 7. Схема ввімкнення 
ферорезонансного фільтра

 

 Рис. 8. Криві напруги з використанням ферорезонансних фільтрів
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З даних графіків можна зробити висновок, що 
амплітуда синусоїдальності напруги значно покра-
щилась, а відповідно і покращується робота спожива-
чів, які приєднані до даної системи електроживлення.

При використанні даної методики дослідження 
спостерігається, що частота при цьому залиша-
ється стабільною – 50 Гц, проте в автономних 
джерелах живлення частота генератора як пра-
вило становить 52–53 Гц. Це пов’язано з тим, 
що заводом-виготівником на початковій стадії 
виробництва таких генераторів встановлюється 
значення частоти з врахуванням режиму роботи 
генератора при певному навантаженні. 

У бензинових чи дизельних електростанціях 
регулювання частоти обертання двигуна внутріш-
нього згорання (ДВЗ) (об/хв) та регулювання час-
тоти генератора (Гц) змінного струму безпосеред-
ньо пов’язані.

Частота обертання двигунів електрогенераторів 
для резервного електропостачання у нормальному 
режимі становить 3000÷3500 об/хв, при таких 
обертах двигуна частота генератора – 50÷52 Гц.

В ідеалі частота повинна бути 50 Гц, з тих про-
стих причин, що електрогенератор не може забез-
печити частоту, яка точно дорівнюватиме 50 Гц 
через зміни частоти обертання двигуна.

Висновки. Вимірювання параметрів та визна-
чення якості електричної енергії джерела авто-
номного живлення за відповідною методикою, 
а також проведення дослідження роботи окре-
мих електричних споживачів від даного джерела 
являється актуальним питанням на сьогоднішній 
день в період масового використання різних типів 
електрогенераторів.

В роботі показано та обґрунтовано залежності 
електричних параметрів мережі від реального 
часу. В даному експериментальному дослідженні 
використовується джерело автономного жив-
лення – однофазний генератор, який живить спо-
живачів електричної енергії, зокрема чутливих до 
синусоїдальності напруги в мережі 0,22кВ. 

В результаті проведених досліджень було 
визначено параметри електричноїенергії: скла-
дові напруги та частоти. В окремих випадках 
спостерігається підвищення напруги, а також її 
несинусоїдальність, що в певній мірі негативно 
впливає на роботу окремих електричних прила-
дів та пристроїв. При використанні в електричних 
схемах згладжувальних фільтрів спостерігається 
вирівнювання синусоїди напруги та струму, що 
дає можливість покращити роботу як побутового, 
так і промислового електроустаткування. 
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Bunko V.Ya. rESEArCH OF THE quALITY OF THE ELECTrIC ENErGY OF THE SOurCE 
OF AuTONOMOuS ELECTrICITY SuPPLY

The article deals with the issue of electricity supply to household consumers of electricity from an 
autonomous power source. A substantiation and study of the quality of electrical energy was carried out, 
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which includes measurement of voltage, frequency, sinusoidal voltage, as well as the work of individual 
household consumers, which work from an autonomous power supply source, was investigated. A single-phase 
generator with a capacity of 3.1 kW with a nominal voltage of 220 V is used as a power source. The primary 
converter is a gasoline 4-stroke internal combustion engine. The purpose of this study is to measure according 
to the appropriate method to determine the quality of electric energy of an autonomous power source, as well 
as to study the operation of individual consumers from this source. The paper shows and substantiates the 
dependence of electrical parameters of the network on real time. Graphical dependences are presented that 
characterize the operation of the electrical network and, accordingly, the quality of electrical energy, which 
is determined by the main indicators – voltage deviation, frequency, voltage sinusoidality and its parameters. 
The methodology of this study consists in making a technical decision with the aim of improving the mode of 
operation of individual consumers who work with a certain deviation of the indicators of the quality of electric 
energy. The main problem encountered in the operation of an autonomous power source based on a gasoline 
generator is the production of electrical energy, in particular, a voltage that has an irregular sinusoidal shape, 
and the operation of individual devices leads to the failure of its functional elements, or such a mode leads to to 
excessive heating when it comes to electric motors, pumps, etc. The work uses the AFLEX-6300 power quality 
analyzer, which makes it possible to analyze and measure the parameters of the electrical network.

Key words: quality indicators, source of autonomous power supply, electric energy, deviation, voltage, 
frequency, load, electric network.
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ОцІНКА ТЕхНІЧНИх хАРАКТЕРИСТИК лАЗЕРНИх СИСТЕМ 
ПРОТИдІЇ СНАйПЕРАМ

Стаття присвячена визначенню способів протидії снайперам противника. З розвитком технологій 
у сучасних конфліктах стало дедалі більшу роль відігравати зброя нелетального впливу. Тобто, що 
не призводить до смерті суперника, але на деякий час позбавляє його можливості вести активні дії. 
Один із таких засобів – лазерна зброя. Бойові лазерні комплекси різного призначення застосовують у 
провідних арміях світу. Бойові лазери є в арміях США, Німеччини, Великобританії, Франції, Ізраїлю, 
Китаю, Індії, Японії, Туреччини.

Досліджено, що одним з можливих застосувань лазерних комплексів – боротьба зі спостерігачами 
та снайперами. Відповідні системи вже розроблені, але ще не виробляються масово та не застосову-
ються. Експерти очікують на прорив у цій збройній області приблизно через кілька років. Інша сфера 
застосування – пригнічення оптичних та оптико-електронних засобів, таких як тепловізори, біноклі, 
приціли, головки самонаведення. 

Зв’ясовано, що нині дедалі більше уваги приділяється можливості вивести з ладу живу силу проти-
вника, не знищуючи її. Тим більше, що вражений значно сильніше знижує боєздатність свого підрозділу, 
ніж убитий. Детектори оптичних систем працюють в інфрачервоному діапазоні, і ловлять відблиск зон-
дуючого променя від лінзи оптичного прицілу чи іншого оптичного приладу. Вони бувають досить різні: 
найкомпактніші моделі за габаритами нагадують бінокль чи лазерний далекомір, і сканування ними від-
бувається у ручному режимі. Більш складні мобільні лазерні радари мають систему розгортки променя, 
і здатні автоматично сканувати заданий сектор простору – приблизно так само, як і звичайний радар.

Доведено, що найпотужніші та найсучасніші системи лазерної зброї, окрім модулю детектора, 
оснащені ще й бойовим лазером, який здатен засліпити та вивести з ладу оптико-електронні прилади 
або самого снайпера після того, як вони будуть знайдені лазерним радаром-детектором.

Розглянуто дію лазерів на організм людини, яка залежить від параметрів випромінювання (потуж-
ності) і енергії опромінення на одиницю поверхні, довжини хвилі, тривалості імпульсу, частоти 
імпульсів, часу опромінення, площини поверхні, що опромінюється), локалізації впливу і анатомо- 
фізіологічних особливостей об’єкта, що опромінюється.

Визначено енергію потоку лазерного променя, що потрапляє на біологічні тканини і може спри-
чинити серйозні ураження. Лазерне випромінювання впливає на живий організм шляхом теплової 
механічної та електричної дії. Опромінення лазерними променями може викликати функціональні 
порушення у діяльності центральної нервової системи, серцево-судинної системи, ендокринних залоз. 
Опромінення може призвести до згортання або розпаду крові, пошкодження очей, шкіри, спричинити 
генетичні зміни, головний біль, розлади сну, слабкість тощо.

Ключові слова: лазерна зброя, лазерне випромінювання, оптико-електронні прилади, параметри 
випромінювання, органи зору.

Постановка проблеми. Останнім часом через 
позиційний характер боїв левова частина наших 
незворотних втрат є жертвами снайперів ворога. 
Але від їхніх куль вберегтися можна. Для цього 
насамперед слід навчитися вираховувати, як і де 

вони можуть працювати. А потім – запровадити 
власну систему протидії їх вогню.

Снайпери, як правило, діють у складі групи, 
в якій може бути кілька стрільців і прикриття – куле-
метник чи гранатометник. Вирішивши знищити 
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виявленого стрільця, ви ризикуєте загинути від 
кулі його напарника. Вони навіть за наявності при-
ладів безшумної стрільби прагнуть стріляти пере-
важно під прикриттям вогню зі стрілецької зброї' 
своїх спільників. Пояснення просте: на поодиноке 
влучання кулі поряд не обов’язково звертають 
увагу, а за масованого обстрілу «спишуть» його на 
випадковість. Отже, безпідставний спалах непри-
цільної стрілянини бажано сприймати і як початок 
роботи по наших позиціях снайперів [1, c. 4].

Бойові лазерні комплекси різного призначення 
дедалі ширше застосовують у провідних арміях 
світу. Нові конструкторські рішення та поява 
потужних та компактних акумуляторів дали мож-
ливість створити переносні бойові лазери, що 
використовуються безпосередньо на полі бою.

 Бойові лазери застосовуються проти безпілот-
ників, високоточних ракет, а також проти спосте-
рігачів та снайперів. Мобільні лазерні комплекси 
поки що масово не виробляються і не застосову-
ються, потужний прорив у цьому напрямку екс-
пертами очікується через 2-5 років. Лазер може 
засвічувати апаратуру оптичної розвідки та при-
цільні засоби, порушувати роботу систем управ-
ління та зв'язку. Оскільки важливим елементом 
перемоги над противником стає не вбивство сол-
дата супротивника, а виведення його з ладу, акту-
альним стає завдання створення лазерної зброї 
нелетальної дії [2, c. 1-2].

Поразка органів зору розглядається фахівцями 
як найбільш перспективний напрямок виведення 
особового складу з ладу при веденні бойових 
дій. Це пояснюється перш за все тим, що людина 
є кінцева і головна ланка в системі «машина (апа-
ратура) – людина».

Потенційно висока бойова ефективність при 
прийнятних вартісних характеристиках є визна-
чальним фактором для переходу до реалізації про-
грам розробки комплексів лазерної зброї різного 
призначення з метою подальшого прийняття на 
озброєння [3. c. 30].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Сучасні проблеми розробки сучасної зброї на 
нових фізичних принципах та засобів ближ-
нього бою досліджувались у працях вітчизня-
них (Г.М. Доля, А.М. Катунін, В.І. Карпенко, 
С.М. Шостко, І.С. Шостко та ін.) так і зарубіжних 
дослідників (С. Колотушкін, Н. Фомкин та ін.).

Зарубіжними фахівцями досить добре вивчені 
особливості вражаючої дії лазерного випроміню-
вання видимого та інфрачервоного діапазонів на 
людину: "яке осліплює" (тимчасова втрата або 
спотворення зорового сприйняття) та "опікового" 

(зворотнє збудження больових рецепторів шкір-
ного покриву) відповідно. При впливі лазерного 
випромінювання на органи зору людини забез-
печується тимчасова втрата світлочутливості сіт-
ківки ока (фотоофтальмія) і, як наслідок, дезорі-
єнтація людини у просторі [5. c. 46].

Основні зусилля при вдосконаленні оптоелек-
тронних приладів направлені на їх функціону-
вання незалежно від часу доби та погоди (дощ, 
туман, тощо), наявності завад природного та 
штучного походження, застосування засобів мас-
кування. Забезпечити виконання бойової задачі 
в таких умовах можливо тільки при об’єднанні 
в одній схемі каналів, які працюють в різних спек-
тральних діапазонах [5, c. 63; 3, c. 32].

Основна небезпека, яку лазери представляють 
для людського ока, випливає з того, що око само 
по собі є високоточним і ефективним фокусуючим 
оптичним пристроєм для світла в певному діапа-
зоні. Об'єднання лазерів з оптикою оптичних приці-
лів тільки збільшує потенційну небезпеку ураження 
очей лазерним випромінюванням [6, c. 1; 4. с. 80].

Метою роботи є оцінка технічних характерис-
тик оптикоелектронних засобів ведення контр-
снайперської боротьби як одного з напрямків 
удосконалення озброєння для підрозділів Націо-
нальної гвардії України.

Виклад основного матеріалу. Аналіз розви-
тку оптоелектронних приладів розвідки та при-
цілювання вказує на високу актуальність задачі 
розробки системи протидії таким засобам. 

Основними вимогами до систем чи комплек-
сів, які розробляються, відносяться: висока опе-
ративність виявлення цілей; система повинна 
забезпечувати виконання бойової задачі в любий 
час доби, незалежно від умов спостереження; всі 
операції в роботі системи не повинні демаскувати 
її місце дислокації [3, c. 32].

Відповідно до заданих вимог проведемо дослі-
дження щодо вибору параметрів лазерного пристрою. 

Дуже важливим є вибір довжини хвилі випро-
мінювання, на якій буде здійснюватись лоціювання 
снайпера. Лазерне випромінювання подібно соняч-
ному світлу, в тому сенсі, що воно теж падає на 
око паралельними променями, які дуже ефективно 
фокусуються на сітківці, внутрішній оболонці ока, 
чутливої до світла. Потенційна небезпека для очей 
залежить від довжини хвилі лазерного випроміню-
вання, інтенсивності пучка, відстані від випромі-
нювача до ока і потужності лазера (як середнього 
значення потужності при безперервній генерації 
імпульсів, так і пікової потужності при імпуль-
сному випромінюванні) [6, c. 2].
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Довжина хвилі має дуже велике значення, тому 
що тільки випромінювання в діапазоні приблизно 
від 400 до 1400 нанометрів може потрапити в очі 
і значно пошкодити сітківку. Світло в ближньому 
УФ-діапазоні може пошкодити шари, близькі до 
поверхні ока і привести до розвитку катаракти, особ-
ливо у молодих людей, очна тканина яких більш про-
зора для світла цих довжин хвиль. Світло у ближній 
ІЧ-області також може пошкодити поверхню ока, 
хоча і з більш високим порогом пошкодження (про-
меневої стійкості), ніж ультрафіолет.

Реакція людського ока на різні довжини хвиль 
неоднакова, і це визначає, поряд з іншими факто-
рами, потенційну шкоду очам. Вплив імпульсних 
лазерів відрізняється від впливу лазерів з безпе-
рервним випромінюванням. На практиці лазери, 
що працюють в імпульсному режимі, мають 
велику потужність, і одиничний мікросекундний 
імпульс достатньої потужності може нанести сер-
йозні пошкодження при попаданні в око, тоді як 
менш потужне безперервне випромінювання може 
пошкодити око тільки при тривалому опроміненні.

Основна небезпека, яку лазери представляють 
для людського ока, випливає з того, що око само 
по собі є високоточним і ефективним фокусуючим 
оптичним пристроєм для світла в певному діапа-
зоні. Об'єднання лазерів з оптикою оптичних при-
цілів тільки збільшує потенційну небезпеку ура-
ження очей лазерним випромінюванням. 

Ймовірність ушкодження різних структур очей 
лазерним випромінюванням залежить від типу 
цих структур. Чи буде пошкоджена рогівка, кри-
шталик або сітківка, залежить від характеристик 
поглинання різних очних тканин, а також довжини 
хвилі і інтенсивності лазерного випромінювання. 
Довжина хвилі випромінювання, що потрапляє на 
сітківку, внутрішню поверхню очей, визначається 
сумарними характеристиками пропускання очей. 

На рисунку 1 представлена залежність про-
пускання лазерного променя очима від довжини 
хвилі випромінювання у відповідному спектраль-
ному діапазоні. 

Оптичне посилення розслабленого людського 
ока при попаданні колімованим пучком проме-
нів, яке виражається як відношення площі зіниці 
до площі (сфокусованого) зображення на сітківці, 
становить величину близько 100000. Це відповідає 
збільшенню опромінення (щільності потоку випро-
мінювання) при проходженні світла від рогівки до 
сітківки в п'ять разів. З урахуванням аберації в сис-
темі кришталик – рогівка і дифракції на райдужній 
оболонці ока, нормальне око здатне фокусувати на 
сітківці пляму розміром 20 мікрометрів. 

 

Рис. 1. Залежність пропускання лазерного променя 
очима від довжини хвилі випромінювання

Така ефективність очей призводить до того, що 
навіть малопотужний лазерний промінь при попа-
данні в очі може бути сфокусований на сітківці 
і майже миттєво пропалити в ній отвір, безнадійно 
пошкодивши при цьому зорові нерви. Удавана 
мала потужність лазерів може бути дуже оманлива, 
з огляду на небезпечну ступінь концентрації енергії 
випромінювання при фокусуванні променів пучка. 

Вибираючи довжину хвилі, необхідно вра-
ховувати, що все зорове сприйняття в очах здій-
снюється за допомогою паличок та колбочок, при 
цьому найбільш відповідальним елементом ока 
є невеличка ділянка, яка розташована на оптичній 
вісі хрусталика, яка називається жовтою плямою, 
в центрі якої знаходиться центральна ямка–фовена, 
де розташовані тісно прижаті один до одного кол-
бочки. Вони то і визначають розрізнювальну зна-
тність ока – гостроту зору та розрізнення кольорів. 
Розрізнювальна здатність ока при сонячному світлі 
забезпечується колбочками і складає 0,5 – 1 кут. хв., 
а в сутінках вона падає, передаючи свої функції 
апарату паличок. При цьому спектральна чутли-
вість збільшується в бік більш коротких довжин 
хвиль, а її максимум з довжини хвилі 0,55 мкм (1). 
переходить на довжину хвилі 0,51мкм (2). (графік 
на рисунку 2) [7, c. 1].
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Рис. 2. Відносна спектральна світлова 
ефективність для денного (1) і нічного (2) зору
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Відповідно до вищезазначеного, робимо 
висновок, що для лоціювання необхідно вибирати 
довжину хвилі, яка знаходиться за межами чут-
ливості ока, тим самим виключаючи можливість 
виявлення снайпером процесу виявлення.

Але вибір довжини хвилі за межами чутли-
вості ока не завжди дає позитивний ефект. Атмос-
фера по різному впливає на ту чи іншу довжину 
хвилі оптичного діапазону. Загальне послаблення 
випромінювання в атмосфері обумолено двома 
основними процесами:

– поглинання газовими компонентами, внаслі-
док чого виникає перетворення енергії в інші її види;

– молекулярним та аерозольним послаблен-
ням чи розсіюванням, внаслідок чого змінюється 
напрямок випромінювання.

Загальне послаблення лазерного випроміню-
вання в оптично однорідному середовищі опису-
ється експоненціальним законом Бугера:

I I LL � � �0 exp( )� ,                     (1)
де: ІL – інтенсивність випромінювання, 
 яке пройшло шлях L;
 І0 – інтенсивність випромінювання   
 на початку траси;
 α – показник послаблення.

Спектральне пропускання шару середовища 
розраховується за формулою

� �
�
�

� � � � �
� �

�
²

²
1

0

                            (2)

З урахуванням двох основних факторів посла-
блення – поглинання та розсіювання – вираз для 
τ(λ) можна представити у вигляді:

� � � � � �( ) ( ) ( )� Ï À ,                       (3)
де: � � �Ï Ïk( ) exp[ ( )]�  � � � �À À( ) exp[ ( )]� ;
 kп – спектральний монохроматичний   
 коефіцієнт поглинання; 

	 αА – спектральний монохроматичний   
 коефіцієнт аерозольного розсіювання.

Таким чином, для визначення загального про-
пускання атмосфери достатньо знайти величину 
коефіцієнтів kп  та αА  для метеокутів,  які розгля-
даються.

Формула для розрахунків величини τП має 
вигляд

� � �Ï LK� �0 lg ,

де: t0 і kL  – постійні  для розглянутої ділянки спектра;
 � � à LN  – водність, мм; 
 L – шлях випромінювання, км;
	 αА – абсолютна вологість або концентрація  

 водяного пару. 

Графік залежності насиченості атмосфери 
вологою від температури повітря представлено на 
графіку, рисунок 3 [7. c. 67-68].

Знайшовши «вікно» пропускання атмосфери, 
необхідно врахувати послаблення випроміню-
вання, яке виникає за рахунок розсіювання. 

Для розрахунків величини деяких констант 
можна взяти з спеціалізованих таблиць (таблиця 1). 
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Рис. 3. Залежність водності від температури

Розсіювання молекулами і частинками 
можна пояснити за допомогою теорії. Якщо 
розмір молекули або частинки значно менше 
за довжину хвилі, то спостерігається Релеєв-
ське розсіювання по закону λ–4. Для частинок, 
розміри яких більше довжини хвилі, спостері-
гається неселективне розсіювання. Тому при 
розрахунках спектрального коефіцієнта про-
пускання використовують експериментальні 
дані по визначенню так званої метеорологічної 
дальності видимості dv (таблиця 2). 

Метеорологічна дальність видимості харак-
теризує замутненість атмосфери і дорівнює най-
більшій відстані видимості днем темних пред-
метів з кутовими розмірами більше 30 град., 
розташованих на фоні неба біля горизонталі 
[8, c. 75].

Мінімальний контраст, який сприймає око 
(пороговий контраст), дорівнює 2 %. Тому метео-
рологічна дальність видимості dν  – це відстань, 
на якому об’єкт з одиничним контрастом після 
проходження атмосфери сприймається з контрас-
том 0,02 тобто 
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K d K dA� � � ��( ) ( ) exp( )� �0 ,               (4)

де:
Кv(0)=1; Кv(dv)=0,02.                  (5)

Звідси

�A
v

v v

v vd
ê d
ê d

� �
1

0
3 91

ln
( )
( )

,
,                     (6)

де: dν  – вимірюється в км;
 αA  – вимірюється в км-1.

Таблиця 2
характерис-
тика види-

мостей

Метеорологічна 
дальність 

видимості, км.
Умови 

спостереження

Дуже погана

<0,05 Дуже сильний 
туман

0,05..0,2 Сильний дощ, 
густий туман

0,2 …0,5. Помірний туман, 
сніг

Погана

0,5…1 Сильний туман, 
помірний сніг

1…2
Дуже сильний 
дощ, помірна 

димка або сніг

Середня
2…4

Сильний дощ, 
слабка димка, або 

сніг

4…10 Помірний дощ, 
дуже слабка димка

Добра 10…20 Без опадів, або 
слабкий дощ

Дуже добра 20…50 Без опадів

Виключна >50 Дуже чисте 
повітря

За результатами натуральних вимірювань встанов-
лено, що коефіцієнт послаблення за рахунок розсію-
вання становить α À =��1 3,  для діапазону  0,3…14 мкм. 
Тому спектральний коефіцієнт послаблення τА(λ) за 
рахунок розсіювання на атмосферних молекулах та 
частинках знаходиться за формулою:

� � � �
�
� �A A

vd
( ) ( )

, ,
,

, ,

� �
��

�
��

� �
��

�
��

0
0

1 3 1 3
3 91 0 55         (7)

де: λ0 =0,55 мкм;
 λ  – довжина інфрачервоного випромінювання.

Ще одним важливим фактором який впливає 
на вибір довжини хвилі є власне випромінювання 
атмосфери. Власне випромінювання атмосфери 
обумовлено наявністю в ній водяної пари та 
вуглекислого газу, на якому розсіюється випро-
мінювання сонця. В діапазоні 3...4 мкм майже 
при любих умовах енергетичні яскравості влас-
ного та розсіяного випромінювання однакові. 
При довжинах хвиль, від 4 мкм та вище, велику 

яскравість має власне випромінювання. Темпе-
ратура атмосфери, в залежності від пори року, 
знаходиться в межах 200...300 К, тому макси-
мум інтенсивності випромінювання атмосфери  
знаходиться в межах 10 мкм. Максимальне зна-
чення спектральної енергетичної яскравості 
складає 10 −3  Âò ñì ñðìêì2� � . 

Спектральна енергетична яскравість атмос-
фери має максимуми, які відповідають цен-
трам смуг поглинання водяної пари (6,3 мкм), 
озону (9,6 мкм), вуглекислого газу (15 мкм). На 
рисунку 4 зображений графік спектра теплового 
випромінювання атмосфери. 

Необхідно також визначити енергію в імпульсі 
W, випромінювану передавальним пристроєм, 
якої достатньо для тимчасового засліплення очей 
людини, що знаходиться на віддаленні R від 
випромінювача.

Вихідні дані:
– необхідна щільність енергії на вхідному 

зіниці ока становить Wпор = 10-2 Дж/м2;
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Рис. 4. графік спектра теплового випромінювання 
атмосфери

– розходження випромінювання передаваль-
ного каналу 1о × 1о. Для розрахунків перетворимо 
задане розходження в тілесний кут

� � � � � �1
57 3

1
57 3

3 05 10 4

, ,
, .ñð             (8)

Припускаємо, що випромінювач з розходжен-
ням Ω  віддалений від ока по горизонталі на від-
стань R. Тоді прозорість траси, що з'єднує переда-
вач і очі, визначимо у вигляді

T R� �� �exp( ) ,                         (9)
де α –  показник ослаблення оптичного сигналу 
в атмосфері, його значення для середнього стану 
атмосфери можна прийняти рівним (0,2 – 0,4)  
1/км. Випромінювач із заданим розходженням Ω  
на відстані R буде висвітлювати майданчик, роз-
ташований перпендикулярно до осі поширення 
променя, з розміром площі Sопр, яку визначимо 
через тілесний кут Ω  і відстань R як:

S Rîïð � �2 �.                          (10)
Тоді знайдемо щільність енергії випромінювання 

на вхідному зіниці ока через обрані параметри



Том 34 (73) № 1 202336

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

W
W T
S

W R
Rïðèö

a

îïð

�
�

�
� � �

�
exp( )�
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.         (11)

Для виведення з ладу очей треба, щоб щіль-
ність енергії на вхідній зіниці ока була не менш 
заданої Wпор, тобто треба

W W
äæ
ìî÷ ïîð� � �10 2

2
.                   (12)

Формула для розрахунку потрібної енергії 
випромінювання буде мати вигляд:

W R
W R

R
W R Rïîð

ïîð( )
exp( )

exp( ).�
� �

� �
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2
2�
�

�
�   (13)

Визначимо розмірності і значення величин, 
які входять у формулу. Wпор=10-2Дж/м2, R=1000м;  
α=0,00031/м. Підставимо ці значення у формулу 
для енергії вихідного випромінювання переда-
вального каналу, отримаємо:

W=10-3(103)2 3⋅10-4е0,3 =0,4 Дж. 
Графік залежності випромінюваної енергії від 

дальності наведено на рисунку 5 [9, c. 168-169].
Висновки. Засоби контрснайперської боротьби, 

засновані на використанні оптичних квантових 
генераторів (лазерів) можуть значно підвищити  
живучість військ на полі бою. Необхідність засто-
сування таких засобів у сучасному озброєнні обу-

мовлене його малою вагою і розмірами, високою 
готовністю, інформативністю, мобільністю.

Реалізація технічних характеристик розгляну-
того обладнання призведе до значного зростання 
можливостей підрозділів, які будуть оснащені 
оптико-електронними системами, надати пере-
вагу в перехоплені ініціативи на полі бою. Енер-
гія випромінювання запропонованих лазерних 
засобів протидії повинна забезпечити ураження 
сітчатки ока снайпера чи приймальних елементів 
приймача наведення снайпера.
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romanyuk V.A., Starodubtsev S.O. EVALuATION OF TECHNICAL CHArACTErISTICS 
OF LASEr ANTI-SNIPEr SYSTEMS

The article is devoted to the definition of methods of countering enemy snipers. With the development of 
technology, non-lethal weapons have become increasingly important in modern conflicts. That is, which does 
not lead to the death of the opponent, but for some time deprives him of the opportunity to take active actions. 
One of these means is a laser weapon.
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Рис. 5. Залежність випромінюваної енергії лазеру 
від дальності до цілі
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Combat laser complexes of various purposes are used in the world's leading armies. Combat lasers are in 
the armies of the USA, Germany, Great Britain, France, Israel, China, India, Japan, and Turkey.

It has been studied that one of the possible applications of laser complexes is the fight against observers 
and snipers. Appropriate systems have already been developed, but are not yet mass-produced or used. Experts 
expect a breakthrough in this weaponized area in about a few years. Another area of application is suppression 
of optical and opto-electronic means, such as thermal imagers, binoculars, sights, homing heads.

It has been revealed that nowadays more and more attention is paid to the possibility of disabling the 
enemy's manpower without destroying it. All the more so, as a hit man reduces the combat effectiveness of his 
unit much more than a killed one.

Detectors of optical systems work in the infrared range, and catch the reflection of the probing beam from 
the lens of an optical sight or other optical device. They are quite different: the most compact models resemble 
binoculars or a laser rangefinder in terms of dimensions, and they scan in manual mode. More sophisticated 
mobile laser radars have a beam scanning system and they are able to automatically scan a given sector of 
space – approximately the same as a conventional radar.

It was proved that the most powerful and most advanced laser weapon systems, in addition to the detector 
module, are equipped with a combat laser that is capable of blinding and disabling optical-electronic devices 
or the sniper after they are found by the laser detector radar.

The effect of lasers on the human body is considered, which depends on the radiation parameters (power) 
and irradiation energy per unit surface, wavelength, pulse duration, pulse frequency, irradiation time, the 
plane of the irradiated surface), the localization of the effect and the anatomical and physiological features of 
the irradiated object.

The energy of the laser beam flow, which falls on biological tissues and can cause serious damage, is 
determined. Laser radiation affects a living organism through thermal, mechanical and electrical action. 
Irradiation with laser rays can cause functional disturbances in the activity of the central nervous system, 
cardiovascular system, and endocrine glands. Radiation can cause blood to clot or break down, damage the 
eyes, skin, cause genetic changes, headaches, sleep disorders, weakness, etc.

Key words: laser weapons, laser radiation, optical-electronic devices, radiation parameters, organs of vision.
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МЕТОдОлОгІя КОдУВАННя ТРАНСФОРМОВАНИх 
ВІдЕОСЕгМЕНТІВ В УСІЧЕНО-ПОЗИцІйНОМУ ПРОСТОРІ

У статті досліджується стан розвитку сучасних інформаційних технологій. Обґрунтовується 
їх вплив на створення та реалізацію нових прикладних концепцій. Водночас практичне використання 
наведених концептів виявила ряд проблемних аспектів. Показано, що вони перш за все стосуються 
потреби у обробці, аналізу та передачі надзвичайно великих масивів даних. Значну часту таких даних 
складають відеоінформаційні ресурсу. Отже стверджується актуальність науково-прикладної 
проблеми. Вона стосується зменшення об’ємів бітового опису відеоінформаційних ресурсів під час 
функціонування інтелектуально-інформаційних систем. В статті визначається ключовий напрямок 
вирішення проблеми. Він полягає у необхідності використання технологічних рішень щодо зменшення 
бітових об’ємів відеоданих. Показано, що найбільш ефективні з них базуються на використання мето-
дів кодування в спектральному просторі. Досягається потенціал відносно скорочення надмірності. 
Це реалізується за допомогою використання технологій кодування. Однак найбільший рівень змен-
шення бітового об’єму досягається у разі скорочення кількості різних видів психовізуальної надмір-
ності. Звідси виникають випадки наявності втрат інформації. Показано, що виключення недоліків 
стандартизованих платформ можливо у разі збільшення потужності технологічних процесів скоро-
чення структурних видів надмірності. Одним з напрямків тут є встановлення структурних законо-
мірностей за діагональним форматом трансформанти. Отже існує потреба у розробці методології 
кодування трансформованих відеосегментів за нерівномірно-діагональним форматом. Створюється 
теоретична база для побудови технології кодування трансформанти за нерівномірним діагональним 
форматом зі зважанням її комбінаторної конфігурації. В основі чого полягає система перетворень. 
Вона окреслюється, як двошарове стискаюче кодування трансформант в нерівномірно-діагональному 
спектральному просторі. Викладаються основні етапи розробки системи співвідношень для визна-
чення інформативно-позиційної ваги усічено-позиційного числа. 

Ключові слова: телекомунікаційні системи, кодування, відеозображення, надмірність, трансфор-
манта, позиційні числа.

Постановка проблеми. Розвиток інформацій-
них технологій визначає стан економічного роз-
витку держави, її оборонний потенціал, рівень 
забезпечення національної безпеки та загаль-
ний розвиток суспільства [1]. Останнім часом 
з’являються проривні технологічні рішення щодо 
робото технічних систем, інформаційних продук-

тів з використанням штучного інтелекту, техноло-
гій збільшення продуктивності обчислювальних 
систем (квантові технології) [2]. 

Це створює підґрунтя для створення й реаліза-
ції нових прикладних концепцій. Прикладами тут 
є концепції «Smart city», безпілотний транспорт 
наземного та повітряного базування. Такі концеп-
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ції вимагають використання сучасний наукоємних 
технологій [3]. Водночас практичне використання 
наведених концептів виявила ряд проблемних 
аспектів. Вони перш за все стосуються потреби 
у обробці, аналізу та передачі надзвичайно вели-
ких масивів даних [4]. Значну часту таких даних 
складають відеоінформаційні ресурсу [5]. Отже 
актуальним є вирішення науково-прикладної про-
блеми стосовно зменшення об’ємів бітового опису 
відеоінформаційних ресурсів під час функціону-
вання інтелектуально-інформаційних систем. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Ключовими технологічними рішеннями, які 
дозволяють зменшити бітові об’єми відеода-
них, є стандартизовані платформи компресій-
ного кодування [6]. Найбільш ефективні з них 
базуються на використання методів кодування 
в спектральному просторі [7]. Для цього почат-
кові відеосегменти трансформуються за допо-
могою різних видів ортогональних [8] та вейвлет 
перетворень [9]. В результаті створюється мож-
ливість для виявлення множини закономірностей 
між компонентами трансформованого представ-
лення відеосегментів. Досягнення потенціалу 
відносно скорочення надмірності реалізується за 
допомогою використання технологій кодування. 
В загальному випадку під кодуванням розуміється 
система Sproc  функціональних перетворень. Вони 
дозволяють перетворити початкову послідовність 
Y ( , )( , )� � �

�  в кодову C( , )( , )� � �
� . Однак найбільший 

рівень зменшення бітового об’єму досягається 
у разі скорочення кількості різних видів психові-
зуальної надмірності. Звідси виникають випадки 
наявності втрат інформації [10]. 

Постановка завдання. Виключення недолі-
ків стандартизованих платформ можливо у разі 
збільшення потужності технологічних процесів 
скорочення структурних видів надмірності. Одним 
з напрямків тут є встановлення структурних зако-
номірностей за діагональним форматом трансфор-
манти [10]. Отже мета статті полягає у розробці 
методології кодування трансформованих відеосег-
ментів за нерівномірно-діагональним форматом

Створення підходу для кодування нерівно-
мірно-діагональних послідовностей в неодно-
рідному двовимірному спектральному просторі.

Пропонується систему функціональних пере-
творень між початковою послідовністю Y�

�( , )  та 
вихідною кодограмою C�

�( , )  будувати за двоша-
ровою концепцією. Тут формується дві множини 
Ω( )E  та відповідних ним два алфавіти с потуж-
ністю P cod�

�
,
( , ) . Отже маємо наступні математичні 

перетворення:

1) послідовності Y�
�( , )  з компонентами 

y Y�
�( , ) ( ) � �  до відповідності ставиться сукупність 

S Å( )( , )
�
� : S Å E E E( ) { ;...; ;...; }( , )

,
( , )

,
( , )

,
( , )

�
�

�
�

� �
�

�
�   � 1 �  з компо-

нентами E Å� �
�

,
( , ) ( ) � � ;

2) сукупності S Å( )( , )
�
�  ставить до відпо-

відності послідовність � � � �C c cD( , ) { ; ... ; }( , )� � �
�

1 ,  
тобто: � �Ñ F S Åencod par pat�

�
�
�( , ) ( ) ( , )( ( ) ; ; ) 2 � � , де 

F S Åencod
( ) ( , )( ( ) )2

�
�  – функціональне перетворення 

другого шару формування вихідної послідовності 
�C�

�( , ) ; Ω par  – множина параметрів процесів Fencod  
прямого та Fdecod  зворотного перетворень; Ω pat  – 
множина закономірностей, які встановлюються 
для послідовностей Y�

�( , ) .
Тоді маємо загальне функціональне перетво-

рення Fencod :
Fencod :  � �Ñ F F Yencod encod par pat�

�
�

�( , ) ( ) ( ) ( , )( ( ) ; ; ) 2 1 � � .
При цьому таке перетворення повинне мати 

наступні властивості:
1) бути взаємно однозначним, тобто має існу-

вати зворотне перетворення Fdecod , за допомо-
гою якого для сукупності �C�

�( , )  реконструюється 
початкова послідовність Y�

�( , ) ;
2) потужність P cod�

�
,
( , )  множини �C�

�( , )  має бути 
меншою за потужність P�

�( , )  компонент y�
�( , )  

послідовності Y�
�( , ) , тобто P Pcod�

�
�

�
,
( , ) ( , ) � ;

3) бітовий об’єм D  вихідної послідовності 
C�

�( , )  не повинен перевищувати бітовий об’єм 
D�

�( , )  початкової послідовності Y�
�( , ) . 

Розглянемо створення наукоємних основ 
кодування нерівномірно-діагональних послі-
довностей в неоднорідному спектральному 
просторі. Для цього необхідно визначитись 
з аспектами, що формують теоретичне підґрунтя 
створення процесу кодування даних. Найбільш 
ключовими серед них є наступні:

1. Типи надмірності, кількість якої потрібно 
скоротити з врахуванням відповідних особливос-
тей вхідних послідовностей.

2. Структурно-топологічні характеристики 
сукупностей даних, які обираються в якості про-
стіших об’єктів кодування.

3. Стратегія реалізації процесу кодування та 
формування кодових конструкцій синтаксичного 
опису формату компактного представлення почат-
кових сукупностей даних. 

Перший аспект. Враховуючи комбінаторну 
конфігурацію трансформанти в процесі скоро-
чення надмірності потрібно зважати на такі їх 
характерні особливості: обмеженість діапазону 
зміни значень спектральних компонент діагоналі; 
наявність схильності значень спектральних ком-
понент до утворення субмонотонних послідов-
ностей за діагональним напрямком; присутність 
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додаткової умови щодо нерівності суміжних ком-
понент діагоналі трансформанти;

Другий аспект. В якості опорного об’єкту 
кодування пропонується використовувати нерів-
номірні діагоналі Y ( , )( , )� � �

�  в двовимірному спек-
тральному просторі трансформанти. Це врахо-
вує діагональну структурованість комбінаторної 
конфігурації трансформанти. Відповідно ство-
рюються умови для зменшення діапазонів зміни 
значень компонент у разі їх визначення в межах 
окремих діагоналей. 

Третій аспект. Найбільший потенціал від-
носно усунення надмірності в діагональних 
послідовностях досягається у разі врахування 
векторних залежностей. Тобто потрібно зважу-
вати інформативність, яка присутня для всієї 
діагональної послідовності. Звідси для обробки 
нерівномірних діагональних послідовностей 
Y�

�( , )  трансформанти потрібно застосовувати тео-
ретичну базу блокового кодування. Відповідно 
побудову функціонального перетворення Fencod  
пропонується здійснювати в класі позиційних 
систем кодування. 

Водночас позиційні числа не дозволяють вра-
хувати в процесі кодування другу та третю влас-
тивості діагональних послідовностей трансфор-
манти. Звідси необхідно здійснити подальший 
розвиток теорії позиційних систем в напрямку 
адаптування до властивостей нерівномірних діа-
гоналей в двовимірному спектральному про-
сторі трансформанти. Для цього пропонується 
в процесі побудови позиційних чисел додатково 
враховувати умову нерівності між значеннями 
y�

�
�1

( , ) , y�
�( , )  сусідніх компонент діагоналі Y�

�( , ) , 
y y�

�
�

�
� �1

( , ) ( , )  . При цьому можна стверджувати, що 
врахування такої умови приводить до усічення 
(зменшення) допустимої кількості позиційних 
чисел. В подальшому позиційні числа з врахуван-
ням умови щодо їх нерівності будемо називати як 
усічено-позиційні числа.

Побудова двошарової концепції функціо-
нальних перетворень в процесі формування 
синтаксичного бітового опису діагоналей 
трансформанти.

В той же час кодове значення Å�
�( , )  діагоналі 

Y�
�( , )  ще не є синтаксичним описом її компак-

тного бітового представлення. Отже не вирішене 
питання щодо визначення кількості біт на син-
таксичний двійковий опис величини Å�

�( , ) . Звідси 
можна заключити наступне:

1. Формування кодових значень Å�
�( , )  для діа-

гональних послідовностей трансформанти є лише 
першим шаром загальних функціональних пере-

творень. Перетворення F Yencod
( ) ( , )( )1

�
�  першого шару 

має наступний вигляд:
Å F Y w w nencod pat�

�
�

� � �
�� �( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )( ; ( ) ; ( ) ; ; )   � �1

1 � . (1)
2. Для остаточного формування синтаксич-

ного опису компактного бітового представлення 
діагоналі потрібно застосовувати другий шар 
функціональних перетворень. Тут початковою 
послідовністю буде послідовність кодових зна-
чень Å�

�( , )  діагоналей трансформанти. Функціо-
нальне перетворення Fencod( )2  другого шару повинне 
забезпечувати взаємно однозначне формування 
для кодових значень Å�

�( , )  відповідної кодограми 
�C�

�( , ) . Ця кодограма представляє собою двійкову 
кодову послідовність � � � �C c cD�

�
�

( , ) { ; ... ; }

1 . В загаль-
ному варіанті таке перетворення описується 
наступним чином:

� � �Ñ F Å w w nencod pat�
�

�
� � �

�� �( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )( ; ( ) ; ( ) ; ; )   2
1 � . (2)

Пропонується двохшарове функціональне 
перетворення Fencod :

� � �Ñ F F Y w wencod encod�
�

�
� � �� �( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ,( ( ); ( ) ; ( )   2 1

1
)); ; )n pat� � , (3)

будувати з використанням стратегії кодування 
за наступними класифікаційними ознаками:

1) двошарове мультізначно-двійкове перетво-
рення алфавітів;

2) двошарове блоково-поелементний принцип 
формування кодових послідовностей;

3) принцип кодо-утворення кодограм син-
таксичного опису відповідає варіанту «нерівно-
мірна – нерівномірна».

Створення теоретичної бази щодо визна-
чення інформативно-позиційної ваги для усі-
чено-позиційної кодової системи.

Синтез функціонального перетворення 
F Yencod

( ) ( , )( )1
�

�  першого шару будемо здійснювати 
з врахуванням властивостей усічено-позиційних 
чисел. Вони стосуються наступного:

1) вага V ( )( , )� �
�  для χ -ї компоненти ξ -ї діаго-

налі не залежить від ваги V ( )( , )� �
�
�1
  її попередньої 

( )� � 1 -ї компоненти;
2) значення вагових коефіцієнтів V ( )( , )� �

�  еле-
ментів усічено-позиційних чисел має рівномірний 
зріст.

Кодове значення Å�
�( , )  для нерівномірної діаго-

налі Y�
�( , ) , як усічено-позиційного числа є індек-

сом, що визначає його позицію в допустимій 
множині ��

�( , ) . Звідси величина Å�
�( , )  знаходиться 

за допомогою сумування нерівномірно-вагових 
складових �� �

�V ( , ) . Такі складові визначаються, як 
кількість допустимих усічено-позиційних чисел, 
що передують поточному УП-числу. Тому подалі 
нерівномірно-вагові складові кодового значення 
УПЧ будемо визначати, як інформативно-пози-
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ційна вага �� �
�V ( , ) . Отже маємо такий вираз, що 

визначає величину Å�
�( , ) : Å V

n

�
�

� �
�

�

�
( , ) ( , ) �

�
��

1

. Зна-
чення нерівномірно-вагової складової �� �

�V ( , )  
кодового значення усічено-позиційного числа 
Y�

�( , )  в умовах виконання наступних обмежень 
щодо їх значень:

y w( ) ( )( , ) ( , )� ��
� � � �1 1 ; y y( ) ( )( , ) ( , )� ��

�
�

�
� �1
         (4)

знаходиться за допомогою такого співвідношення:
�� �

�
�

� � �� � �V y w n( , ) ( , ) ( , )( ) ( ( ) )  � � � ��

� � � � ��
�( ( ) ) ( ( ( ) ( ) ) )( , ) ( , ) ( , )w sign sign y yn� � �� �

�
�

�
��  1 1 , (5)

де w( )( , )� �
1
  – діапазон зміни значень спектральних 

 компонент ξ -ї діагоналі Y�
�( , )  без врахування 

 умови (4).
Вираз (5) для величини �� �

�V ( , )  через зна-
чення вагових коефіцієнтів V ( )( , )� �

�  елемен-
тів y( )( , )� �

�  УПЧ матиме наступного вигляду: 
�� �

�
�

�
�

�
�

�� � �V y sign sign y y( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ( ) ( ( ( ) ( ) )   � � � � �1 1 )) ) ( )( , )� V � �
� .

Це встановлює взаємозв’язок між інформа-
тивно-позиційною вагою, як нерівномірно-ваго-
вої складової кодового значення Å�

�( , ) , та значен-
ням вагового коефіцієнту відповідного елементу 
усічено-позиційного числа. 

Подальше спрощення виразу щодо визначення 
нерівномірної вагової складової кодового зна-
чення стосується позначення співвідношення:

( ( ) ( ( ( ) ( ) ) )( , ) ( , ) ( , )y sign sign y y� � ��
�

�
�

�
�  � � � �1 1

через використання функціоналу 
trunc y y( ( ) ; ( ) )( , ) ( , )� ��

�
�

�
�1
  . А саме :

trunc y y sign sign y y( ( ) ; ( ) ) ( ( ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )� � � ��
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�

� � � �1 1  

��
�
�1

( , )) .
Даний функціонал в залежності від співвідно-

шення між компонентами y( )( , )� �
�
�1
  та y( )( , )� �

�  при-
ймає наступні значення:
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Тоді маємо: 
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�� � � �V y trunc y y V( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ( ) ( ( ) ; ( ) )) ( )   � � �1
(( , ) �

Отже розроблено система співвідношень для 
визначення інформативно-позиційної ваги усі-
чено-позиційного числа. Вона визначається, як 
кількість допустимих послідовностей, які пере-
дують відповідній підпослідовності діагоналі та 
задовольняють обмеженням згідно особливос-
тей комбінаторної конфігурації трансформанти 
в двовимірному нерівномірно-діагональному 
форматі.

Висновки.
1. Створена теоретична база для побудови тех-

нології кодування трансформанти за нерівномір-
ним діагональним форматом зі зважанням її ком-
бінаторної конфігурації. 

2. Розроблено система співвідношень для 
визначення інформативно-позиційної ваги усі-
чено-позиційного числа. 

Наукова новизна. Вперше створено система 
співвідношень для визначення інформативно-
позиційної ваги компонент діагональної послі-
довності трансформанти на основі врахування 
комбінаторних конфігурацій. Основні відмінності 
стосуються наступного. Кількість допустимих 
послідовностей визначається в усічено-пози-
ційній кодовій системі з обліком: комбінаторної 
конфігурації трансформанти в нерівномірно-діа-
гональному форматі двовимірно-спектрального 
простору; пірамідальної системи позиціонування 
діагоналей та їх компонент в трансформанті 
з прив’язкою до рівномірної системи коорди-
нат. Це дозволяє створити умови для скорочення 
кількості видів надмірності, які зумовлені струк-
турно-комбінаторними особливостями змісту 
відеосегменту.
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Barannik V.V., Shulgin S.S., Onyshchenko r.S., Ignatyev О.О. CODING METHODOLOGY 
FOr TrANSFOrMED VIDEO SEGMENTS IN TruNCATED-POSITIONAL SPACE

The article explores the state of development of modern information technologies. Their influence on the 
creation and implementation of new applied concepts is substantiated. At the same time, the practical use of 
these concepts revealed a number of problematic aspects. It is shown that they primarily concern the need 
for processing, analyzing and transmitting extremely large amounts of data. A significant part of such data is 
made up of video information resources. So, the relevance of the scientific and applied problem is asserted. It 
concerns the reduction of the volume of bit description of video information resources during the functioning 
of intellectual information systems. The article defines the key direction of solving the problem. It consists in 
the need to use technological solutions to reduce bit volumes of video data. It is shown that the most effective 
of them are based on the use of encoding methods in spectral space. The potential for reducing redundancy is 
achieved. This is implemented through the use of coding technologies. However, the highest level of bit volume 
reduction is achieved in the case of a reduction in the number of different types of psychovisual redundancy. 
From here there are cases of loss of information. It is shown that the elimination of the shortcomings of 
standardized platforms is possible in the case of an increase in the power of technological processes to reduce 
the structural types of redundancy. One of the directions here is the establishment of structural patterns 
according to the diagonal format of the transformer. Therefore, there is a need to develop a methodology for 
encoding transformed video segments using an unevenly diagonal format. A theoretical basis is being created 
for building the technology of encoding transformants in an uneven diagonal format, taking into account its 
combinatorial configuration. It is based on a system of transformations. It is defined as a two-layer compressive 
encoding transformer in an uneven-diagonal spectral space. The main stages of the development of a system 
of ratios for determining the informative-positional weight of the truncated-positional number are outlined.

Key words: telecommunication systems, coding, video images, redundancy, transformer, positional numbers.
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МЕТОд АлгОРИТМІЧНОЇ МОдЕРНІЗАцІЇ СИСТЕМИ КЕРУВАННя 
ПРИВОдОМ СТЕНдУ НАПІВНАТУРНОгО МОдЕлюВАННя 
РУхУ МІНІдРОНУ

Стаття присвячена викладу результатів математичного моделювання руху вузла цілі, який імітує 
мінідрон і закріплений на каретці стенду напівнатурного випробування сенсорів охоронної інформа-
ційно-керуючої системи. Показано, що математичне моделювання дозволило передбачити можли-
вість виникнення автоколивань при моделюванні захисних маневрів мінідронів і підтвердити ефектив-
ність алгоритмічного способу модернізації стенду.

Результати комп'ютерного моделювання роботи стенду показують, що при напівнатурному моде-
люванні як детермінованого так і стохастичного руху мінідрона можливе виникнення автоколивань 
і нестійкого режиму роботи гіпотетичного типового двовісного напівнатурного стенду. Ці автоко-
ливання не виникали раніше при моделюванні руху інерційних об'єктів, оскільки перехресні зв'язки між 
каналами при напівнатурному моделюванні з малими прискореннями не були істотними. Результати 
моделювання показали існування науково-технічної проблеми, яка виникає при спробі використати наявні 
напівнатурні стенди для моделювання руху маневрених цілей. Для вирішення науково-технічної проблеми 
запропоновано виконати алгоритмічне доопрацювання стежучої системи управління приводом.

Запропонований в статті комплексний алгоритм роботи стежачих приводів складається з двох алго-
ритмів: алгоритму цифрового модального регулятора і алгоритму цифрового пропорційно-інтегрально-
диференційного регулятора. Перший алгоритм коригує динамічні властивості електричного двигуна, а 
другою забезпечує квазіадаптивність управління по відношенню до обурюючої дії перехресних зв'язків.

Стенди напівнатурного моделювання, модернізовані викладеним в статті алгоритмічним способом, 
можуть бути використані для випробувань вузлів стеження за окремими мінідронами або кластерами 
мінідронів(розподіленими дронами). Ці вузли стеження можуть знайти застосування в інформаційно-
керюючих системах, з людиною оператором або штучним інтелектом-оператором (ШІО) в контурі 
дистанційного керування засобами інспекції і знищення цілей охоронної інформаційно-керуючої системи.

Напрямом подальших досліджень слід вважати побудову математичної моделі руху вузла цілі, який 
буде встановлений на каретку тривісного стенду напівнатурного випробування сенсорів охоронної 
інформаційно-керуючої системи.

Ключові слова: математичне моделювання руху, вузол цілі, стенд напівнатурного випробування, 
сенсорна мережа, літальні роботи, дрони, охоронна інформаційно-керуюча система.

Постановка проблеми. Нині наявність про-
тидронної оборони є однією з найважливіших 
умов вирішення проблеми забезпечення безпеки 
(стійкого функціонування) об'єктів критичної 
інфраструктури держави [1]. Особливо актуаль-

ним є завдання захисту від несанкціонованого 
проникнення на територію зони окремих міні-
дронів, що охороняється, їх груп і «москітного» 
нальоту мінідронів. Одним із способів вирішення 
цієї задачі є використання охоронної інформа-
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ційно – керуючої системи (ОІКС). Первинна 
інформація про ціль в таких системах поступає від 
стаціонарних, мобільних або квазімобільних сен-
сорних мереж. Ця інформація використовується 
в ОІКС для подальшої ідентифікації, інспекції, 
локалізації(перехоплення) і якщо знадобиться зни-
щення мінідрона (наприклад, вузьконаправленим 
електромагнітним імпульсом) [2]. Критично важ-
ливими елементами сенсорних мереж ОІКС є сен-
сори цілі(СЦ). Саме від ефективності роботи СЦ 
залежить якість інформації, яка використовується 
для ухвалення рішення в ОІКС. СЦ можуть пра-
цювати на одному фізичному принципі (однорідні 
СЦ) або різних(мультисенсори цілі або різнорідні 
СЦ). Найважливішим елементом СЦ є вузол сте-
ження за ціллю(ВСЦ). На етапі перевірки правиль-
ності прийнятих конструктивних рішень СЦ разом 
з ВСЦ направляють на напівнатурні випробування. 

Для випробувань використовуються стенди 
напівнатурного моделювання плоского(двомірного) 
або просторового(тривимірного) руху цілі. Маневри 
цілі моделюються рухом вузла цілі стенду (імітато-
ром руху цілі – Target Motion Simulators(TMS)) за 
допомогою стежачих приводів, які діють уздовж 
двох або трьох взаємно перпендикулярних осей. 
Випробовуваний сенсор розміщують в спеціаль-
ному опорно-поворотному пристосуванні, яке про-
сторово розташовується по відношенню до вузла 
цілі з урахуванням масштабу моделювання. ВСЦ 
із складу СЦ перевіряють на стійкість захоплення 
цілі і якість стеження за нею. Нині відповідні спе-
ціалізовані підприємства мають в наявності двух- 
і трьох осьові стенди напівнатурного моделювання 
(см. рис. 1, рис. 2) [3].

 
Рис. 1. Приклад гіпотетичного тривісного стенду 

напівнатурного моделювання:
1 – опорно-поворотное пристосування для установки 
сенсора цілі; 2 – Target Motion Simulators(TMS); три 

осі переміщення TMS взаємно перпендикулярні: 
показано можливі положення TMS по двох взаємно 

перпендикулярним осям, які лежать в площині малюнка; 
третя вісь перпендикулярна площині малюнка 

 

Рис. 2. Приклад суміщення двух двоосних 
гіпотетичних стендів напівнатурного моделювання 

на одній опорній рамі:
1 – опорно-поворотне пристосування для установки 

сенсора цілі; 2 – Target Motion Simulators(TMS) 
першого двоосного стенда; 3 – Target Motion 
Simulators(TMS) другого двоосного стенда

Постановка завдання. Існуючі стенди при-
значені для напівнатурного моделювання руху 
об'єктів, які менш рухливі в порівнянні з міні-
дронами. Це означає, що динамікою самих стен-
дів при моделюванні руху мети можна нехтувати. 
Якщо моделювати рух надманеврених мінідронів 
за допомогою цих же стендів, то виникають істотні 
динамічні погрішності. Вирішити завдання моде-
лювання руху мети, якою є маневрений мінідрон, 
можна двома способами. Перший – це створення 
спеціалізованих стендів з поліпшеними динаміч-
ними характеристиками і другий – це алгорит-
мічна модернізація існуючих стендів, що є більш 
економічним. Викладенню методу алгоритмічної 
модернізації існуючих двоосних стендів напівна-
турного моделювання і присвячена ця стаття.

Вирішення проблеми. Розглядається двоос-
ний стенд напівнатурного моделювання руху цілі. 
Приводи стенду дозволяють переміщати каретку 
із закріпленим на ній вузлом цілі. Переміщення 
каретки(вузла цілі) імітує маневри цілі по відно-
шенню до сенсора мети ОІКС, який відстежує цей 
рух. Спеціально закріплене на каретці устатку-
вання імітує розпізнавальні ознаки цілі(наприклад, 
що демаскує акустичне або теплове випроміню-
вання, або відбиваючі властивості мінідрона при 
його опроміненні електромагнітним випроміню-
ванням в радіочастотному діапазоні або в діапа-
зоні світлових хвиль при опроміненні лазерним 
локатором). Припускаємо самий простий варіант 
закріплення сенсора цілі ОІКС – сенсор закріпле-
ний нерухомо. На певній відстані від сенсора цілі 
ОІКС, з урахуванням масштабу і ракурсу моделю-
вання, розташовується площина спостереження 
руху цілі. Положення цієї площини задається 
осями руху вузла цілі напівнатурного стенду.
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Вузлу цілі задають типові рухи мінідрона і екс-
периментально перевіряють ефективність функ-
ціонування облаштування стеження за ціллю, яке 
входить до складу сенсора цілі ОІКС.

Вузол цілі стенду напівнатурного моделювання 
повинен адекватно реальності моделювати рух міні-
дрона відносно сенсора цілі ОІКС. Стенд напівна-
турного моделювання не повинен вносити істотні 
помилки у вид траєкторії мінідрона і темп руху по 
ній. Це означає, що динамічні властивості стежачих 
приводів вузла цілі не повинні істотно впливати на 
типовий характер руху, який моделюється. Якщо 
ціль інерційна, то динамічними властивостями тих, 
що стежать приводів вузла цілі можна нехтувати. 
Проте сучасні мінідрони мають малу масу і головні 
моменти інерції і потужну енергетику. Це дозволяє їм 
виконувати швидкі і складні маневри. Такі маневри 
були недоступні для тих типів цілей, для яких про-
ектувалися існуючі стенди напівнатурного моделю-
вання. Перевіримо на комп'ютерній математичній 
моделі руху вузла цілі можливості існуючих двоос-
них стендів напівнатурного моделювання по адекват-
ному відтворенню захисних маневрів мінідронів. 

Усі розрахунки і побудову комп’ютерних мате-
матичних моделей виконано з використанням сис-
теми комп'ютерної математики MALAB+Simulink.

Комп'ютерна математична модель типової дина-
міки руху мінідрона відносно сенсора цілі уздовж 
осей ОХ і ОУ площини спостереження руху цілі 
задається відповідно блоками Transfer Fon2 і Transfer 
Fon6 (див. рис.3) [4 – 7]. Осі ОХ і ОУ розташовані 
в площині спостереження руху цілі : вісь ОУ – це 
лінія перпендикулярна площині горизонту і що 
проходить через вузол цілі, а вісь ОХ – це лінія, що 
проходить через вузол цілі і паралельна ліні пере-
тину площини спостереження руху цілі з площи-
ною горизонту. На графічних пристроях XYGraph1 
і XYGraph2 можна спостерігати відповідно траєкто-
рії еталонного руху мінідрона і результат моделю-
вання того руху за допомогою типового гіпотетич-
ного двоосного стенду напівнатурного моделювання 
із стежачими приводами постійного струму. Еталон-
ний рух мінідрона – цей тестовий рух, з використан-
ням якого перевірятимуться (випробовується, тес-
тується) сенсор цілі. Математична модель приводів, 
які діють уздовж осей ОХ і ОУ, приймається однако-
вою і задана на схемі моделювання (рис.1) блоками 
State Spase1 і State Spase2 (параметри моделі приве-
дені на схемі).

Виконаємо моделювання руху мінідрона в пло-
щині спостереження руху цілі. Припускаємо, що 
уздовж кожної осі рухливості гіпотетичного 
стенду напівнатурного моделювання діє стежа-
чий цифровий привід з цифровим пропорційно-
інтегрально-диференціальним регулятором. Кое-
фіцієнти передачі пропорційного, інтегрального 
і диференціального сигналів цифрового регуля-
тора, який використовувався при моделюванні 

роботи стенду-прототипу, були прийняті однако-
вими для обох каналів і дорівнювали відповідно 
до 1, 0.08 і 1.47 (параметри цифрового пропо-
рційно-інтегрально-диференціального розрахову-
валися за методикою Зиглера-Николса [4]). 

Розглядалися три види еталонного руху мінідрона: 
«овал»; «фігура Лісажу»; «випадкове блукання» 
[4-7]. Результат моделювання цих еталонних рухів 
представлений на рис. 4 (а, в), рис. 5 (а, в), рис. 6 (а, в).  
Розмірність по осях ОХ і ОУ відповідає метрам.

Результати комп'ютерного моделювання показу-
ють, що при напівнатурному моделюванні як детер-
мінованого, так і стохастичного рухів мінідрона мож-
ливе виникнення автоколивань і нестійкого режиму 
роботи гіпотетичного типового двовісного напівна-
турного стенду. Ці автоколивання не виникали раніше 
при моделюванні руху інерційних об'єктів, оскільки 
перехресні зв'язки між каналами при напівнатур-
ному моделюванні з малими прискореннями не були 
істотними. Результати моделювання показали існу-
вання науково-технічної проблеми, яка виникає при 
спробі використати наявні напівнатурні стенди для 
моделювання такого руху, на який ці стенди не були 
розраховані. Найбільш простий спосіб вирішення 
науково-технічної проблеми – це виконати алгорит-
мічне доопрацювання системи управління приводів. 
Покажемо, як це можливо зробити.

Для усунення автоколивань вузла цілі, які 
виникають при моделюванні захисних маневрів 
мінідронів, виконана алгоритмічна модерніза-
ція стежачих приводів, що діють по осях рухли-
вості гіпотетичного напівнатурного стенду. Алго-
ритмічна модернізація полягала в застосуванні 
алгоритму модального регулювання для корекції 
динамічних властивостей стежачих приводів. 

Синтез модального регулятора був здійснений 
за наступною методикою:

1. Ідентифікована безперервна математична 
модель приводу вузла цілі гіпотетичного типового 
двовісного напівнатурного стенду у вигляді MIMO 
LTI – моделі. Ідентифікація виконана з викорис-
танням паспортних даних цих двигунів постійного 
струму [4-7]. За результатами ідентифікації при-
йнято, що MIMO LTI – моделі приводів по каналах 
ОХ і ОУ практично співпадають і описуються рів-
няннями в двомірному просторі станів

( ) ( ) ( );
( ) ( ) ( ),

X t A X t B U t
Y t C X t D U t

= × + ×
= × + ×



де X(t) =[x1(t);x2(t)], x1(t) =i(t) – струм 
в ланцюзі якоря двигуна постійного струму, 
x2(t) =w(t) – кутова швидкість обертання якоря; 
U(t) =[u1(t);u2(t)], u1(t) – сигнал, що управ-
ляє, який подається на незалежну обмотку збу-
дження, u2(t) – сигнал моделює дію перехресного 
зв'язку між каналами ОХ і ОУ; A=[- 25 -7.5;7.5 0],  
B=[5 0;0 -5], C=[1 0;0 1], D=[0 0;0 0].
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Рис. 3. Комп'ютерна математична модель руху вузла цілі гіпотетичного типового 
двовісного напівнатурного стенду, який призначений для випробування сенсорів 

охоронної інформаційно-керуючої системи

 
а)                                                                                            в)

Рис. 4. графічний образ еталонної траєкторії руху мінідрона «овал» (а) і результат відтворення 
цього руху гіпотетичним типовим двовісним напівнатурним стендом (в): положення 

перемикачів (рис. 1) Р1 і Р2 відповідно «вниз» і «вгору»

2. Аналітично обчислені параметри дискретної 
математичної моделі приводу. Для обчислень були 
використані функції системи комп'ютерної матема-
тики MATLAB+Simulink «ss» і «c2d». При цьому 
період квантування в часі Т0 був розрахований на 

підставі слідуючих міркувань. Прийнято, що на вході 
аналогово-цифрових перетворювачів, які входять 
до складу цифрових вимірників струму в ланцюзі 
якоря і кутової швидкості обертання якоря двигу-
нів постійного струму приводів каналів ОХ і ОУ, 
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діють фільтри низьких частот. Їх верхня гранична 
частота співпадає з верхньою граничною частотою 
корисного сигналу і рівна для типового приводу  
51,4 радий/с. По теоремі квантування знайдений період 
дискретизації за часом 0 / 51.4 0.0611T cp£ = .  
Було прийнято, що T0= =0.06 с.

Дискретна математична модель приводів кана-
лів ОХ і ОУ має наступний вигляд

( 1) _ ( ) ( );
( ) ( ) ( ),

d dX n A X n B U n
Y n C X n D U n

+ = × + ×

= × + ×де 
Ad=[0.1841 -0.2256; 0.2256 0.9359], 

Bd=[0.1504 0.04274; 0.04274 -0.2928].
3. Виконаний розрахунок модального регуля-

тора для корекції динамічних властивостей при-
водів каналів ОХ і ОУ [4]. Результати розрахунків 
дають значення матричних коефіцієнтів поси-
лення Тонни, До, inv(T*Bd) відповідно для:

1) модальних аналізаторів Gain 7, Gain 10 
T=[- 1.1860 -0.3955;- 0.3955 -1.1860] (рис. 5). 

Кожен модальний аналізатор перетворить вихідні 
сигнали цифрових датчиків відповідно струму якоря 
двигуна приводу і кутової швидкості цього якоря 
у віртуальні координати в двомірному просторі;

2) модальних регуляторів Gain 8, Gain 11
K =[ – 0.2407 0; 0 0.3607] (рис. 5). Кожен 

модальний регулятор обчислює віртуальний век-
тор управління.

3) модальних синтезаторів Gain 9, Gain 12
inv(T*Bd) =[ – 5.7616 1.1356;- 1.9215 3.4057] 

(рис. 5). Кожен модальний синтезатор обчислює 
реальний вектор управління.

Після підключення модального регулятора 
було виконано перенастроювання цифрового про-
порційно-інтегрально-диференційного регуля-
тора в стежачій системі приводів каналів ОХ і ОУ 
за методикою Зіглера -Ніколса.

 
а)                                                                                      в)

Рис. 5. графічний образ еталонної траєкторії руху мінідрона «фігура лісажу» (а) і результат 
відтворення цього руху гіпотетичним типовим двовісним напівнатурним стендом (в) : положення 

перемикачів (рис. 1) Р1 і Р2 відповідно «вгору» і «вниз», а Р3 і Р4 відповідно «вниз» і «вгору»

 
а)                                                                                              в)

Рис. 6. графічний образ еталонної траєкторії руху мінідрона «випадкове блукання» (а)  
і результат відтворення цього руху гіпотетичним типовим двовісним напівнатурним стендом (в):  

положення перемикачів (рис. 1) Р1, Р3 і Р2, Р4 відповідно «вгору» і «вниз»
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Комп'ютерна математична модель і результати 
моделювання процесу функціонування модер-
нізованого гіпотетичного типового двовісного 
напівнатурного стенду представлені відповідно 
на рис. 7, 8 (а, в), 9 (а, в) і 10 (а, б).

Висновки
1. Математичне моделювання руху вузла цілі, 

який віртуально наводився в рух гіпотетичним 
двовісним стендом напівнатурного випробування 
сенсорів охоронної інформаційно-керуючої сис-

 

 

Рис. 7. Комп'ютерна математична модель руху вузла цілі гіпотетичного типового 
двовісного напівнатурного стенду, який призначений для випробування сенсорів 

охоронної інформаційно-керуючої системи

Рис. 8. графічний образ еталонної траєкторії руху минидрона «овал» (а) і результат 
відтворення цього руху гіпотетичним типовим двовісним напівнатурним стендом (в): 

положення перемикачів (рис. 1) Р1 і Р2 відповідно «вниз» і «вгору»
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Рис. 9. графічний образ еталонної траєкторії руху мінідрона «фігура лісажу» (а) і результат 
відтворення цього руху гіпотетичним типовим двовісним напівнатурним стендом (в): положення 

перемикачів (рис. 1) Р1 і Р2 відповідно «вгору» і «вниз», а Р3 і Р4 відповідно «вниз» і «вгору»

Рис. 10. графічний образ еталонної траєкторії руху мінідрона «випадкове блукання» (а)  
і результат відтворення цього руху гіпотетичним типовим двовісним напівнатурним стендом (в):  

положення перемикачів (рис. 1) Р1, Р3 і Р2, Р4 відповідно «вгору» і «вниз»

 

теми дозволило: передбачити можливість виник-
нення автоколивань при моделюванні захисних 
маневрів мінідронів; підтвердити ефективність 
алгоритмічного способу модернізації стенду.

2. Для реалізації алгоритмічного способу 
модернізації стенду необхідно ідентифікувати: 
математичну модель руху каретки(вузла цілі) 
стенду напівнатурного моделювання з урахуван-
ням перехресних зв'язків між каналами моделю-
вання руху; математичну модель екстремальних 
маневрів руху мінідронів. 

3. Запропонований в статті комплексний 
алгоритм роботи стежачих приводів складається 
з двох алгоритмів: алгоритму цифрового модаль-
ного регулятора і алгоритму цифрового пропо-
рційно-інтегрально-диференційного регулятора. 
Перший алгоритм коригує динамічні властивості 
електричного двигуна, а другою забезпечує квазі-

адаптивність управління по відношенню до обу-
рюючої дії перехресних зв'язків.

4. Стенди напівнатурного моделювання, 
модернізовані викладеним в статті алгоритмічним 
способом, можуть бути використані для випробу-
вань вузлів стеження за окремими мінідронами 
або кластерами мінідронів(розподіленими дро-
нами). Ці вузли стеження можуть знайти засто-
сування в інформаційно-керюючих системах, 
з людиною оператором або штучним інтелектом-
оператором(ШІО) в контурі дистанційного керу-
вання засобами інспекції і знищення цілей охо-
ронної інформаційно-керуючої системи.

5. Напрямом подальших досліджень слід вва-
жати побудову математичної моделі руху вузла 
цілі, який буде встановлений на каретку тривіс-
ного стенду напівнатурного випробування сенсо-
рів охоронної інформаційно-керуючої системи.
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Lysenko O.І., Tachinina O.М., Novikov V.I., Furtat O.V., Furtat S.О. THE METHOD 
OF ALGOrITHMIC MODErNIZATION OF THE DrIVE CONTrOL SYSTEM 
OF THE SEMI-NATurAL SIMuLATION STAND OF MINIDrON MOTION

The article is devoted to the presentation of the results of mathematical modeling of the movement of 
the target node, which imitates a minidrone and is fixed on the carriage of a stand for semi-realistic testing 
of sensors of the security information and control system. It is shown that mathematical modeling made it 
possible to predict the possibility of self-oscillations when simulating protective maneuvers of minidrones and 
to confirm the effectiveness of the algorithmic method of modernizing the stand.

The results of the computer simulation of the stand show that with semi-realistic modeling of both 
deterministic and stochastic movement of the minidrone, self-oscillations and unstable mode of operation of 
a hypothetical typical two-axis semi-realistic stand are possible. These self-oscillations did not occur before 
in the simulation of the movement of inertial objects, since the cross-connections between the channels in 
the semi-natural simulation with small accelerations were not significant. The simulation results showed the 
existence of a scientific and technical problem that arises when trying to use the available semi-realistic stands 
to simulate the movement of maneuverable targets. In order to solve the scientific and technical problem, it is 
proposed to carry out an algorithmic refinement of the monitoring system of the drive control.

The complex algorithm of tracking drives proposed in the article consists of two algorithms: the digital 
modal controller algorithm and the digital proportional-integral-differential controller algorithm. The first 
algorithm adjusts the dynamic properties of the electric motor, and the second one provides quasi-adaptive 
control in relation to the disturbing action of cross connections.

Stands of semi-realistic modeling, modernized according to the algorithmic method described in the article, 
can be used for testing tracking nodes for individual minidrones or clusters of minidrones (distributed drones). 
These tracking nodes can be used in information management systems, with a human operator or an artificial 
intelligence operator (AIО) in the circuit of remote control means of inspection and destruction of security 
information management system targets. The direction of further research should be considered the construction 
of a mathematical model of the movement of the target node, which will be installed on the carriage of the three-
axis stand of semi-natural testing of the sensors of the security information and control system.

Key words: mathematical motion modeling, target node, semi-life test stand, sensor network, flying robots, 
drones, security information and control system.
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МОдЕль ПІдВИЩЕННя ПОКАЗНИКІВ яКОСТІ 
ОБСлУгОВУВАННя гЕТЕРОгЕННОЇ МЕРЕЖНОЇ 
ІНФРАСТРУКТУРИ ТЕРАгЕРцОВОгО дІАПАЗОНУ

У статті наводяться результати аналізу існуючих сучасних моделей та методів підвищення 
показників якості обслуговування у бездротових мережах зв'язку 5G NR при застосуванні терагерцо-
вого діапазону. Головний акцент зроблений на явищі блокування радіопроменів рухомими об'єктами, 
яке приводить до того, що ймовірність помилки на рівні каналу не перевищує наперед визначеного 
цільового значення. Приводиться модель бездротової терагерцової мережі з підтримкою реконфігуро-
ваних інтелектуальних поверхонь (РІП). Особливості її є те, що вона враховує динаміку змін основного 
параметру, який характеризує якість послуги, це затримку доставки даних з врахуванням затримки 
у розподіленому реєстру. Такий підхід визначає можливість побудови мереж uRLLC. Запропоновані 
принципи реалізації нової інноваційної послуги мереж 5-го та наступних поколінь – використання 
ресурсу локального кластеру мережевої інфраструктури терагерцового діапазону з інтегрованими 
РІП для забезпечення надійності зв’язку. Наведено інноваційне рішення з використання розподіленого 
реєстру для реалізації механізму попереджуючого хендоверу при динамічному блокуванні з’єднання 
прямої видимості рухомими перешкодами під час передачі у терагерцовому діапазоні довжин хвиль. 
Новим у запропонованому рішенні є те, що у сучасних бездротових мережах під час передачі обслу-
говування (хендовера) користувацького обладнання запускається механізм послідовної взаємодії та 
передачі сигналів між кількома об'єктами керування мобільністю та сеансом. Запропоноване рішення 
відрізняється від відомих тим, що усуває необхідність у послідовній обробці запитів безліччю об'єктів, 
що управляються, особливо коли мережева функція повинна бути обрана з безлічі кандидатів та від-
повідно забезпечує реалізацію різноманітні послуги з ультра-малими затримками. 

Ключові слова: терагерцовий діапазон, терагерцові системи зв’язку, розподілений реєстр, блоку-
вання передачі прямої видимості, блокчейн-системи, гетерогенні мережі 5G.

Постановка проблеми. Сьогодні у світі 72 країни 
вже запустили сервіси мобільного зв’язку 5G, понад 
460 операторів із 137 країн інвестують у пілотні роз-
робки та проводять тестові запуски [1]. Технологія 
бездротового доступу 3GPP New Radio (NR) стано-
виться основою систем 5G, що забезпечують високі 
швидкості передачі даних на інтерфейсі радіодос-
тупу. Передача даних у таких системах вестиметься 
у терагерцовому діапазоні довжин хвиль, особли-
вістю якого є необхідність прямої видимості між при-
строями, що беруть участь у з'єднанні [2]. Одним із 
завдань у мережах, побудованих на основі терагерцо-
вих точок доступу, є завдання знаходження оптималь-
ного розташування точок доступу для забезпечення 
зони покриття мережі стійким зв'язком. 

В реальних умовах найбільші труднощі системам 
5G NR у більшості випадків привносять рухливі 
перешкоди, такі як люди і транспортні засоби, які 
є блокаторами поширення радіосигналу. У випадку 
якщо обладнання тимчасово потрапляє в стан бло-
кування радіосигналу деяким об'єктом, то залежно 
від середовища розповсюдження сигналу та від-
стані між мобільним пристроєм і базовою станцією 
NR BS (англ. New Radio Base Station) цей пристрій 
може або випасти із зони покриття BS, або знизити 
свою схему модуляції та кодування таким чином, 
щоб ймовірність помилки на рівні каналу не пере-
вищувала наперед визначеного цільового значення.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Нещодавно консорціум 3GPP запропонував мож-
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ливе вирішення проблеми виходу із зони покриття, 
яке полягає в механізмі «множинних з'єднань» 
(англ. multiconnectivity) [3]. При використанні 
цього принципу одночасно підтримується кілька 
активних каналів зв'язку пристрою з сусідніми 
NR BS, і у разі блокування радіосигналу з'єднання 
передається на одну з них. В умовах блокування 
для того, щоб підтримувати необхідну швидкість 
передачі через основну та через резервну базові 
станції, необхідна більша кількість фізичних 
ресурсів. Якщо для підтримки необхідної швид-
кості радіо ресурсів недостатньо, то поточна сесія 
скидається, або послуга продовжується надається 
з нижчою швидкістю з'єднання, якщо це передба-
чено угодою про рівень обслуговування (SLA). 

Відомо рішення з одночасним підключенням 
користувача до кількох базових станцій мережевої 
інфраструктури в умовах їх щільного розміщення, що 
враховує блокування каналу прямої видимості пере-
шкод при передачі на вкрай високих частотах [4, 5].  
Однак складність його технічної реалізації на існу-
ючій інфраструктурі мобільного зв’язку 5G призво-
дить до додаткових затримок перемикання каналів, 
оскільки рішення приймаються віддалено, та від-
повідно знижує загальну ефективність системи. Це 
пов’язано з тим, що існуюча централізована архітек-
тура інфраструктури мереж мобільного зв’язку на 
сьогодні є вразливою з точки зору перевантаження 
обчислювальних ресурсів і тому вона не гарантує 
безперебійне надання сервісів ІоТ, у випадку коли 
у головних серверах виникають збої програмного 
забезпечення. Тому, зростаюча потреба в різнома-
нітних додатках, що потребують високої пропус-
кної здатності, таких як мобільне потокове відео та 
обробки великих даних, потребує зміни принципів 
управління радіо ресурсами в мережах мобільного 
зв’язку, щоб уникнути їх дефіциту ресурсів для 
забезпечення новітніх сервісів для абонентів.

З цієї точки зору представляють інтерес нові 
технічні рішення з інтегрованими інтелекту-
альними поверхнями, що реконфігуруються, 
(Reconfigurable Intelligent Surface, RIS) які можна 
використовувати для допомоги у швидкому фор-
муванні променя з використанням точного пози-
ціонування або подолання ефектів блокування за 
рахунок збору даних про канали в системах міліме-
трових та терагерцових діапазонах хвиль. Інтелек-
туальні поверхні, що реконфігуруються, відносно 
недавно стали багатообіцяючою парадигмою про-
ектування бездротових мереж і режимів бездрото-
вої передачі [6,7]. Вони також можуть створювати 
інтелектуальні радіосередовище (або інтелекту-
альні радіоканали), тобто поширенням радіохвиль 

у навколишньому середовищі можна керувати 
для створення персоналізованого каналу зв'язку. 
В узагальненій моделі RIS-мережа формується між 
декількома БС для створення великомасштабних 
інтелектуальних радіоканалів, що обслуговують 
кількох користувачів. У відсутності керованого 
середовища архітектура бездротової системи та 
режим передачі можуть бути оптимізовані тільки 
відповідно до статистичних властивостей фізичних 
каналів та/або інформацією, що повертається від 
приймача до передавача. У керованому середовищі 
RIS-мережі спочатку сприймають дані середовища 
знаходження і повертають в систему. Виходячи 
з цих даних, система оптимізує режим передачі та 
параметри RIS по інтелектуальних радіоканалах на 
стороні передавача, каналу та приймача. Завдяки 
підтримці формування променя, пов'язаної з RIS, 
використання інтелектуальних радіоканалів може 
значно покращити якість зв'язку, продуктивність 
системи, покриття стільника та якість зв'язку на 
межі стільника в бездротових мережах. Тим не 
менш, через велику кількість елементів, що відби-
вають промені на RІS, оцінка каналу виявляється 
складним завданням. Крім того, потенціал RIS для 
локалізації отримав лише обмежене висвітлення 
в літературі, включаючи попередні дослідження, 
в яких RIS працює в режимі прийому як лінза [6] 
та в режимі відображення [7]. 

Постановка завдання. Розробка принципів тех-
нічної реалізації нової інноваційної послуги мереж 
5-го та наступних поколінь – використання ресурсу 
локального кластеру мережевої інфраструктури 
терагерцового діапазону на базі РІП для забезпе-
чення надійності зв’язку на основі розподіленого 
реєстру для механізму попереджуючого хендоверу 
при блокуванні каналу прямої видимості перешко-
дами при передачі на вкрай високих частотах.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Модель бездротової терагерцової мережі 

з підтримкою РІП. Вважатимемо, що основним 
параметром, що характеризує якість послуги, 
є затримка доставки даних τ Саме такий підхід 
визначає можливість побудови мобільних мереж 
5G uRLLC. Її величина залежить від багатьох 
чинників. По-перше, від розміру тієї одиниці кіль-
кості (обсягу) даних про передачу якої йдеться 
і швидкості передачі даних по лінії зв'язку для 
кожної з ділянок маршруту, якщо маршрут скла-
дається з кількох ділянок. По-друге, від ймовір-
них затримок у вузлах маршруту, пов'язаних із 
очікуванням у буфері через зайнятість лінії пере-
дачею чергового пакету даних. По-третє, від ймо-
вірних затримок у вузлах розподіленого реєстру, 
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пов'язаних із очікуванням у буфері при обробці 
відповідного запиту. Четверте, від імовірності 
блокування прямої видимості лінії зв’язку між 
учасниками обміну даними у терагерцовому діа-
пазоні довжин хвиль. П’яте, від часу поширення 
сигналу між учасниками обміну даними. 

З огляду на сказане можна записати:
� � �� �t t1 2  + ��t3 + � �t t4 5+ ,                     (1)

де t V
W1 =  – середній час передачі; 

 V  – середній об’єм даних, що передаються;
 W  – середня швидкість передачі;
 t2 − � середній час очікування;
 t3 − � середній час обробки відповідного 
 запиту у розподіленому реєстру;
 t4 − � середній час хєндоверу при блокування 
 прямої видимості лінії зв’язку 
 між учасниками обміну даними;
 t5 − � середній час розповсюдження сигналу.

Для маршруту при деяких припущеннях 
середню величину затримки можна оцінити, як 
суму затримок для кожної з ділянок:

T
i

N

i�
�
��

1

� ,                                (2)

де τi  – затримка для i � – ї ділянки, 
 яка визначається відповідно формули (1).

Зробимо припущення про те, що мережа між 
користувачем та точкою надання послуги склада-
ється з двох ділянок: ділянки доступу та сполучної 
лінії з точкою надання послуги, яка складається 
теж з двох ділянок (перша, це ділянка доступу до 
відповідного РІП ( )Rq1 � та друга, – від РІП до точки 
надання послуги �(Rq2 )). Структура моделі мережі 
з підтримкою РІП наведена рис 1.

Модель складається з користувачів послуг К, 
точок доступу D, точок розміщення РІП R1 4…  та 
точки надання послуги Q. Прийняті припущення 
такі, що точки доступу з'єднані з точкою надання 
послуги лініями зв'язку, довжина яких дорівнює 
довжині прямого відрізка до відповідного РІП та 
від РІП до точки доступу.

Максимальна відстань від користувача до 
точки доступу дорівнює Rd , максимальна від-
стань від точки надання послуги до точки доступу 
R R Rq q q� �1 2 . Тоді максимальна відстань, що дола-
ється сигналом, становитиме 

D Rmax d= � +Rq ,                            (3)

При зроблених вище припущеннях Rd  << Rq , (4) 
При допущенні (4) відстань між користувачем 

та точкою надання послуги можна прийняти рів-
ним Rd . Час поширення сигналу визначається 
швидкістю поширення світла при передачі. Вва-
жаємо, що між точкою доступу та точкою надання 

послуги використовується бездротова лінія 
зв'язку. Тоді з урахуванням рекомендації [8, 9]

t t Rq5 0� �= ,                             (5)
де t0 −  затримка під час поширення   
 на одиницю довжини. 

Ми також робимо припущення про те, що корис-
тувачі розподілені на території випадково і їх роз-
поділ може бути описано пуассонівським полем.

Імовірність знаходження n користувачів у зоні 
обслуговування точкою надання послуги визнача-
тиметься як:

P
R

n
en

q

n

Rq�
� � �� � � �

2
2

!
,                   (6)

де µ � – густина користувачів на території (1/м2). 
Кількість користувачів у зоні обслуговування 

складе
� � �� � Rq

2 ,                             (7)
Інтенсивність заявок (потоку) у зоні обслуго-

вування 
� � �� � 0 ,                                (8)

 λ0 � – інтенсивність заявок, створювана   
 одним користувачем. 

Припустимо, що трафік можна описати 
моделлю потоку з коефіцієнтом варіації часового 
інтервалу між заявками ∆a . Визначимо затримку 
на очікування (для однієї ділянки мережі) за допо-
могою моделі для системи GI/G/1 Крамера та 
Лангенбах-Бельца [10]: 

t
t

Ga t a t2
2 2 2 2

2 1
�

�� �
�� � � �� �

�
�� � � �, , ,          (9)
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Рис. 1. Структура терагерцової мережі  
з підтримкою РІП
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де � �� � t  – параметр використання каналу  
 (інтенсивність навантаження); 
 ∆a �

2  – коефіцієнт варіації інтервалу 
 між заявками (пакетами);
 ∆t �

2  – коефіцієнт варіації часу обслуговування.
Припустимо, що всі пакети мають рівну 

довжину, що може бути характерним для тра-
фіку однієї послуги. Із формул (9,10) видно, що 
затримка на очікування істотно залежить від влас-
тивостей трафіку та його інтенсивності.

У [11] показано, що область надання обслуго-
вування можна описати колом з радіусом, який 
визначається, переважно, часом поширення сиг-
налу, тобто. відстанню. Це справді визначальна 
величина і наведені у цій роботі результати можна 
розглядати як граничні межі цифрового кластера.

Дійсно, збільшення радіусу цифрового клас-
тера Rq  згідно з (7) та (8) призводить до зростання 
інтенсивності заявок, що згідно з (9) та (10) при-
зводить до зростання затримки через очікування. 
З урахуванням цієї залежності граничне значення 
Rq  буде дещо меншим. Крім того, є необхідність 
врахувати різні вимоги щодо затримки доставки 
з боку різних послуг. Такий підхід визначає мож-
ливість побудови мереж uRLLC.

Інноваційне рішення з використання розпо-
діленого реєстру для реалізації механізму попе-
реджуючого хендоверу при блокуванні передачі 
в терагерцовому діапазоні. 

У сучасних бездротових мережах під час пере-
дачі обслуговування (хендовера) користуваць-
кого обладнання об'єкт управління мобільністю 
повинен використовувати контекстну інформа-
цію обладнання і, можливо, стану RAN спільно 
з об'єктом управління сеансом. Ця подія запус-
кає послідовну взаємодію та передачу сигналів 
між кількома об'єктами керування мобільністю 
та сеансом. У сильно розподіленому середовищі 
(гетерогенній мережі терагерцового діапазону) 
цей підхід мало ефективний, особливо при частих 
подіях передачі обслуговування при блокуванні 
в терагерцовому діапазоні.

Тому автори запропонували для вирішення 
такої задачі використати технологію розподіле-
ного реєстру для реалізації механізму попереджу-
ючого хендоверу при блокуванні в терагерцовому 
діапазоні. Суть даного підходу наступна. 

Розподілений реєстр використовується для реа-
лізації механізму попереджуючого хендоверу при 
блокуванні, згідно з яким створюється локальний 
кластер мережевих функцій для перемикання 
при блокуванні, так що контент обладнання РІП 
в цьому кластері може бути заздалегідь синхро-
нізований. Це скоротить час передачі обслугову-
вання, необхідний для надсилання та створення 
нового контенту обладнання РІП. Ефективна 
синхронізація в даному випадку цілком реалізо-
вана, оскільки такі кластери містять лише обме-
жену кількість локальних пристроїв РІП.

При цьому розподілений реєстр сприяє вирі-
шенню задачі по управлінню сеансом при блоку-
ванні шляхом ведення загального розподіленого 
реєстру, в якому різні управляючі об'єкти (РІП) 
можуть публікувати мережеву інформацію зі 
свого власного домену. Щоб гарантувати, що кон-
фіденційну інформацію не буде розкрито, можна 
передбачити політики публікації. Сеанси можна 
створити в кількох доменах за допомогою смарт-
контрактів, які публікуються різними об'єктами 
керування сеансом. Смарт-контракти визначають 
умови та вхідні дані, необхідні для створення 
маршруту переадресації у певному домені при 
блокуванні. Після виклику смарт-контракту роз-
поділений реєстр гарантує його виконання, відпо-
відно розгортається сегмент маршруту. Щоразу, 
коли викликається смарт-контракт, всі операції 
записуються до розподіленого реєстру для пере-
вірки. Ці переваги роблять розподілений реєстр 
ідеальним вибором для забезпечення спільного 
використання даних у кількох доменах.

Запит на використання ресурсу локального 
кластеру мережевої інфраструктури на базі РІП 
може бути підготовлений заздалегідь у відповід-
ності з постійним ідентифікатором РІП, які збері-
гаються у UDR. Служба управління мобільністю 
підготовлює перевіряючий смарт-контракт та 
публікує його в розподіленому реєстрі, доступ до 
якого здійснюється набором відповідних об’єктів 
управління мобільністю. Будь-який об’єкт управ-
ління мобільністю може вилучити підготовлений 
цей запит і відправити його до користувацького 
обладнання. Потім це обладнання, яке запросило 
ресурс локального кластера мережевої інфра-
структури, вирішує задачу корисності та повертає 
своє рішення об’єкту управління мобільністю, 
який відправляє його рішенні у смарт-контракт. 
Якщо смарт-контракт підтверджує правильність 
рішення, тобто запит на використання локаль-
ного кластеру мережевої інфраструктури на базі 
РІП, пройшов успішно, підключається механізм 
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попереджуючого хендоверу, згідно якого створю-
ється локальний кластер мережевих функцій для 
переключення при блокуванні в терагерцовому 
діапазоні. Це усуває необхідність у послідовній 
обробці запитів безліччю об'єктів, що управля-
ються, особливо коли мережева функція повинна 
бути обрана з безлічі кандидатів.

Таким чином, управління даними на основі роз-
поділений реєстр формує нову схему управління та 
обміну даними у мобільній мережі з використан-
ням терагерцового діапазону. По-перше, дані не 
обов'язково повинні зберігатися приватно в одному 
домені. Натомість дані можуть бути зашифровані 
та розповсюджені по всій мережі, оскільки розпо-
ділений реєстр гарантує їх достовірність. По-друге, 
конкретний механізм управління доступом можна 
реалізувати за допомогою смарт-контрактів. Будь-
який запит на доступ до опублікованих даних шля-
хом запуску смарт-контракту буде записано, що 

полегшить майбутній аудит. Це особливо важливо 
стосовно даних, які використовуються для спіль-
ного керування, таких як стан мережі, контекст 
сеансу та вимоги QoS.

Висновки: запропоновані принципи технічної 
реалізації нової інноваційної послуги мереж 5-го 
та наступних поколінь – використання ресурсу 
локального кластеру мережевої інфраструктури 
терагерцового діапазону на базі РІП для забезпе-
чення надійності зв’язку на основі розподіленого 
реєстру для механізму попереджуючого хендо-
веру при блокуванні передачі. Одним із подаль-
ших напрямків наукових досліджень – розробка 
моделей та методів застосування систем розпо-
діленого реєстру, які необхідні для забезпечення 
заданих показників якості послуг зв’язку при 
використанні терагерцового діапазону, а також 
стабільності стану елементів такої гетерогенної 
мережі. 
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Saiko V.G., Narytnyk T.М., Bakhovskyi P.F. A MODEL FOr IMPrOVING quALITY 
OF SErVICE INDICATOrS OF A HETErOGENEOuS NETwOrK INFrASTruCTurE 
IN THE TErAHErTZ rANGE

The article presents the results of the analysis of existing modern models and methods of improving service 
quality indicators in 5G NR wireless communication networks when using the terahertz range. The main 
emphasis is placed on the phenomenon of radio beam blocking by moving objects, which leads to the fact 
that the probability of an error at the channel level does not exceed a predetermined target value. A model of 
a wireless terahertz network with support for reconfigurable intelligent surfaces (RIS) is given. Its features 
are that it takes into account the dynamics of changes in the main parameter that characterizes the quality 
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of the service, which is the data delivery delay, taking into account the delay in the distributed registry. This 
approach determines the possibility of building uRLLC networks.

The proposed principles of implementation of a new innovative service of networks of the 5th and subsequent 
generations are the use of the resource of a local cluster of the network infrastructure of the terahertz range 
with integrated RIPs to ensure the reliability of communication. A solution is given for using a distributed 
register to implement a warning handover mechanism when the line-of-sight connection is dynamically 
blocked by moving obstacles during transmission in the terahertz wavelength range. What is new in the 
proposed solution is that in modern wireless networks, during the handover of user equipment, a mechanism 
of sequential interaction and signal transmission between several mobility and session management objects 
is launched. The proposed solution differs from the known ones in that it eliminates the need for sequential 
processing of requests by many managed objects, especially when the network function must be selected from 
many candidates, and accordingly ensures the implementation of various services with ultra-low delays. 

Key words: terahertz range, terahertz communication systems, distributed ledger, line-of-sight transmission 
blocking, blockchain systems, 5G heterogeneous networks.
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СПОСІБ І ПРИСТРІй ВИМІРюВАННя ПОЧАТКОВОЇ 
ФАЗИ гАРМОНІЧНОгО РАдІОСИгНАлУ НА ОСНОВІ 
МАгНІТООПТИЧНОгО ПЕРЕТВОРюВАЧА

Процес розвитку радіотехнічних пристроїв та телекомунікацій в останні тридцять років тісно 
пов'язаний з небувалим за темпами та масштабами зростанням технологій в усіх сферах людської 
діяльності. Згідно з проведеним аналізом, існує проблема, яка стримує розвиток техніки, перетворення 
спектра сигналів, вимірювання та обробки сигналів, зокрема, у вузлах радіотехнічних пристроях в яких 
нелінійні елементи та їх характеристики не є достатньо дослідженими. Однією з таких є актуальна 
наукова задача, що полягає у розвитку методу, який дозволяє здійснювати вимірювання початкової 
фази гармонічного радіосигналу, шляхом розробки способів реалізації таких операцій за допомогою 
магнітооптичного перетворювача на ефекті Фарадея. Проаналізовані аналітичні залежності, що 
описують роботу магнітооптичного перетворювача. Встановлено, що його апаратна функція воло-
діє властивістю множення сигналу. На основі цієї властивості запропоновано метод вимірювання 
початкової фази гармонічного радіосигналу та конструкцію фотополяриметричного фазометра. 
Визначено похибку вимірювання фази запропонованим методом. Досліджено поведінку вихідного сиг-
налу в точках вимірювання. Встановлено залежність амплітуди вихідного сигналу в момент вимі-
рювання початкової фази. Проаналізована потенційна точність запропонованого методу. Для збіль-
шення точності необхідно збільшувати частоту заповнення сигналу, тобто крок квантування фази. 
Досліджено вплив рівень шумів на точність вимірювання. Рівень шуму пов'язаний з дробовими шумами 
(фотоприймач) або генераційно-рекомбінаційними (напівпровідниковий фотоприймач) шумами наба-
гато більше теплових шумів, поляризаційним дефектом оптичного каналу. Запропоновано блок-схему 
фотополяриметричного фазометра. Відповідно до викладених теоретичних досліджень та розробле-
ної блок-схеми приладу, складено алгоритм роботи фотополяметричного фазометра. Застосування 
цього методу дозволить створювати прилади дуже високої точності, зокрема, на інфра- та низькому 
радіочастотному діапазонах. Це відкриє широке застосування для створення далекомірів, пеленгато-
рів, фазообертачів, аналізаторів спектру для використання в новітніх технологіях. 

Ключові слова: початкова фаза, радіосигнал, магнітооптичний перетворювач, спосіб, пристрій.

Вступ і постановка завдання. Відомі методи 
вимірювання різниці фаз електричних сигналів: 
метод фазового детектування, середньо-імпуль-
сний, цифровий (базується на вимірі часового 
інтервалу, заповненням рахунковими імпульсами), 
гетеродинний, компенсаційний тощо [1-8]. У термі-
нології «різниця фаз електричних сигналів» часто 
називають «початкова фаза електричного сигналу» 
[1]. Цифровий метод вимірювання початкової фази 
виявився найточнішим. Його похибка обмежена 
тим, що фаза сигналу створює лічильні імпульси, 
які флуктують відносно фази вимірюваного сиг-
налу, а також похибкою визначення моментів часу 

коли амплітуди вимірюваного ( tc ) і опорного ( tîï ) 
сигналів дорівнюють нулю [9-11]. 

У роботі [12] пропонується використовувати 
магнітооптичний оптрон [13] для вимірювання 
різниці фаз електричних сигналів. Використання 
магнітооптичного оптрона викликає потенціаль-
ний науковий інтерес, оскільки має можливість 
функціонувати в інфра- та низькому радіочас-
тотному діапазонах. Тому розробка методу вимі-
рювання початкової фази радіосигналу на основі 
магнітооптичного перетворювача та пристроїв на 
його основі є актуальною науковою задачею, яка 
вирішується в нашому дослідженні.
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Сигнал на виході оптрона. На вхід оптрона 
подаються два сигнали. Сигнал, початкову фазу 
φ0 якого необхідно вимірювати, має вигляд:

u u t� � � �� �� �0 0sin ,               (1)
та лічильний сигнал, який називають ще сигналом 
заповнення [12]

u u t� � �� 0 sin .                     (2)

Відповідно до [14] сигнал на виході оптрона 
дорівнює:

u u t tâèõ � � �� � ��� ��0 0 0 0 0cos2 � � � ��� � �sin sin ,  (3)

де Θ0  вихідний азимут між площинами най
 більшого пропускання поляризатора та 
 аналізатора; �0 0� �� ku , � � �0 0� ku  початкові 
 амплітуди кутів розгойдування площини 
 поляризації світла сигналами uω  і uΩ , 
 k коефіцієнт перетворення напруги 
 подаючого на фарадіївський модулятор 
 оптрона в кут повороту площини 
 поляризації світла.

Розглянемо варіант, коли �0 2
�
� , тобто у вихід-

ному стані, коли на модулятор не подаються сиг-
нали uω  і uΩ  напруги на виході оптрона дорівнює 
нулю. У такому разі спектральний розклад фор-
мули (3) [14] матиме вигляд:

u u j j p tp
p

� � � � � � � �� ��

�
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�
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  (4)
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� ,

де ji 2�� �  функція Беселя і-го порядку.

Накладемо умову Ω >> ω. Частота сигналу зчи-
тування (заповнення) набагато більша за частоту 
вимірюваного сигналу.

Виділимо зі всього спектру частот сигнали 
з частотою Ω – ω до Ω + ω. Це буде сигнал, що 
несе інформацію про початкову фазу φ0

u u j j t t

u t
âèõ

âèõ

� � � � � �� � �

� �� �
2 2 20 1 0 1 0 0

0 0

� � ��� � �

� �

sin sin

sin sinn�t
, (5)

де u u j jâèõ0 0 1 0 1 02 2 2� � � � �� � �� .
З виразу (5) випливає, що при азимутальної орі-

єнтації площин найбільшого пропускання щодо 
аналізатора �0 2� �  апаратна функція оптрона 
володіє властивістю множення сигналу (рис. 1).

uω
uΩ

вихu А u uω Ω= ⋅ ⋅

 
Рис. 1. Принцип множення сигналів в оптроні

Слід зазначити, що перемноження сигналів маг-
нітооптичним оптроном має одну важливу особли-
вість на відміну від традиційних способів множення: 
вихідний сигнал повністю відсутній, якщо немає 
одного з вхідних сигналів, тобто, відсутній «дрейф 
нуля». Отже, такі пристрої мають (потенційно) пре-
цизійні характеристики. Відомими радіотехнічними 
методами не можна створити пристрій з ідеальною 
функцією перемноження. За відсутності одного з сиг-
налів другий буде проходити сильно ослабленим.

Метод вимірювання різниці фаз і конструкція 
фазометра. Використовуючи вище розглянуту здат-
ність оптрона множити сигнали в роботі [12] запро-
поновано метод вимірювання початкової фази.

Вимірюваний сигнал uω , опорний сигнал 
uîï  і сигнал заповнення (сигнал зчитування) uΩ  
визначається виразами

1

1'

2

( )ϕωωω −= tuu sin0

t2 t1

tuu Ω= ΩΩ sin0

tuuоп ωω sin0=

τ

 
Рис. 2. Фотополяриметричний фазометр: 1, 1' – оптрони для сигналу uω  

та опорного сигналу uîï ; 2 – цифровий мікропроцесор вимірювання інтервалу τ
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u u t
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u u t
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îï îï îï

� � � � �

� �

� � �� �
� �� �
�

0 0

0

0

sin ,

sin ,

sin .� � �

              (6)

Сигнал заповнення має нульове значення почат-
кової фази, так як він прив'язаний до еталонного, 
поточного часу і за ним відраховується поточний 
час t. Частота Ω має бути стабільною, еталонною.

Визначаємо моменти часу, коли вимірюваний 
та опорний сигнали дорівнюють нулю:

� � � �t nñ îï� � �0
' ,                         (7)

� � �t nîï îï� � '' ,

де n '  = 0, 1, 2, …
Вважаємо, що зсув за фазою φ0  не перевищує 

2π , тобто n n' ''=
З формул (7) отримаємо:

� �( )t tñ îï� � 0 ,                       (8)
де tñ  і tîï  – моменти часу, коли амплітуди 
 вимірюваного та опорного сигналів 
 дорівнюють нулю.

Період сигналу заповнення TΩ підбираємо 
кратним періоду вимірюваного сигналу Tω:

T NT� � � ,                           (9)
де N – ціле число. З (9) слідує

N �
�
�

.

Абсолютна і відносна похибка визначення 
N пов'язана з нестабільністю частоти опорного 
генераторів (відповідно й частоти вимірюваного 
сигналу) і сигналу заповнення

�
�� �� ��

�
�

N � � � �
�

�
�

�
�2

.          (10)

Відносна точність N, тобто кратність частот ω 
і Ω визначаються нестабільністю частоти генера-
торів опорного сигналу і сигналу заповнення:

t t nT t tñ îï ñ îï� � � �� � � ,               (11)
де n – ціле число (n ≤ N); ∆tñ  
 та ∆tîï  – похибки визначення моментів часу 
 tñ  та tîï .

Позначимо � � �t t tñ îï� � 0  сумарна похибка 
визначення моментів часу tñ  та tîï . Далі буде пока-
зано, що цей час також можна визначити і відпо-
відно знизити похибку � �t T0max � . Зазначимо, що 
� �t T0 2max � , незважаючи на те, що вимірюємо 
у двох точках.

Таким чином, початкова фаза та похибка її 
визначення рівні:
� � � � � �

�
�
�

� �
�

0 0
02 2

2 2
1 2
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nT t nT n
t
T

n
N N
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N

n k

� �
�

�
� �

�

,

  (12)

де n = 0, 1, 2, ..., N; � �� �t0 .

Зазначимо, що n – кількість періодів, сигналу 
uΩ  в інтервалі часу t tñ îï− , а k – додаткова частина 
часу щодо періоду заповнення.

Дискретність вимірювання фази дорівнює

� � �
�

n � � ��n n N1

2 .                   (13)

Отже, для збільшення точності слід збільшу-
вати N.

Похибка вимірювання фази на крок дискрет-
ності дорівнює

�
��
�

�
�

� �
�n N

� ��
�
�

�
�
�

2
,                   (14)

а похибка у вимірюванні фази

� �
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2
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N
nn .          (15)

Зазначимо, що n Nmax =  і � ��
�

�
� �

�
�0 2max .� ��

�
�

�
�
�

Проаналізуємо співвідношення
�
�0

�
�
k

n k
.                        (16)

З виразу (16) видно, що менше n, тим гостріше 
потреба у вимірюванні (тобто k) у зменшенні 
похибки вимірювання.

Попередньо за наведеними формулами розра-
хуємо похибку, пов'язану з нестабільністю гене-
раторів. За � ��

�
�
�

� � �10 4  і N = 2·104   ��0 0 036� ,  ,  
а за � ��

�
�
�

� � �10 6  і N = 2·104 ��0 0 00036 1 3� �, , ''' .
З наведених результатів видно, що точність, 

принаймні чутливість, методу забезпечує метро-
логічне вимірювання. Проаналізуємо вимірю-
вання k (у точці � � 0 ), а для цього необхідно 
вивчити поведінку сигналу в цій області.

Поведінка вихідного сигналу в точках вимі-
рювання. Розглянемо вираз вихідного сигналу 
(5) в якому знаходиться інформація про початкову 
фазу сигналу uω  та інформація про поточний час, 
в сигналі uΩ . Умова � �� �  накладається для того, 
щоб точно визначати моменти часу коли амплі-
туда сигналу uω  дорівнює нулю. Частота сигналу 
заповнення (зчитування) повинна бути стабільна 
� � const , так як сигнал uΩ  прив'язаний до фази.

Для вимірювання часу використовується схема 
вимірювання часового інтервалу за кількістю 
лічильних імпульсів, які заповнюють цей про-
міжок часу. У формулі (5), а саме у вихідному 
сигналі, закладена інформація про початкову фазу 
і поточний час, що вимірюється за еталонною час-
тотою сигналу зчитування. Тому можна позбутися 
операції перетворення різниці фаз двох сигналів 
в тривалість прямокутного імпульсу і заповне-
ннями його імпульсами рахунку. Це дозволить, як 
буде наведено нижче, знизити похибку вимірю-
вання. Щоб підкреслити цю особливість сигнал uΩ   
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називатимемо сигналом заповнення. Сигнал 
рахунку та сигнал заповнення несуть інформацію 
про еталонний час. Однак у відомому методі [13] 
вимірюваний сигнал і сигнал рахунку незалежні. 
Підкреслимо ще раз те, що в запропонованому 
методі за рахунок перемноження вимірюваного 
сигналу і сигналу заповнення вихідний сигнал 
матиме жорсткий зв'язок між згаданими двома 
сигналами.

Вирази (5) являє собою биття двох сигналів 
з частотами � � �  і � � � . Графік цього сигналу 
подано на рис. 3. Проаналізуємо поведінку вихід-
ного сигналу в області зникнення uω , де вимірю-
ємо початкову фазу φ0 . Вираз (5) в області вимі-
рювання фази матиме вигляд:

u t u t tâèõ âèõ( ) sin� �� �0 0� � � .             (17)
В області вимірювання � � �� � ��t 0 1  вели-

чина мала, порівнянна з величиною похибки вимі-
рювання. Тому у виразі (5) sin φ  замінимо на φ .

У системі координат (16) перетворюється
u u Nâèõ âèõ � �� �0 0� � �sin .               (18)

З (18) видно, якщо початкова фаза низькочас-
тотного сигналу змінюється на ϕ, то початкова фаза 
вихідного сигналу збільшується в N разів, у сис-
темі координат ϕ. Відносно вимірюваного сигналу 
початкова фаза сигналу заповнення також в N разів 
більше і становить Nϕ0 . На рис. 4 (а, б, в, г, д) 
наведені сигнали uω  та uΩ  в області вимірювання 
залежно від часу для п'яти значень ϕ0  (N = 18; = 1):

 
Рис. 3. Залежність амплітуди вихідного сигналу uâèõ  від часу

 

Рис. 4. Залежність uâèõ   
від часу

 

Рис. 5. Залежність амплітуди вихідного сигналу 
в момент вимірювання початкової фази
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а) φ0 = 0°; 
б) N φ0 = 90° ( φ0  = 5°); 
в) N φ0 = 180° ( φ0  = 10°); 
г) N φ0 = 270° ( φ0  = 15°); 
д) N φ0 = 360° ( φ0  = 20°).
Положення всіх малюнків синхронізовано в часі, 

тому точки 1, 2, 3 (uΩ  = 0) займають одне й те саме 
положення. Точка 0 всіх графіках це точка, в якій 
вимірюється початкова фаза. Якщо графіки накрес-
лити в координаті Ωt, то вони будуть переміщатися 
в залежності φ0  від N раз швидше. При N φ0 = 0, 2π, 
4π…nπ залежність симетрична щодо точки (t = 0). 
Перші найближчі максимуми А1 і А2 позитивні 
й знаходяться на однаковій відстані між максиму-
мами сигналу заповнення Nϕ = 180°. Щодо цих мак-
симів вершини А1 і А2 зсунуті відповідно вліво та 
вправо на кут Nϕ = 26,25° (ϕ = 6,46°). Положення 
максимумів і мінімумів А1, А2, …, А5 щодо точок 
1, 2, 3 показано на рис. 4 (а, б, в, г, д). 

Точка 0 визначається з умови � �t � 0  �t N�� ��0 ,  
тобто точка, в якій вимірюється фаза φ0 . Увесь 
період сигналу uΩ  відповідає вимірюванню фази 
Δφ сигналу u

Nω

360  (у наведеному прикладі N = 18, 
Δφ = 20°). Таким чином, визначаючи положення 
точки 0 щодо точок 1, 2, 3 ми знаходимо ξ. 
Далі підставляючи ξ вираз (12), знаходимо 
початкову фазу φ0 . Похибка визначення Δφ 
визначається шумами системи.

На рис. 5 представлена залежність віднос-
ного значення амплітуди вихідної напруги 
uâèõ  від N у найближчих максимумах та міні-
мумах від точки 0.

При N φ0  → 360 ° зі збільшенням N φ0  
амплітуди у вершинах А1 і А2 наближа-
ється до +1, у точках А3, А4 і А5 наближа-
ється до -1.

На рис. 6 представлені залежності зсуву 
вершин А1, А2 ... фази φi  щодо моменту t = 0.  
Вершини праворуч від точки А1 (А2, А3, 
А4) зміщуються на значні відстані порівняно 
з точками, які розташовані зліва від вершини 
А1 (А5). З графіків видно, що N φ0  зміню-
ється на 360° ( φ0  = 20°). Переміщення вер-
шини А1, А2 відповідно (табл. 1) позначено 
значення переміщення вершини за фазою 
(щодо t = 0) при зміні N φ0  від 0° до 360°.

Максимальне переміщення вершини А2 
на кут Nϕ = 125º. Отже найбільш чутливу 
залежність, потрібно використовувати для 
вимірювання ξ.

Потенційна точність способу. Осно-
вну похибку при вимірі вносить складова 
2�

�
�
�

�

t
T

, що входить до (12). Для того щоб 

зменшити її, необхідно точніше знати момент часу 
проходження сигналу uω  через нуль, отже, збіль-
шувати частоту заповнення Ω. Тобто зменшувати 
крок квантування фази 360

�
�

. Якщо частота вимі-
рюваного сигналу 1 кГц, то досягнення похибки 
в 0,01º необхідно, щоб частота заповнення була 
36 МГц. Магнітооптичні модулятори на феритах 
ефективно працюють до 2 МГц.

Таблиця 1
Переміщення вершини за фазою

φi N φ1 N φ2 N φ3 N φ4 N φ5

Зміщення, 
град 30° 125° 80° 80° 12°

Підберемо частоту сигналу заповнення такою, 
щоб у (12) зникла складова ξ. Це можливо, якщо 
в моменти часу tñ  і tîï  епюра напруги відповідає 
рис. 4, а та рис. 4, д. У цих випадках вираз (12) 
перетворюється:

� �
�

�
�

�
�

0
0

2 2 2� � �
� �

�
�

n
t
T

n
'

,         (20)

де n n i' � � ; i – ціле число.
Частота Ω'  підібрана таким чином, щоб у вимі-

рюваний проміжок часу укладалося цілу кількість 
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Рис. 6. Залежність зсуву вершин



Том 34 (73) № 1 202362

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

періодів. Можна вибрати й інші частоти, для яких 
виконується умова (20)

2 2�
�

�
�

� �'
'n n�

��
�� ,

де n n i' ''� � .
Отже

n i'
'

'' '
�

�
�

� �
.                          (21)

Якщо � �'' '� , то i – ціле додатне число.
Чим більше додаткових періодів, тим більше різ-

ниця між частотами Ω'  і Ω'' . За виразом (21) можна 
визначити n, знаючи частоти Ω'  та Ω'' . Похибка 
у визначенні n повинна бути меншою, ніж одиниця.

Визначимо похибку Δn, продиференціювавши (21):

�
��

��
�

��
�

� �
n i�

�
�

�
�

�

�
�

�� �
�

' ''
'

'

''

'

'' ' 2 1 .           (22)

Вважаємо стабільність частоти генератора 
в межах вимірюваного діапазону незмінної 

��
�

��
�

��
�

'

'

''

'
� � .

З (22) знаходимо умову, коли �n � 1 .

2i
��
�

� �

� �
�

�'' '

'' '
.                    (23)

У виразі (23) ��
�

 – визначає стабільність час-
тоти генератора, � �'' '�  – діапазон, в якому змі-
нюється частота генератора у процесі вимірю-
вання. Реально � � � � �� � �� �' '' '' '  тому вираз 
(23) запишемо в наступному вигляді

2i
��
�

� �
�

�
�'' '

.                    (24)

У разі використання кварцового генера-
тора стабільність частоти якого ��

�
� �10 6  та  

i = 2,2·10-3 < � �
�

'' '� , що є реальним, тобто змі-
нювати відносну частоту еталонного генератора 
в межах 2,2·10-3 від несучої частоти, не зміню-
ючи частоту стабільності генератора, можна дійти 
висновку, що n визначена як підрахунком імпуль-
сів заповнення, а й у формулі визначаючи гра-
ничні частоти Ω'  й Ω''  у заданого i.

З (24) випливає, що збільшення i, тобто збіль-
шення кількості періодів TΩ  у виміряному інтер-
валі, ніяких імпульсів не дає. Зі збільшенням i 
необхідно збільшувати діапазон вимірювання 
частоти генератора в i  раз, а точність при цьому 
не збільшується.

Вплив шумів на точність вимірювання. 
У пропонованому методі оптоелектронний при-
йом радіосигналу (або електричного сигналу). 
Отже рівень шуму пов'язаний з дробовими 
шумами (фотоприймач) або генераційно-реком-
бінаційними (напівпровідниковий фотоприймач) 

шумами набагато більше теплових шумів і відно-
шення сигналу до шуму на виході фотоприймача 
визначається виразом (15, 16).

s
N

u
u u

A
Gd

Gd
c

ãð T

�
�

�
�� �

�� � � ��
�

2

2 2
2

4 2
0

2 2

0

1 2 2

1 2
�

�

�

sin

cos1- 1-2Gd ��
�

,  (25)

де uc , uãð , uT  – напруги, створювані сигналом, 
генераційно-рекомбінаційними та тепловими 
шумами відповідно; Gd – поляризаційний дефект 
оптичного каналу (насамперед визначається поля-
ризаційним дефектом призм); А – стала вели-
чина, що залежить від швидкості рекомбінації, 
рухливості носіїв, прозорості оптичного каналу.  
Δ – похибка у визначенні кута площини поляри-
зації; Θ0 – кутова амплітуда коливань площини 
поляризації світлового променя. При Gd → 0 (під-
вищення якості оптичного каналу прозорості та 
деполяризації променя).

Θ0 → 0 та s
N

→ s
N

A
Gd

�
�
�

�
�
� �

�
max

0

22� .

Якщо враховувати теплові (темнові) шуми, то від-
ношення s

N
 буде рівним. У такому разі при Gd ~ 0:

s
N

A
Gd

u Gd GdT

�
�� �

� � � �� �
�

�
�

2
2

0
2

0

1 8 2

1 2 1 6 2

sin

[ cos ]'
.

При оптимальному куті розкачки Θ0 рівним 
cos '2 1 2 80

2� � � �u GdT .
Відношення сигналу до шуму буде максималь-

ним і рівним:

s
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A
u Gd

u u Gd Gd
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T T
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2 2 8
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При uT' 2 << 1, uT' 2 << 2 82u GdT
' + , отримаємо:

s
N

A
u Gd

u Gd Gd
T

T

�
�
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2

2 2 8

2 8 4
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'
.

Слід зазначити, що якщо не враховувати 
теплові шуми uT' 2 , то відношення s

N
�
�
�

�
�
�

max

 збіга-
ється з роботою (15).

Якщо оптичний канал є ідеальним Gd = 0, то
s
N

À
u

u u
AT

T T

�
�
�

�
�
� �

�max

� �2
2

2 2

22 2

2
2

'

' '
~ .

При куті розкачки sin '2
0

22 2 2� � uT .
Слід пам'ятати, що менший кут розкачки, тим 

більше відношення s
N

.
Як було зазначено вище, максимуми А1 і А2 

з'являються за умови Nϕ = 116,5ϕ (ϕ = 0). Отже 
� �

116 5,
N , φ – це відхилення від φ0  тобто похибка 

вимірювання. Зв'язок φ з Δ визначається виразом
� �� � �� � �0 0 0

116 5
� � ��ku

N
, .
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Таким чином, величина N визначається з умови, 
коли А1 і А2 будуть за величиною більше шуму

s
N

AF u GdT� � � �2
0

2 1, ,� �� .
Найбільш точно постійна А визначається екс-

периментально. Чутливість (і точність) фотопо-
ляриметрів варіюється в межах від однієї секунди 
до сотих (і якщо є необхідність до градусів). Від-
повідно до формули

s
N

A� �2 .

Постійну А можна завжди визначити експери-
ментально, вимірюючи Δ. Знаючи Δ обчислюємо 
�

�
�

�
� �

�
360
2 0

 (зазвичай �0 10� ~  ).
Якщо чутливість поляриметра ∆ = 1ϕ, то  

Δφ = 0,0017°, при ϕ = 6″, Δφ = 0,01°, а при ∆ = 1′, 
Δφ = 0,1° тощо. Для вимірювання фази електрич-
ного сигналу це прийнятні результати.

Загалом, прирівнюючи s
N

= 1, знаходимо 
похибку визначення фази

�
�

�
�

�
58 8

0

,

À
.

Знаючи чому дорівнює Δφ, можна визначити N 
виходячи з таких міркувань

� �� �t � .

Отже, � �� �t �  або 2�
� �

�

�
�

�

� � �
T
T

N .

У граничному випадку Nmax дорівнюватиме

N

A

Amax � � � �
2 360

360
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Таким чином, для фотополяриметра з чутли-
вістю по Δ 1΄΄ (0,0017), 6΄΄ (0,01), Nmax відповідно 
дорівнює 2,12·105, 36·103, 36·102, а якщо з точ-
ністю до 1° – 360°.

Блок схема приладу. На рис. 7 представлена 
блок-схема вимірювача фази на базі магнітооптич-
ного оптрона (фотополяметричного фазометра).

Сигнал uω  з вимірюваною початковою фазою 
подається на оптрон 2 (магнітооптичний помно-
жувач амплітуд), на який також подається сигнал 
заповнення від генератора сигналу заповнення 3. 
Сигнал заповнення подається на оптрон 6 разом 
з опорним сигналом від генератора опорного сиг-
налу 8 через керований фазообертач 9. Початкова 
фаза опорного сигналу фазообертачем 9 зсувається 
таким чином, щоб на виході оптрона був вихід-
ний сигнал, що відповідає епюрі представленої на 
рис. 4, а, що відповідає нульовій різниці фази опо-
рного сигналу та сигналу заповнення. Цей момент 
фіксується вимірювачем опорного сигналу 7, для 
цього сигнал подається для управління фазовим 
зсувом опорного сигналу фазообертач 9.

Діапазон виміру фазового зсуву не перевищує 
дискретності кроку (кванта) виміру фази 2 360�

N N

�

�
�

�

�
� .  

У цей момент вимірювач опорного сигналу 7 
відкриває лічильник вимірювання кількості дис-
кретних кроків фази. Вимірювач вимірюваного 
сигналу аналізує через оптрон 2 вимірюваний 
сигнал, реєструючи момент закінчення дискрет-
них кроків, і подає сигнал закриття лічильника 4 
від сигналу заповнення. Крім того, вимірювач 
опорного сигналу 7 видає інформацію про вели-
чину додаткової фази ξ, що залишилася після дис-
кретної лічби. 

Суматор 5 вважає кількість дискретних порцій 
фази та складаючи їх зі значенням додаткової 
фази ξ видає значення вимірюваної фази φ0 . Для 
дослідження роботи блок-схеми фотополяметрич-
ного фазометра, можна використовувати пакет 
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Рис. 7. Блок-схема фотополяриметричного фазометра
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System Identification Toolbox, який використову-
ється для систем керування та обробки сигналів 
у часовій та частотній області [17].

Алгоритм роботи фотополяметричного 
фазометра. Відповідно до викладеної вище тео-
ретичної бази та розробленої блок-схеми приладу 
(рис. 7), складемо алгоритм роботи фотополяме-
тричного фазометра (рис. 8).

У блоці 1 відбувається обнулення початкової 
фази опорного сигналу φîï  через фазообертач 9, 
вмісту n  лічильника 4, додаткової фази (початко-
вої фази сигналу заповнення) ξ , значення вимі-
рюваної фази вимірювачем 3 �� .

Блок 2 ілюструє генерацію опорного сигналу та 
сигналу заповнення генераторами 1 та 8 (рис. 7).

У блоці 3 проводиться завантаження сигналу 
з вимірюваною фазою U ω .

Блоки 4 та 5 показують множення сигналів 
оптронами 2 та 6 (рис. 7).

Блок 6 здійснює вимірювання різниць фаз: 
опорного сигналу ��îï  та сигналу заповнення 
вимірювачем опорного сигналу 7; вимірюваного 
сигналу та сигналу заповнення ��  вимірювачем 
вимірюваного сигналу 3.

Блок 7 здійснює порівняння поточної різниці 
��îï  з кроком зміни різниці фаз 2π

N
.

У разі, якщо ��îï �
2�
N

, у блоці 8 відбувається 
збільшення значення фази опорного сигналу на 
величину 2π

N
 (додатковий поворот фази фазоо-

бертачем 9), а в блоці 9 збільшення вмісту лічиль-
ника 4 на 1.

Коли ��îï �
2�
N

, у блоці 10 визначається додат-
кова фаза ξ дорівнює поточній різниці фаз опо-
рного сигналу і сигналу заповнення.

Блок 11 ілюструє роботу суматора 5 який про-
водить підсумовування значень додаткової фази ξ	
та вимірюваної фази ��  та обчислює вимірювану 
початкову фазу сигналу. Далі цикл виміру повто-
рюється.

Висновки. Застосування цього методу дозво-
лить створювати прилади дуже високої точності, 
зокрема, на інфра- та низькому радіочастотному 
діапазонах. Це відкриє широке застосування для 
створення далекомірів, пеленгаторів, фазообер-
тачів, аналізаторів спектру для використання 
в нових технологіях. Пропонований метод буде 
конкурентоспроможним методом множення час-
тоти за чутливістю та може широко використо-
вуватися у цифровій та обчислювальній техніці 
[5, 6, 11, 18, 19, 20].
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Рис. 8. Алгоритм роботи фотополяметричного 
фазометра
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Sibruk L.V., Slobodian O.P., Yenchev S.V. METHOD AND DEVICE FOr MEASurING 
THE INITIAL PHASE OF A HArMONIC rADIO SIGNAL BASED 
ON A MAGNETO-OPTICAL TrANSDuCEr

The process of development of radio engineering devices and telecommunications over the past thirty 
years is closely connected with the growth of technologies, unprecedented in terms of pace and scale, in 
all spheres of human activity. According to the analysis, there is a problem that hinders the development of 
technology, signal spectrum conversion, signal measurement and processing, in particular, in the nodes of 
radio devices in which nonlinear elements and their characteristics are not sufficiently studied. One of these is 
an urgent scientific problem, which consists in the development of a method that makes it possible to measure 
the initial phase of a harmonic radio signal by developing methods for implementing such operations using 
a magneto-optical converter based on the Faraday effect. Analytical dependences describing the operation 
of the magneto-optical converter are analyzed. It is established that its hardware function has the property of 
signal multiplication. Based on this property, a method for measuring the initial phase of a harmonic radio 
signal and the design of a photopolarimetric phase meter are proposed. The phase measurement error was 
determined by the proposed method. The behavior of the output signal at the measurement points has been 
studied. The dependence of the amplitude of the output signal at the time of measurement of the initial phase 
is established. The potential accuracy of the proposed method is analyzed. To increase the accuracy, it is 
necessary to increase the signal filling frequency, that is, the phase quantization step. The effect of the noise level 
on the measurement accuracy is studied. The noise level is associated with fractional noise (photodetector) or 
generation-recombination (semiconductor photodetector) noise much more than thermal noise, a polarization 
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defect of the optical channel. A block diagram of a photopolarimetric phase meter is proposed. According to 
the above theoretical studies and the developed block diagram of the device, an algorithm for the operation of 
a photopolometric phase meter was compiled. The application of this method will make it possible to create 
devices of very high accuracy, in particular, in the infrared and low radio frequency ranges. This will open 
wide application for the creation of rangefinders, direction finders, phase shifters, spectrum analyzers for use 
in the latest technologies.

Key words: initial phase, radio signal, magneto-optical converter, method, device.
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ІННОВАцІйНІ ТЕНдЕНцІЇ ПІдВИЩЕННя РІВНя ЖИТТя людЕй

У статті розглядаються інноваційні тенденції підвищення рівня життя людей завдяки впрова-
дження в їх побут технологій Інтернету речей, що об’єднує інтелектуальні системи та пристрої, вимі-
рювальні установки, датчики та виконавчі механізми, які здатні взаємодіяти між собою через існуючу 
інфраструктуру Інтернет. Застосування технології Інтернет речей дозволяє підвищити рівень автома-
тизації. На прикладі розробленої системи проаналізовано переваги та недоліки інтелектуальної будівлі, 
рішення забезпечення комфортності людей, безпеку та охорону будівлі, ресурсо- та енергозбереження.

В статті акцентується, що Інтернет речей, впроваджений у повсякденне життя, є однією із 
основних тенденцій, що пропонує нові стандарти проживання та націлена на підвищення добробуту 
і комфортності людей.

Сучасний етап автоматизації побуту людей вимагає новітніх технологій та розробки нових інно-
ваційних організаційно-економічних інструментів.

Розроблена система автоматизації домашнього побуту людей дає можливість розпізнавати кон-
кретну ситуацію, що виникає в будівлі та контролювати функціонування інших систем за рахунок 
потоку інформації та розробленого алгоритму. Глобалізація, інтернетизація та інтелектуалізація є 
основою сучасної тенденції щодо автоматизації побуту людей для підвищення їх добробуту та зруч-
ності, зменшення часу на повсякденну роботу. 

Існуючі системи, які забезпечують високий рівень безпеки і низький рівень енергоспоживання є 
дорогими і, як правило, не забезпечують достатню енергоефективність.

Проведено дослідження розробленої системи домашньої автоматизації з метою проведення необ-
хідного налаштування складових установки, визначення можливості використання даних рішень та 
рівень ефективності впровадженні системи в побут людей.

Проаналізовано проблеми захисту інформації системи, адже така система може стати доступ-
ною для кіберзлочинців, які отримавши доступ до конфіденційної інформації, одержать доступ в керу-
ванні системою, внаслідок чого можуть завдати великої шкоди.

Ключові слова: ІоТ-технології, домашня автоматизація, система керування.

Постановка проблеми. З розвитком цифро-
вих пристроїв побут людей з кожним днем вдо-
сконалюється. Системи домашньої автоматизації 
стрімко впроваджуються в усьому світі [1, 2]. 
Якщо донедавна поняття «розумний дім» це була 
часткова автоматизація побутових технологічних 
процесів, то насьогодні в дане поняття входять 
такі технології як енергозбереження, обслуго-
вування, захист, організація та формування еко-
номного, зручного, екологічного, комфортного 

житла людей. Так як кожна людина після важ-
кого робочого дня хоче прийти у затишну оселю, 
де можна відпочити, насолодитися життям, а не 
перейматися повсякденними побутовими про-
блемами, такі як утеплення та опалення будівлі, 
кондиціонування, зволоження або осушення пові-
тря, а також пошуками засобів з економії електро-
енергії. На сучасному етапі автоматизації побуто-
вого простору вимагається застосування новітніх 
проривних технологій та розроблення інновацій-
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них організаційно-економічних інструментів, що 
спрямовані на забезпечення комфортності людей 
та створення нових засад для їх соціально-еконо-
мічного розвитку. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Зна-
чний внесок у розвиток сучасних інтелектуальних 
будинків внесли такі науковці як: Роганов М.Л., Пар-
хоменко А.В., Туленков А.В., Соколянський О.В.,  
Залюбовський Я.І. та інші, які застосувавши інфор-
маційно-комунікаційні технології досягли над-
звичайно високих результатів. Задорожна Ю.А.  
ретельно охарактеризувала вплив Інтернету речей 
на автоматизацію побуту та підвищення рівня 
комфортності людей. Багато науковців, напри-
клад, Одаренко Р.С., Пробита Д.М., Третяк І.В. 
вважають, що Інтернет речей давно перестав 
бути концепцією. Тепер цей цікавий і перспек-
тивний технологічний тренд активно втілюється 
в життя [3, с. 107]. Сучасні технології настільки 
стрімко розвиваються, що вже не задовольняють 
потреби суспільства. Перед вітчизняними так 
і зарубіжними науковцями підвищення комфорт-
ності людей залишається відкритим питанням. До 
сьогоднішнього дня немає стабільної методики 
інтелектуалізації, централізації та автоматиза-
ції побутового простору. А також немає чітких 
рекомендацій з використання програмних про-
дуктів для підтримки всіх етапів життєвого циклу 
системи [4, с. 101], але попит породжує пропо-
зиції [5, с. 153], так як сучасне життя висуває 
нові додаткові вимоги [6], а інновації вирішують 
широкий спектр питань, які розраховані на якісні 
зміни [7, с. 211], тому це питання на разі залиша-
ється актуальним та затребуваним. 

Мета дослідження – розглянути основні тен-
денції вдосконалення житлово-побутових умов 
людей для забезпечення їх життя більш комфорт-
ним та зручним.

Виклад основного матеріалу. Новітні техно-
логії впроваджуються не тільки в промислових 
і сільськогосподарських господарствах, але остан-
нім часом знайшли широке застосування в домаш-
ньому побуті. Одним з таких, відносно нових, явищ 
є впровадження технології інтернету речей (Internet 
of Things) [8, с. 161], скорочено IoT, що є одним із 
найбільш ефективних інструментів у досягненні 
нового рівня цифровізації [9, с. 142] і представ-
ляє собою міжмережеву взаємодію фізичних при-
строїв, транспортних засобів, будівель й інших 
предметів, забезпечених електронікою, програм-
ним забезпеченням, датчиками, актуаторами 
і мережевим підключенням [10, с. 116], які дають 
можливість цим інтелектуальним пристроям гене-

рувати, збирати, обробляти і передавати відповідну 
інформацію, інтегруючи через комп’ютерну сис-
тему завдяки мережі Інтернет.

Тобто основною тенденцією створення ком-
фортного життя людей є впровадження іннова-
ційних рішень у їх побут. Саме завдяки Smart-
технологіям, які активно проникають в усі сфери 
життєдіяльності суспільства, можна досягти 
неймовірного розвитку побутового простору, 
що приводить до того, що спроектована будівля 
спроможна самостійно приймати рішення в кож-
ній конкретній ситуації відповідно до змінюю-
чих умов. Технології Інтернет речей поступово 
стають невід’ємною частиною нашого життя не 
тільки в побуті, а й в промисловості, енергетиці, 
економіці, сільськогосподарському виробництві 
і інших установах.

Сучасне «розумне» електрообладнання, теле-
комунікаційні, інформаційні та обчислювальні 
технології вдосконалюють процеси та їхні сис-
теми керування, які наділяються новими можли-
востями, а тим самим роблять їх ефективними, 
надійними, безпечними, спроможними економити 
електроенергію, що на сьогоднішній день так не 
маловажно [11, с. 79]. 

На сьогодні розроблено багато різноманітних 
систем домашньої автоматизації. Але існуючі на 
ринку системи, які забезпечують високий рівень 
безпеки і низький рівень енергоспоживання, 
є дорогими [12, с. 58], тим більше більшість 
виробників в своїй продукції не передбачають 
такої функції, як енергоефективність.

Тому враховуючи всі фактори на базі ІоТ тех-
нологій розроблено систему керування техноло-
гічними процесами житлової будівлі (рис. 1), де 
конвергуються такі концепції, як глобалізація та 
інтернетизація, що забезпечує керування наступ-
ними системами:

– створення оптимального мікроклімату;
– керування освітленням;
– управління побутовою технікою;
– керування електромережою;
– відеоспостереження та охорони;
– розваги;
– водопостачання.
Саме при використанні ІоТ, житлове примі-

щення перетворюється на систему, яка набуває 
здатності розпізнавати конкретні ситуації, що від-
буваються в будинку, і відповідним чином на них 
реагувати [13, с. 199]. 

Система містить інтелектуальні пристрої та різ-
ного роду реле, наприклад, фірми Sonoff. Частину 
«розумних» реле самостійно розроблено та виго-
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товлено на базі багатофункціональної мікропро-
цесорної плати NodeMCU. Такі реле, порівняно 
з реле типу Sonoff, виконують набагато більше 
функцій, дешевші і мають можливість підключа-
тися до резервної WiFi точки в разі недоступності 
головної WiFi мережі, оскільки при створенні 
прошивки, тобто написанні коду, можна запрогра-
мувати різні додаткові та корисні функції.

Сходинкою в еволюції [14] системи є підклю-
чення до соціальної мережі. Інтелектуальні при-
строї, установки та виконавчі механізми, які під-
лягають керуванню підключаються до єдиної 
системи, що дозволяє обмінюватися інформацією 
в режимі реального часу. Тобто кожний пристрій 

ідентифікується через вбудовану в нього обчис-
лювальну систему. Ці взаємопов’язані пристрої 
мають можливість зчитування та приведення в дію, 
функцію програмування та ідентифікації, а також 
дозволяють мінімізувати участь людини, за раху-
нок використання інтелектуальних інтерфейсів 
[15, с. 84]. Розроблена система дозволяє керувати 
всіма інтелектуальними пристроями, з викорис-
танням віртуальної приватної мережі-VPN, дис-
танційно за допомогою смартфона, персонального 
комп’ютера, планшета та смарт-годинника через 
мережу Інтернет, яку ще називають глобальною 
інформаційною мережею (рис. 2). Налаштування 
системи виконується за допомогою бездротових 

 

Рис. 1. Основні складові систем розробленої системи керування технологічними 
процесами житлової будівлі
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або жорстких систем. Зазвичай підключаються 
всі смарт-пристрої через спеціально розроблені 
для Інтернет речей протоколи: MQTT, zigBee, 
Bluetooth, XMPP, DDS, AMQP, LwM2M. А також, 
для обміну інформацією між системою, датчиками, 
реле та іншими сервісами використовується інтер-
фейс прикладного програмування API - Application 
Programming Interface (рис. 3).

В якості безпровідного приймально-переда-
вального елементу використано мережевий марш-
рутизатор, що підтримує мережеву структуру з ІР 
відеокамерою та забезпечує зв’язок через мережу 
Інтернет з Web-сервісом у хмарному сервері 
[4, с. 103] та zigBee міст, для зв’язку між при-
строями які працюють через мережевий протокол 
zigBee.

Всі «розумні» пристрої, окрім пристроїв, що 
розроблені та виготовлені власноруч, керуються 
за допомогою додатку eWeLink, який доступний 
для Android і iOS. Програму можна завантажити 
для iOS в App Store, а для Android в Google Play. 
Синхронізується статус пристроїв в режимі реаль-
ного часу, в додатку Timing-Set доступні для вста-

новлення різноманітні таймери, тобто таймери 
зворотного відліку для ввімкнення та вимкнення 
у зазначений час. А також підтримується голо-
сове керування та інтеграція з сервісами Amazon 
Alexa, Google Home. Так, як в додатку eWeLink 
недостатня функціональність, для створення 
повної автоматизації та обмежена кількість сер-
вісів для інтеграції з іншими пристроями, тому 
розгорнуто сервер, на якому запущено систему 
Home Assistant, доступ до цієї системи можливий 
в локальній мережі та через інтернет. Для доступу 
через інтернет за допомогою сервісу zeroTier 
налаштовано приватну віртуальну мережу, тобто 
VPN. Перевага віртуальної приватної мережі 
в тому, що така мережа має надійний кіберзахист, 
оскільки приховує від кіберзлочинців весь трафік 
та з’єднання з системою. 

Для збирання інформації, відслідковування за 
процесами та моніторинку історії усіх керованих 
показників розроблена система укомплектована 
рядом різноманітних датчиків, а саме:

– освітлення, що вмикає освітлювальні при-
строї з настанням сутінок при 5–10 люкс., при 

 

Рис. 2. Керування інтелектуальними пристроями через мережу Інтернет

 

Рис. 3. Робота АРІ
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необхідності можна контролювати освітленням 
в реальному часі;

– датчик руху, що дозволяє вмикати освітлення 
при виявленні в приміщенні руху;

– датчики температури, що контролюють тем-
пературу в приміщеннях і зовнішнього серед-
овища;

– датчики вологості, що контролюють воло-
гість в приміщеннях;

– датчик тиску.
Система дозволяє, при необхідності, вимикати 

будь-який із датчиків і відповідно управління 
виконавчими механізмами виконується в ручному 
режимі. Система може працювати за прописа-
ними алгоритмами (сценаріями, скриптами та 
автоматизаціями).

Досліджуючи розроблену систему з метою 
налагодження і її експлуатації було проведено 
аналіз і обробку результатів експериментальних 
даних в режимі реального часу з огляду на кон-
кретну ситуацію для виявлення слабких сторін, 
визначено ефективності впровадження автома-
тичної системи керування електропристроями 
житлового будинку, досліджено її роботу з метою 
проведення необхідного налаштування складових 
установки, досліджено перехідні процеси з дис-
танційним керуванням.

Фактично це апаратно-програмна система, яка 
здатна забезпечити:

– гнучкість, що дозволяє перелаштовувати сис-
тему в залежності від конкретної ситуації;

– широкі межі керування;
– контролювання керованих параметрів, що здій-

снюється за допомогою різноманітних датчиків;
– багатофункціональність, що систематизує 

прописуванню різноманітних сценаріїв;

– моніторинг історії всіх контролюючих величин;
– в автоматичному режимі збір та обробку 

інформацій про енергію, потужність і інші пара-
метри, що мінімізує витрати з метою підвищення 
ефективності;

– в рамках надійності передбачено самовіднов-
лення та самодіагностування системи;

– зручне керування, що виконується дистан-
ційно з персонального комп’ютера або смартфона;

– стабільність роботи, тобто вихід з ладу будь 
якого пристрою не впливає на роботу всієї сис-
теми;

– забезпечення безпеки та охорони будинку.
Система представляє собою постійний потік 

інформації між користувачем та інтелектуаль-
ними пристроями, виконавчими механізмами та 
іншими предметами, що забезпечені цифровою 
системою (рис. 4).

Користувач на блок інтерфейс користувача 
подає запит на зміну режиму роботи, цей сфор-
мований запит на встановлення режиму роботи 
передається на блок локального серверу, де про-
ходить генерування, збір, обробка і передача від-
повідної інформації та запитів. Блок локального 
серверу через блок комутації інтелектуальних 
пристроїв безперервно взаємодіє з інтелектуаль-
ними пристроями, одержуючи інформацію про їх 
стан і роботу та надсилаючи запити на встанов-
лення відповідних режимів роботи. Блок кому-
тації інтелектуальних пристроїв безпосередньо 
контролює роботу інтелектуальних пристроїв та 
надає команди на ввімкнення чи вимкнення від-
повідного пристрою та збирає інформацію про їх 
стан. Вся інформація про стан пристроїв та сис-
теми з блоку локального серверу моніториться на 
панелі керування, які спеціально розроблені на 

 

Рис. 4. діаграма потоку інформації
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персональному комп’ютері чи смартфоні корис-
тувача (рис. 5).

В будь-який момент часу можна вивести на 
екрані керування пристроями, показники з датчи-
ків в реальному часі, а також можна переглянути 
історію будь-якого контролюючого показника 
(рис. 6). Тобто функціональність системи забезпе-
чується інформаційно-комунікаційними техноло-
гіями, реалізація яких дозволяє:

– зменшити витрати електроенергії;
– забезпечити високу ступінь захисту;
– розширити номенклатуру контролюючих 

і виконавчих пристроїв.
Питання енергозбереження на сьогоднішній 

день дуже важливе. За допомогою розробленої 
системи автоматизації домашнього побуту можна 
економити витрати електроенергії за рахунок:

1. Адаптування освітлення в залежності від 
умов дня;

2. Використання освітлення тільки за потреби;
3. Адаптування опалення та охолодження при-

міщень, тобто зменшення потужності наванта-

ження при відсутності людей в будівлі, або в ніч-
ний час;

4. Використання альтернативних джерел енер-
гії (сонячні панелі або вітрогенератори), тобто 
розроблена система має можливість вибирати 
в який час можна використовувати вироблену 
енергію, а коли енергію з мережі;

5. Використання приладів тільки за потреби;
6. Використання електроенергії переважно 

в нічний час, коли її тариф дешевший.
Актуальність розробленої системи проявля-

ється в тому, що передбачено керування голосо-
вими командами, що підвищує рівень автоматизації 
побутового простору розширюючи його функції.

Розроблена система надійно забезпечує без-
пеку житлової будівлі від непередбачених обста-
вин, а також від злодіїв. Для цього передбачені 
наступні компоненти: камера відеоспостере-
ження; датчики руху; датчик входу; датчик роз-
биття скла; сигналізація; клавіатура (для контр-
олю сигналізацією); детектор диму та чадного 
газу; датчик витоку води.

 

Рис. 5. Керування розумними пристроями
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Наприклад, при проникненні невідомої особи 
в будівлю система блокує вікна і двері, спрацьовує 
сигналізація і подається інформація про проник-
нення на смартфон користувача, камера відео-спо-
стереження постійно записує відео на відеореєстра-
тор та хмарне сховище, при необхідності може 
надсилати з камери фотографії та короткі фрагменти 
відео користувачу, коли під час охорони спрацював 
будь-який датчик руху, датчик входу чи датчик роз-
биття скла. При появі диму в будівлі чи пожежі сис-
тема при потребі може автоматично вмикати венти-
ляцію та за допомогою електроприводу відкривати 
вікна/двері, а також відправляється інформація, яка 
поступає на всі пристрої користувачів (персональ-
ний комп’ютер, планшет, смартфон, смарт-годинник 
та навіть може відображатися в системі автомобіля), 
у випадку затоплення будівлі автоматично перекри-
вається загальний кран водопостачання, а сигнал 
про аварійну ситуацію поступає на пристрій корис-
тувача, наприклад на смартфон. Якщо виникла ситу-
ація, що господар забув закрити вікно, або залишив 
його відчиненим для провітрювання приміщення то 
при зміні погодних умов вікно закривається за допо-
могою електроприводу. Користувач незалежно від 
його географічного розташування може переглядати 
історію будь-якого з пристроїв та вносити зміни 
в керуванні цими пристроями (рис. 7).

До недоліків системи можна віднести склад-
ність в налаштуванні, оскільки дуже часто при-
строї програмуються і сама система налаштову-

 

ється за допомогою кількох мов програмування та 
низький рівень захисту деяких пристроїв при під-
ключенні до мережі Інтернет, оскільки пристрої 
системи постійно збирають і обробляють інфор-
мацію про навколишнє середовище, то вони в кін-
цевому результаті можуть бути небезпечними для 
користувача. Фундамент безпеки інтернету речей 
складається з чотирьох частин: безпека зв’язку, 
захист пристроїв, контроль пристроїв і контроль 
взаємодії в мережі [16]. На даний час вже існу-
ють деякі правила та засоби для підвищення та 
встановлення надійного кіберзахисту системи від 
зловмисників. Науковці активно працюють над 
питаннями захисту системи від різноманітних 
атак, що спрямовані на порушення обміну даних 
між пристроями та відмову в обслуговуванні.

Висновки. Розроблена система реалізуючи 
інформаційно-комунікаційні технології вирішує 
найважливішу проблему сьогодення, як енер-
гозбереження, підвищення енергоефективності, 
створення комфорту побутового простору. 

За рахунок ІоТ технологій система працює як 
єдиний злагоджений механізм і відноситься до 
більш високого класу кіберфізичних систем, що 
містить в собі інтелектуальні пристрої з вбудова-
ними сенсорами та програмним забезпеченням.

А саме головне, що розроблена система авто-
матизації домашнього побуту набагато дешевша, 
та може виконувати значно більше функцій, аніж 
ті, що пропонуються відомими фірмами.

Рис. 6. графіки історії показників:
а) напруги; б) температури; в) вологості
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Haidukevych S.V., Semenova N.P. INNOVATIVE TENDENCIES IN IMPrOVING THE STANDArD 
OF PEOPLE'S LIVING

The article examines innovative trends in improving the standard of living of people thanks to the 
introduction of Internet of Things technologies into their lives, which unites intelligent systems and devices, 
measuring devices, sensors and executive mechanisms that are able to interact with each other through the 
existing Internet infrastructure. Application of the Internet of Things technology allows to increase the level 
of automation. Using the example of the developed system, the advantages and disadvantages of an intelligent 
building, solutions for ensuring people's comfort, safety and security of the building, resource and energy 
saving are analyzed.

The article emphasizes that the Internet of Things, introduced into everyday life, is one of the main trends 
that offers new standards of living and is aimed at improving people's well-being and comfort.

The modern stage of automation of people's lives requires the latest technologies and the development of 
new innovative organizational and economic tools.

The developed home automation system of people makes it possible to recognize a specific situation that 
occurs in the building and control the functioning of other systems due to the flow of information and the 
developed algorithm. Globalization, Internetization, and intellectualization are the basis of the modern tendency 
to automate people's lives to increase their well-being and convenience, and reduce time spent on daily work.

Existing systems that provide a high level of security and a low level of energy consumption are expensive 
and, as a rule, do not provide sufficient energy efficiency.

A study of the developed home automation system was carried out in order to carry out the necessary 
adjustment of the components of the installation, to determine the possibility of using these solutions and the 
level of efficiency in the implementation of the system in people's lives.

The problems of system information protection are analyzed, because such a system can become available 
to cybercriminals who, having gained access to confidential information, gain access to system management, 
as a result of which they can cause great damage.

Key words: IoT technologies, home automation, control system.
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СИСТЕМА ПІдТРИМКИ ПРИйНяТТя РІшЕНь 
ПРО МОЖлИВІСТь ВАКцИНАцІЇ ВІд COVID-19

Проведений огляд відомих систем підтримки прийняття рішення про вакцинацію від COVID-19 пока-
зав, що інструменти підтримки прийняття рішення про можливість вакцинації від COVID-19 наразі 
відсутні. Хоча відомі системи мають чималий потенціал для галузі охорони здоров’я та в боротьбі з 
пандемією COVID-19, але ці системи не враховують правових норм жодної країни і не забезпечують 
формування висновку про можливість вакцинації від COVID-19 на основі наявних правових норм.

В статті проведено моделювання процесу підтримки прийняття рішення про можливість вакци-
нації проти COVID-19, яке є теоретичним підґрунтям для формування опитувальника для збору інфор-
мації про людину, яка планує вакцинуватись, для організації аналізу відповідей цієї людини, а також 
для підтримки прийняття рішення про можливість вакцинації проти COVID-19.

Розроблено опитувальник для визначення протипоказань до вакцинації проти COVID-19 з враху-
ванням чинних правових норм України, а також розроблено правила для аналізу відповідей на питання 
для визначення протипоказань до вакцинації проти COVID-19. Розроблені правила дають можливість 
сформувати множину медичних діагнозів-протипоказань людини, для якої визначаються протипока-
зання до вакцинації від COVID-19, які є підставами для прийняття рішення про можливість або про-
типоказання до вакцинації від COVID-19.

Спроектовано систему підтримки прийняття рішень про можливість вакцинації від COVID-19, 
згідно із якою людина, яка планує вакцинуватись, автоматично та безкоштовно може визначити 
можливість або протипоказання до вакцинації від COVID-19 на основі чинних в Україні правових норм, 
тобто може самостійно прийняти обґрунтоване рішення щодо вакцинації від COVID-19. Наразі про-
понована система підтримки прийняття рішень про можливість вакцинації від COVID-19 базується 
на чинних правових нормах України, але її можна адаптувати до правових норм будь-якої іншої країни 
шляхом проведення аналізу цих правових норм, доповнення або зміни опитувальника, а також доповне-
ння та зміни правил для аналізу відповідей на питання опитувальника для визначення протипоказань 
до вакцинації від COVID-19. 

Ключові слова: вакцинація від COVID-19, можливість вакцинації від COVID-19, протипоказання до 
вакцинації від COVID-19, опитувальник для визначення протипоказань до вакцинації проти COVID-19, 
система підтримки прийняття рішень про можливість вакцинації від COVID-19.

Постановка проблеми. Проблема забез-
печення автоматизованої підтримки прийняття 
рішень у галузі охорони здоров’я стає все більш 
актуальною зі збільшенням інформаційного 
навантаження на лікаря, розвитком комп’ютерних 
технологій. Системи підтримки прийняття клі-
нічних рішень надають особам, які приймають 
рішення, функціональні можливості для викорис-
тання різноманітної інформації, яка є підґрунтям 
для прийняття рішень. Саме системи підтримки 
прийняття клінічних рішень можуть допомогти 
пом’якшити тиск, який відчувають працівники 

галузі охорони здоров’я, звести до мінімуму ймо-
вірність лікарських помилок і допомогти надати 
ефективну допомогу незалежно від поточного 
навантаження на медичний заклад. Система під-
тримки прийняття клінічних рішень значно еко-
номить гроші, час і репутацію медичного закладу 
та його співробітників [1, 2].

З початку 2020 року галузь охорони здоров’я 
зіткнулась із серйозним викликом – пандемією 
COVID-19, яка спричиняє чималу смертність 
населення, а також руйнує економіку країн світу. 
Найбільш дієвим інструментом для стримування 



77

Інформатика, обчислювальна техніка та автоматизація

пандемії стала вакцинація проти COVID-19. 
Проте висока швидкість виготовлення вакцин 
та їх прискорене схвалення, погана апробація 
та слабкі лабораторні дослідження вакцин, від-
сутність даних клінічних випробувань щодо без-
пеки та ефективності вакцин, погане самопо-
чуття в багатьох людей після отримання вакцини, 
невідомі наслідки вакцинації для здоров’я в дов-
гостроковій перспективі, невизначеність щодо 
ефективності проти різних штамів COVID-19, 
неадекватна інформація та презентація вакцинації 
в соціальних мережах – фактори, які гальмують 
вакцинацію населення і ускладнюють прийняття 
рішення про можливість вакцинації від COVID-
19, особливо для людей з хронічними захворю-
ваннями, незважаючи навіть на високий рівень 
смертності. При прийнятті рішення про можли-
вість вакцинації від COVID-19 українцям варто 
знати медичні протипоказання та застереження 
щодо вакцинації, встановлені чинним законодав-
ством України (медичні протипоказання та засте-
реження описані авторами у [3].

Отже, при прийнятті рішення про можливість 
вакцинації від COVID-19 людина може само-
стійно вивчити відповідні законодавчі акти і при-
йняти таке рішення або звернутись до сімейного 
лікаря, який знов-таки повинен володіти нормами 
закону і взяти на себе відповідальність прийняти 
рішення про можливість вакцинації. Третім шля-
хом є використання системи підтримки прийняття 
рішень про можливість вакцинації від COVID-19, 
яка надає висновок про можливість вакцинації 
від COVID-19 на основі наявних правових норм 
і сприяє тим самим самостійному прийняттю 
рішення людиною та зменшенню навантаження 
на сімейного лікаря (щонайменше усуваючи необ-
хідність вивчення сімейним лікарем чинних пра-
вових норм щодо вакцинації). 

Отже, усунення необхідності вивчення людиною 
та сімейними лікарями законодавчих актів щодо вак-
цинації за рахунок розроблення системи підтримки 
прийняття рішень про можливість вакцинації від 
COVID-19 наразі є актуальною проблемою.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Про-
ведемо огляд відомих систем підтримки прийняття 
рішення про вакцинацію від COVID-19.

У дослідженні [4] пропонується система під-
тримки прийняття рішень, яка об’єднує геоінфор-
маційні системи, методи моделювання та аналітику 
для розробки інструменту для пріоритетного розпо-
ділу вакцин проти COVID-19 у великих містах.

У [5] розроблено байєсовську мережу для 
поєднання та ефективного обміну доказами щодо 

ризиків і переваг вакцини Astrazeneca, для кон-
солідації доказів щодо переваг і ризиків вакцини 
Astrazeneca, щодо оцінки ризику розвитку тром-
бозу та тромбоцитопенічного синдрому після вак-
цини Astrazeneca.

У [6] проведено огляд спільного прийняття 
рішень та використання засобів допомоги пацієн-
там у прийнятті рішень, які дозволяють пацієнтам 
подолати вагання щодо вакцинації проти COVID-19  
та значно підвищити рівень впевненості в прийнятті 
рішень.

Автори [7] пропонують спільне прийняття 
рішень на основі інструментів, пов’язаних із 
допоміжними засобами для прийняття рішень, 
які допомагають пацієнтам зробити усвідомлений 
вибір щодо вакцинації вакциною Comirnaty від 
Pfizer-BioNTech.

У статті [8] пропонується прототип багатокри-
теріальної моделі підтримки прийняття рішень на 
основі цільового програмування, яка може ефек-
тивно підтримувати плани вакцинації з ураху-
ванням мінімізації ризику поширення хвороби та 
кількості летальних випадків.

Основним внеском дослідження [9] є викорис-
тання алгоритму машинного навчання для про-
ведення та пріоритетної класифікації вакцинації 
проти COVID-19, для прогнозування пріоритетів 
вакцини проти COVID-19.

Автори [10] пропонують систему підтримки 
прийняття рішень з використанням багатоагент-
ного програмованого середовища моделювання 
NetLogo. Ця система базується на застосуванні 
методів штучного інтелекту, моделюванні різних 
стратегій вакцинації, використанні генетичних 
алгоритмів для розробки найкращих критеріїв 
вакцинації та для надання пропозицій щодо більш 
ефективної політики.

Постановка завдання. Проведений огляд 
відомих систем підтримки прийняття рішення 
про вакцинацію від COVID-19 показав, що інстру-
менти підтримки прийняття рішення про можли-
вість вакцинації від COVID-19 наразі відсутні. 
Хоча відомі системи мають чималий потенціал 
для галузі охорони здоров’я та в боротьбі з пан-
демією COVID-19, але ці системи не враховують 
правових норм жодної країни і не забезпечують 
формування висновку про можливість вакцинації 
від COVID-19 на основі наявних правових норм.

Тоді метою нашого дослідження є проекту-
вання системи підтримки прийняття рішення про 
можливість вакцинації від COVID-19. Пропо-
нована система на основі правдивих відповідей 
людини, яка планує вакцинуватись, на питання 
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системи про її анамнез формуватиме висновки 
про можливість або протипоказання до вакцина-
ції. Основним завданням при проектуванні такої 
системи є формування опитувальника для збору 
інформації про людину, яка планує вакцинуватись, 
а також аналіз відповідей цієї людини на питання 
системи, на основі яких і приймається рішення 
про можливість вакцинації проти COVID-19.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Для формування опитувальника для збору інфор-
мації про людину, яка планує вакцинуватись, та 
для аналізу відповідей цієї людини на питання 
потрібно спочатку виконати моделювання процесу 
підтримки прийняття рішення про можливість 
вакцинації проти COVID-19.

Нехай RCIQS – множина медичних діагно-
зів-протипоказань людини, для якої визнача-
ються можливість або протипоказання вакцинації 
від COVID-19 (така множина може складатись 
з одного елементу або бути порожньою).

Для формування висновку про протипоказання 
до вакцинації від COVID-19 обов’язковою умо-
вою є наявність медичних протипоказань, визна-
чених у [3], тому критерій наявності протипока-
зань до вакцинації від COVID-19 має вигляд:

• якщо RCIQS = ∅, то вакцинація від COVID-19  
можлива;

• якщо RCIQS ≠ ∅, то наявні протипоказання 
до вакцинації від COVID-19.

Враховуючи визначені у [3] наявні медичні 
протипоказання до вакцинації проти COVID-19, 
множина протипоказань до вакцинації проти 
COVID-19 має наступний вигляд:

 },
{

aicsarar,imdy,opic,
opct,mcpc,ttcp,hidv,tbif,vcid,lctn,pgnt,macp, cdhs,ails,CIQS =  (1)

де ails – гостра хвороба з підвищенням температури 
понад 38,0°C, cdhs – COVID-19 в анамнезі, macp – 
лікування моноклональними антитілами або рекон-
валесцентною плазмою, pgnt – вагітність, lctn – лак-
тація, vcid – нещодавнє введення вакцин проти інших 
інфекційних хвороб, tbif – проба з туберкуліном або 
аналіз крові вивільнення інтерферону-γ, hidv – вірус 
імунодефіциту людини, вірус гепатиту С, вірус 
гепатиту В, ttcp – тромбоз та/або тромбоцитопенія, 
mcpc – міокардит та/або перикардит, opct – онкопа-
тологія з алогенною або аутогенною транспланта-
цією або клітинною терапією, opic – онкопатологія 
з перебуванням на курсі інтенсивної цитотоксичної 
хіміотерапії, imdy – імунодефіцит, arar – алергічна та/
або анафілактична реакція на компоненти вакцини 
в анамнезі, aics – аутоімунні стани.

Враховуючи розроблені критерій наявності 
протипоказань до вакцинації від COVID-19  

та множину протипоказань до вакцинації проти 
COVID-19 (формула (1)), виконаємо моделю-
вання процесу підтримки прийняття рішення про 
можливість вакцинації проти COVID-19.

Якщо RCIQS – множина медичних діагнозів-
протипоказань людини, для якої визначаються 
протипоказання до вакцинації проти COVID-19 
(така множина може складатись з одного елементу 
або бути порожньою), то загальне правило для 
прийняття рішення про можливість або проти-
показання до вакцинації від COVID-19 має вигляд:

 

},19

,19

,

−

−

∅=

COVIDвідвакцинаціїдоанняпротипоказнаявнінакшеі

можливаCOVIDпротивакцинаціято

RCIQSЯкщо

  (2)

Проведене моделювання процесу підтримки 
прийняття рішення про можливість вакцинації 
проти COVID-19 є теоретичним підґрунтям для 
формування опитувальника для збору інформації 
про людину, яка планує вакцинуватись, для орга-
нізації аналізу відповідей цієї людини, а також для 
підтримки прийняття рішення про можливість 
вакцинації проти COVID-19.

Враховуючи результати проведеного у [3] ана-
лізу правових норм вакцинації від COVID-19, 
а також проведене моделювання процесу під-
тримки прийняття рішення про можливість вак-
цинації проти COVID-19, розробимо опитуваль-
ник для збору інформації про людину, яка планує 
вакцинуватись, і опишемо процес формування 
множини медичних діагнозів-протипоказань 
людини, для якої визначаються протипоказання 
до вакцинації від COVID-19.

Опитувальник для визначення протипоказань 
до вакцинації від COVID-19: 

1. Чи маєте Ви зараз гостру хворобу з підви-
щенням температури понад 38,0 °C?

2. Чи маєте Ви COVID-19 в анамнезі?
3. Чи проходите Ви лікування моноклональ-

ними антитілами або реконвалесцентною плаз-
мою?

4. Чи наявна у Вас зараз вагітність?
5. Чи наявна у Вас зараз лактація?
6. Чи мали Ви нещодавнє введення вакцин 

проти інших інфекційних хвороб?
7. Чи проходили Ви нещодавно пробу 

з туберкуліном або аналіз крові вивільнення 
інтерферону-γ?

8. Чи маєте Ви вірус імунодефіциту людини, 
вірус гепатиту С або В?

9. Чи хворієте Ви на тромбоз та/або тромбо-
цитопенію?

10. Чи хворієте Ви на міокардит та/або пери-
кардит?
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11. Чи маєте Ви онкопатологію з алогенною 
або аутогенною трансплантацією або клітинною 
терапією?

12. Чи маєте Ви онкопатологію з перебуванням 
на курсі інтенсивної цитотоксичної хіміотерапії?

13. Чи маєте Ви імунодефіцит?
14. Чи маєте Ви алергічну та/або анафілактичну 

реакцію на компоненти вакцини в анамнезі?
15. Чи наявні у Вас аутоімунні стани? 
На кожне із запитань опитувальника для визна-

чення протипоказань до вакцинації від COVID-19 
передбачено відповідь «так» або «ні».

Правила для аналізу відповідей на питання 
опитувальника для визначення протипоказань до 
вакцинації від COVID-19:

1. Якщо обрано відповідь «так» на перше 
запитання опитувальника для визначення проти-
показань до вакцинації від COVID-19, то в мно-
жину RCIQS заноситься елемент ails

2. Якщо обрано відповідь «так» на друге запи-
тання опитувальника, то в множину RCIQS зано-
ситься елемент cdhs

3. Якщо обрано відповідь «так» на третє запи-
тання опитувальника, то в множину RCIQS зано-
ситься елемент macp

4. Якщо обрано відповідь «так» на четверте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент pgnt

5. Якщо обрано відповідь «так» на п’яте запи-
тання опитувальника, то в множину RCIQS зано-
ситься елемент lctn

6. Якщо обрано відповідь «так» на шосте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент vcid

7. Якщо обрано відповідь «так» на сьоме запи-
тання опитувальника, то в множину RCIQS зано-
ситься елемент tbif

8. Якщо обрано відповідь «так» на восьме 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент hidv

9. Якщо обрано відповідь «так» на дев’яте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент ttcp

10. Якщо обрано відповідь «так» на десяте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент mcpc

11. Якщо обрано відповідь «так» на одинадцяте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент opct

12. Якщо обрано відповідь «так» на дванадцяте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент opic

13. Якщо обрано відповідь «так» на тринадцяте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент imdy

14. Якщо обрано відповідь «так» на чотирнад-
цяте запитання, то в множину RCIQS заноситься 
елемент arar

15. Якщо обрано відповідь «так» на п’ятнадцяте 
запитання опитувальника, то в множину RCIQS 
заноситься елемент aics

Отже, розроблено опитувальник для визна-
чення протипоказань до вакцинації проти 
COVID-19 з врахуванням чинних правових норм 
України, а також розроблено правила для аналізу 
відповідей на питання для визначення протипока-
зань до вакцинації проти COVID-19. Розроблені 
правила дають можливість сформувати множину 
медичних діагнозів-протипоказань людини, для 
якої визначаються протипоказання до вакцинації 
від COVID-19, які є підставами для прийняття 
рішення про можливість або протипоказання до 
вакцинації від COVID-19.

Структура системи підтримки прийняття 
рішень про можливість вакцинації від COVID-19 
представлено на рис. 1.

Отже, спроектовано систему підтримки при-
йняття рішень про можливість вакцинації від 
COVID-19, згідно із якою людина, яка планує 
вакцинуватись, автоматично та безкоштовно 
може визначити можливість або протипоказання 
до вакцинації від COVID-19 на основі чинних 
в Україні правових норм, тобто може самостійно 
прийняти обґрунтоване рішення щодо вакцинації 
від COVID-19. Наразі пропонована система під-
тримки прийняття рішень про можливість вакци-
нації від COVID-19 базується на чинних правових 
нормах України, але її можна адаптувати до пра-
вових норм будь-якої іншої країни шляхом про-
ведення аналізу цих правових норм, доповнення 
або зміни опитувальника, а також доповнення та 
зміни правил для аналізу відповідей на питання 
опитувальника для визначення протипоказань до 
вакцинації від COVID-19.

Розглянемо приклад роботи системи під-
тримки прийняття рішень про можливість 
вакцинації від COVID-19. Особа1, яка хоче вак-
цинуватись, дала правдиві відповіді на питання 
опитувальника для визначення протипоказань до 
вакцинації від COVID-19.

Особа1 дала наступні відповіді на питання 
опитувальника для визначення протипоказань до 
вакцинації від COVID-19: 1. Ні; 2. Ні; 3. Ні; 4. Ні; 
5. Ні; 6. Ні; 7. Ні; 8. Так; 9. Ні; 10. Ні; 11. Ні; 12. Ні; 
13. Ні; 14. Так; 15. Ні.
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Враховуючи надані відповіді, множина 
RCIQS1 = {hidv, arar}. Оскільки множина RCIQS1 
≠ ∅ , то Особі1 система надала висновок про 
протипоказання до вакцинації від COVID-19. 
Особа1, проаналізувавши отриманий висновок, 
прийняла рішення відтермінувати вакцинацію 
від COVID-19.

Висновки. Проведений огляд відомих систем 
підтримки прийняття рішення про вакцинацію від 
COVID-19 показав, що інструменти підтримки 
прийняття рішення про можливість вакцинації від 
COVID-19 наразі відсутні. Хоча відомі системи 
мають чималий потенціал для галузі охорони 
здоров’я та в боротьбі з пандемією COVID-19, 
але ці системи не враховують правових норм жод-
ної країни і не забезпечують формування висно-
вку про можливість вакцинації від COVID-19 на 
основі наявних правових норм.

 В статті проведено моделювання процесу під-
тримки прийняття рішення про можливість вак-
цинації проти COVID-19, яке є теоретичним під-
ґрунтям для формування опитувальника для збору 
інформації про людину, яка планує вакцинуватись, 
для організації аналізу відповідей цієї людини, 
а також для підтримки прийняття рішення про 
можливість вакцинації проти COVID-19.

Розроблено опитувальник для визначення 
протипоказань до вакцинації проти COVID-19 

з врахуванням чинних правових норм України, 
а також розроблено правила для аналізу відпові-
дей на питання для визначення протипоказань до 
вакцинації проти COVID-19. Розроблені правила 
дають можливість сформувати множину медич-
них діагнозів-протипоказань людини, для якої 
визначаються протипоказання до вакцинації від  
COVID-19, які є підставами для прийняття 
рішення про можливість або протипоказання до 
вакцинації від COVID-19.

Спроектовано систему підтримки прийняття 
рішень про можливість вакцинації від COVID-19, 
згідно із якою людина, яка планує вакцинуватись, 
автоматично та безкоштовно може визначити 
можливість або протипоказання до вакцинації від 
COVID-19 на основі чинних в Україні правових 
норм, тобто може самостійно прийняти обґрун-
товане рішення щодо вакцинації від COVID-19. 
Наразі пропонована система підтримки прийняття 
рішень про можливість вакцинації від COVID-19 
базується на чинних правових нормах України, 
але її можна адаптувати до правових норм будь-
якої іншої країни шляхом проведення аналізу 
цих правових норм, доповнення або зміни опи-
тувальника, а також доповнення та зміни правил 
для аналізу відповідей на питання опитувальника 
для визначення протипоказань до вакцинації від 
COVID-19. 

 

Рис. 1. Структура системи підтримки прийняття рішень про можливість 
вакцинації від COVID-19 
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Hnatchuk Ye.H., Zasornova I.O., rei K.S. DECISION-MAKING SuPPOrT SYSTEM 
ABOuT THE POSSIBILITY OF VACCINATION AGAINST COVID-19 

The paper simulates the process of supporting decision-making about the possibility of vaccination against 
COVID-19, which is a theoretical basis for the formation of a questionnaire for collecting information about 
a person who plans to be vaccinated, for organizing the analysis of the answers of this person, as well as for 
supporting decision-making about the possibility of vaccination against COVID-19.

A questionnaire was developed to determine contraindications to vaccination against COVID-19, taking 
into account the current legal norms of Ukraine, as well as rules were developed to analyze the answers 
to questions to determine contraindications to vaccination against COVID-19. The developed rules make 
it possible to form a set of medical diagnoses-contraindications of a person for whom contraindications to 
vaccination against COVID-19 are determined, which are grounds for making a decision about the possibility 
or contraindications to vaccination against COVID-19.

A support system for decision-making about the possibility of vaccination against COVID-19 has been 
designed, according to which a person who plans to be vaccinated can automatically and free of charge 
determine the possibility or contraindications to vaccination against COVID-19 based on the legal norms 
in force in Ukraine, that is, he can independently make an informed decision regarding vaccination against 
COVID-19. Currently, the proposed support system for decision-making about the possibility of vaccination 
against COVID-19 is based on the current legal norms of Ukraine, but it can be adapted to the legal norms of 
any other country by conducting an analysis of these legal norms, supplementing or changing the questionnaire, 
as well as supplementing and changing the rules to analyze answers to questionnaire questions to determine 
contraindications to vaccination against COVID-19. 

Key words: vaccination against COVID-19, possibility of vaccination against COVID-19, contraindications 
to vaccination against COVID-19, questionnaire to determine contraindications to vaccination against 
COVID-19, decision-making support system about the possibility of vaccination against COVID-19.
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ПАРАллЕльНИй АлгОРИТМ ФОРМУВАННя МАТРИцІ 
ЖОРСТКОСТІ СКІНЧЕНННОгО ЕлЕМЕНТА

У статті досліджуються проєктні розрахунки конструкцій, що потребують всебічного аналізу 
процесів деформування під дією експлуатаційних навантажень. Для розв’язання таких задач зазви-
чай використовуються чисельні методи, з яких найбільш поширеним є метод скінченних елементів. 
Точність методу визначається розмірністю розрахункових сіток. Крім того, в розрахункових схемах 
одночасно можуть використовуватися різні типи скінченних елементів. Одним з етапів розв’язування 
задач є формування матриць жорсткості скінченних елементів. Причому для елементів одного типу 
використовуються обчислення за однаковою процедурою і кількість таких обчислень зумовлює час 
розв’язування задачі. У традиційному підході ці обчислення виконуються послідовно. Для невеликого 
розміру розрахункових схем достатньо час розв’язування є незначним. У випадку великих розмірів 
сіток кількість та час розрахунків збільшуються, що потребує оптимізації обчислень з викорис-
танням алгоритмів паралельних обчислень. Для паралелізації методу скінченних елементів потрібно 
організувати управління роботою достатньо великої кількості процесів, упорядкувати обмін даними 
між процесами. При виконанні обрахунків виникають затримки, зумовлені незавершеністю виконання 
деяких етапів усіма процесорами. Найповільніша задача з тих, що виконуються паралельно, визначає 
час виконання програми. При формуванні матриць жорсткості виникає необхідність проводити інте-
грування по області скінченного елементу. При використанні моментної схеми скінченних елементів 
переміщення і деформації апроксимуються однаковими поліномами, що спрощує обчислення інтегра-
лів. Ця процедура закінчується формуванням блоку матриці жорсткості, причому для сусідніх скін-
ченних елементів цей блок є частково спільним. У системі із загальною пам'яттю обмін інформацією 
між процесорами відбувається за допомогою змінних, що зберігаються в загальній пам'яті. Для забез-
печення детермінованості виконання програми реалізовано поступове розпаралелювання програми. 
Розроблено алгоритми паралельного програмування для побудови матриць жорсткості скінченних 
елементів та розрахунку напружено-деформованого стану для пакету програм «МІРЕЛА+». Пара-
лельна обробка даних реалізована за допомогою бібліотеки OpenMP, що забезпечує більшу швидкість 
розробки через зручність використання. На основі обчислювальних методів експериментів встанов-
лено використання алгоритмів паралельних обчислень на початку розв’язування задач традиційними 
скінченноелементними алгоритмами для великорозмірних сіток.

Ключові слова: метод скінченних елементів, матриця жорсткості, паралельні обчислення, OpenMP, 
напружено-деформований стан.

Постановка проблеми. Традиційна проце-
дура побудування матриць жорсткості скінчен-
них елементів має матричне формулювання та 
зводиться до обчислення інтегралів від функцій, 
що задані в місцевій системі координат [1, 2]. 
Інтеграли обчислюються за допомогою квадра-
турних процедур, які потребують великої кіль-
кості одноманітних розрахунків, що значно збіль-
шує час розв’язування задач. Для розрахункових 
сіток великих розмірів час рішення задачі скла-
дається з етапів формування матриці жорсткості 
та розв’язування системи алгебраїчних рівнянь. 
Прискорення виконання цих етапів дозволить 

зменшити затрати машинного часу. Одним з під-
ходів до прискорення обрахунків є використання 
паралельних алгоритмів [3, 4].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Використання в високопродуктивних комп’ютерів 
для проєктних розрахунків конструкцій дозволяє 
цей процес значно прискорити за рахунок пара-
лелізації обчислень. Для підвищення продуктив-
ності паралелізації методу скінченних елементів 
використовуються різні підходи. Одними з таких 
способів є методи, що базуються на використанні 
блочних алгоритмів прямих методів дослідження 
та розв’язування систем лінійних алгебраїчних 
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рівнянь з розрідженими симетричними матрицями 
(стрічковими, профільними, блочно-діагональ-
ними) [5-8]. Такі підходи потребують ефективних 
методів забезпечення передобумовленості матриць 
системи, що іноді ставить нетривіальні завдання. 

Інші підходи спрямовані на дослідження ефек-
тивності декомпозиції розрахункової області 
[9-10]. За методами декомпозиції задача розділя-
ється на декілька підзадач меншої розмірності, 
розв’язання яких можна виконати паралельно. 
При чому можна використати відповідні методи 
рішення систем рівнянь [11-13]. Метод декомпо-
зиції передбачає різні підходи до розділення на 
підобласті та способами моделювання контакту 
поверхонь між собою. В кожному випадку необ-
хідно формулювати додаткові граничні умови та 
формувати розрахункову сітку скінченних еле-
ментів на кожній області окремо. 

Метою роботи є розробка паралельного алго-
ритму побудови матриць жорсткості скінченних 
елементів.

Виклад основного матеріалу. Розглянемо 
побудову матриць жорсткості скінченного еле-
мента з кубічною апроксимацією переміщень на 
основі моментної схеми скінченних елементів [14].

Рис. 1. Кубічний скінченний елемент

Нехай задано глобальну декартову систему 
координат zi. Для описання властивостей скін-
ченного елементу розглянемо місцеву систему 
координат xi, в якій координати точок скінченного 
елементу лежать межах від -1 до +1. Переміщення 
за об’ємом скінченного елементу серендипова 
сімейства апроксимуємо у вигляді:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

                     (1)

де ωk– коефіцієнти розкладання,
 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

 – набір степеневих функцій виду:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

                         (2)

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) – степені 
 апроксимації за відповідними 
 напрямами координат.

Для координатних функцій справедливе спів-
відношення диференціювання:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

              (3)
де 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

 – порядок похідних.
На основі розподілу переміщень отримуємо 

розподіл похідних функції переміщень:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

      (4)

Варіацію δW енергії пружної деформації для 
СЕ приймаємо у вигляді:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

                   (5)
Компоненти тензора пружних напружень  

приймаємо у вигляді закону Гука:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

                (6)
де µ, λ – коефіцієнти Ляме; gij – компоненти 
 метричного тензора; 
 θ – функція зміни об’єму.

Представимо компоненти тензора деформацій 
εij в вигляді розкладання в ряд Маклорена [14-16]:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

             (7)

Коефіцієнти розкладання 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

 визначимо 
згідно з моментною схемою скінченних елементів 
за формулами [14]:

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝      (1) 

де  - коефіцієнти розкладання, 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)- набір степеневих функцій виду: 

𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥2
𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑝𝑝𝑝𝑝!
𝑥𝑥𝑥𝑥3𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑝𝑝𝑝𝑝!
,
    

(2) 

де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апроксимації за відповідними 

напрямами координат. 

Для координатних функцій 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)справедливе співвідношення 

диференціювання: 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝛾𝛾𝛾𝛾)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = 𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛽𝛽𝛽𝛽𝑝𝑝𝑝𝑝−𝛾𝛾𝛾𝛾),   (3) 

де 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾 - порядок похідних. 

На основі розподілу переміщень отримуємо розподіл похідних функції 

переміщень: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,1 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1𝑝𝑝𝑝𝑝)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=0
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=1

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 ; 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑘𝑘,2 = ∑ ∑ ∑ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝−1)3

𝑝𝑝𝑝𝑝=1
3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0

3
𝑝𝑝𝑝𝑝=0 .     (4) 

Варіацію δW енергії пружної деформації для СЕ приймаємо у вигляді: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∭ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝛿𝛿𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.     (5) 

Компоненти тензора пружних напружень приймаємо у вигляді закону 

Гука: 

𝜎𝜎𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙𝜀𝜀𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,   (6) 

де 𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝜆𝜆𝜆𝜆 - коефіцієнти Ляме; 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖- компоненти метричного тензора; 𝜆𝜆𝜆𝜆 - функція 

зміни об’єму. 

Представимо компоненти тензора деформацій 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 в вигляді розкладання 

в ряд Маклорена [14-16]: 

𝜀𝜀𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ ∑ ∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑁𝑁𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠=0
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠=0

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑆𝑆𝑆𝑆=0 .

   
(7) 

Коефіцієнти розкладання 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) визначимо згідно з моментною схемою 

скінченних елементів за формулами [14]: 

𝑒𝑒𝑒𝑒11
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

         (8)



Том 34 (73) № 1 202384

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

де  

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

Функцію змінення об’єму представимо також 
у вигляді ряду [16]:

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

    (9)

де коефіцієнти розкладання 

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

 визначаються співвідношенням:

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

    (10)

Аналіз кожної з компонент 

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

 показав, що 
деякі коефіцієнти 

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

 не входять до розкла-
дання для апроксимації переміщень. Ті коефіці-
єнти деформацій 

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

, які містять хоча б один 
з членів, відсутній в (4), повинні бути опущені 
в розкладанні. Таким чином встановлюється від-
повідний зв’язок між коефіцієнтами 

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

 та 

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

.  
Для апроксимаційних поліномів встановлюється 
співвідношення для інших компонент тензора 
деформацій.

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пруж-
ної деформації отримуємо:

𝑒𝑒𝑒𝑒22
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣  

𝑒𝑒𝑒𝑒33
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) = �𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝+1−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 ;

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

𝑒𝑒𝑒𝑒12
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;

 
𝑒𝑒𝑒𝑒13

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =
1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇+1𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ; 

𝑒𝑒𝑒𝑒23
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) =

1
2
��𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣+1)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 +

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣

 

+𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈+1𝑣𝑣𝑣𝑣)𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝𝑝𝑝𝑝−𝑣𝑣𝑣𝑣+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠 � ;     (8) 

де    𝑏𝑏𝑏𝑏(𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈𝜈𝜈𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇𝜇𝜇+𝜈𝜈𝜈𝜈+𝜂𝜂𝜂𝜂)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝜈𝜈𝜈𝜈�
𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0

. 

Функцію змінення об’єму представимо також у вигляді ряду [16]: 

𝜆𝜆𝜆𝜆 = ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛼𝛼𝛼𝛼=0 ∑𝑙𝑙𝑙𝑙−1

𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ∑ 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑙𝑙𝑙𝑙−1
𝛽𝛽𝛽𝛽=0 ,

    
(9) 

де коефіцієнти розкладання 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽)визначаються співвідношенням: 

𝜉𝜉𝜉𝜉(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛼𝛼𝛼𝛼+𝛽𝛽𝛽𝛽+𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥1
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝛽𝛽𝛽𝛽𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥3
𝛾𝛾𝛾𝛾 �

𝑥𝑥𝑥𝑥1=𝑥𝑥𝑥𝑥2=𝑥𝑥𝑥𝑥3=0
,

   

(10) 

Аналіз кожної з компонент eij
(pqr) показав, що деякі коефіцієнти 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) не 

входять до розкладання для апроксимації переміщень. Ті коефіцієнти 

деформацій eij
(pqr), які містять хоча б один з членів, відсутній в (4), повинні бути 

опущені в розкладанні. Таким чином встановлюється відповідний зв’язок між 

коефіцієнтами 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) та 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝). Для апроксимаційних поліномів встановлюється 

співвідношення для інших компонент тензора деформацій. 

Підставляючи (8), (9) у варіацію енергії пружної деформації отримуємо: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �{𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

2𝜇𝜇𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

  (11)

де  

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

   (12)
Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання 

компонентів тензора деформацій та вектора пере-
міщень рівняння (11) має вигляд:

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

      (13)

Для побудови матриці жорсткості необхідно 
перейти у виразі (13) від коефіцієнтів ωs до зна-
чень переміщень у вузлах скінченного елементу. 
Між вузловими функціями форми та степеневими 
функціями для скінченного елементу існує простий 
зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

Переміщення довільної точки елементу:

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

Рис. 2. Модель Fork and Join
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Інформатика, обчислювальна техніка та автоматизація

З урахуванням зв’язку між коефіцієн-
тами розкладання по степеневим функ-
ціям для деформацій, вузлових перемі-
щень та функції зміни об’єму варіація 
енергії деформування набуде вигляду:

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

Для визначення матриці жорсткості 
необхідно обчислити інтеграли що входять 
в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна 
виконати за паралельним алгоритмом.

Для побудови паралельного алгоритму 
використано бібліотеку OpenMP. OpenMP 
являє собою набір директив компілятора, 
процедур та змінних середовища, призна-
чених для паралельного програмування 
на машинах зі спільною пам'яттю. Пара-
лельне виконання за моделлю Fork and Join лягає 
в основу архітектури бібліотеки (рис. 2). 

Усі програми OpenMP починаються як єдиний 
процес, який називається головним потоком. Цей 
головний потік виконується послідовно доки не 
зустрінеться паралельна область. У цей момент 
головний потік «розгалужується» на кілька пара-
лельних робочих потоків. Інструкції в паралель-
ній області виконуються групою робочих потоків. 
У кінці паралельної області потоки синхронізу-
ються та об’єднуються в єдиний головний потік. 
Щоб максимізувати продуктивність об’єднано 
вкладені цикли обчислення інтегралу. Потік керу-
вання для циклу додає накладні витрати на необ-
хідну логіку. Об’єднання вкладених циклів в один 
цикл зменшує ці витрати.

!$OMP PARALLEL
!$OMP DO
 do 12121 ijk=1,kt123
 IK=MOD((ijk-1)/KT2/KT3,KT1)+1 

 JK=MOD((ijk-1)/KT3,KT2)+1 
 KK=MOD((ijk-1),KT3)+1
….
12121 CONTINUE
!$OMP END DO
!$OMP END PARALLEL

Пара директив !$OMP DO/!$OMP END DO 
забезпечують паралельне виконання циклу. Таким 
чином цикл do-loop розподіляється між різними 
потоками: кожен потік обчислює свою частину іте-
рацій. Наприклад, якщо використовується 10 пото-
ків, то, як правило, кожен потік виконує обчислення 
100 ітерацій циклу do-loop: потік 0 обчислює від  
1 до 100, потік 1 від 101 до 200 і так далі (рис. 3).

В якості прикладу для перевірки та тестування 
представлено розрахунок квадратної тришарової 
плита під дією нормального навантаження, при-
кладеного до верхньої поверхні плити

+� {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑉𝑉𝑉𝑉

𝜆𝜆𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
𝑇𝑇𝑇𝑇{𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = �𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�{𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘} + {𝛿𝛿𝛿𝛿𝜉𝜉𝜉𝜉}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐻𝐻𝐻𝐻𝜃𝜃𝜃𝜃�{𝜉𝜉𝜉𝜉},   (11) 

де   �𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘� = ∫ ∫ ∫2𝜇𝜇𝜇𝜇�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3; 

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝜃𝜃𝜃𝜃� = ∫ ∫ ∫𝜆𝜆𝜆𝜆�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�
1
1− 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝜃𝜃𝜃𝜃)�

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥3;

  
(12) 

Враховуючи зв’язок коефіцієнтів розкладання компонентів тензора 

деформацій та вектора переміщень рівняння (11) має вигляд: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�[𝐹𝐹𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠 ]{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}+ 

+𝛿𝛿𝛿𝛿{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇�𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)
𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑇𝑇𝑇𝑇
�𝐻𝐻𝐻𝐻(𝜃𝜃𝜃𝜃)��𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜃𝜃𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠 �{𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠}    (13) 

Для побудови матриці жорсткості необхідно перейти у виразі (13) від 

коефіцієнтів 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑠𝑠𝑠𝑠до значень переміщень у вузлах скінченного елементу. Між 

вузловими функціями форми та степеневими функціями для скінченного 

елементу існує простий зв'язок, який можна виразити у матричній формі 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝐿𝐿𝐿𝐿 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0 . 

Переміщення довільної точки елементу: 

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘3

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

3
𝑖𝑖𝑖𝑖=0

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑠𝑠𝑠𝑠=1 . 

З урахуванням зв’язку між коефіцієнтами розкладання по степеневим 

функціям для деформацій, вузлових переміщень та функції зміни об’єму 

варіація енергії деформування набуде вигляду: 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠} + 𝛿𝛿𝛿𝛿{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}𝑇𝑇𝑇𝑇[𝐾𝐾𝐾𝐾0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]{𝑢𝑢𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠}. 

Для визначення матриці жорсткості необхідно обчислити інтеграли що 

входять в рівняння (11), (12). Цю процедуру можна виконати за паралельним 

алгоритмом. 

 

В якості прикладу для перевірки та тестування представлено розрахунок 

квадратної тришарової плита під дією нормального навантаження, 

прикладеного до верхньої поверхні плити 

𝑝𝑝𝑝𝑝3
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑝𝑝𝑝𝑝3

(𝑙𝑙𝑙𝑙) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥1/𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥𝑥𝑥2/𝑎𝑎𝑎𝑎) . 

Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна товщина пакета шарів. 

На бічних гранях плити задовольняються граничні умови типу Нав’є, яким у 

Рис. 3. графічне зображення загального принципу роботи директиви 
!$OMP DO/!$OMP END DO

Рис. 4. Порівняння швидкості виконання 
для сіток з різною кількістю скінченних елементів
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Відносний розмір у плані a/h=7, де h – загальна 
товщина пакета шарів. На бічних гранях плити 
задовольняються граничні умови типу Нав’є, 
яким у рамках побудованих моделей відповідають 
шарнірно рухливе закріплення контуру. Кожний 
шар являє собою композитний матеріал, армо-
ваний односпрямованими волокнами. У зовніш-
ніх шарах (k = 1, 3) напрямок волокон збігається 
з віссю х1, механічні й теплофізичні характерис-
тики наступні:
𝐸𝐸𝐸𝐸1 = 172 ⋅ 103МПа; 𝐸𝐸𝐸𝐸2 = 𝐸𝐸𝐸𝐸3 = 6,9 ⋅ 103МПа; 𝐺𝐺𝐺𝐺12 = 𝐺𝐺𝐺𝐺13 = 3,45 ⋅ 103МПа;  

𝐺𝐺𝐺𝐺23 = 1,38 ⋅ 103МПа;𝜈𝜈𝜈𝜈21 = 𝜈𝜈𝜈𝜈31 = 𝜈𝜈𝜈𝜈23 = 0,25.  
 Характеристики внутрішнього шару (k =2) 

виходять заміною нижніх індексів 1↔2, тобто 
в цьому шарі волокна орієнтовані під кутом 90° 
до осі х1. Товщина внутрішнього шару h2 = 0,5 h, 
товщини зовнішніх шарів h1 =0,4h, h3 =0,1h.

Для розрахунку використано обчислювальний 
комплекс «МІРЕЛА+» із застосуванням момент-
ної схеми скінченних елементів. Тестування 
виконувалось на пристрої з Intel i7-9750H (6 ядер  
та 12 потоків) та 16 ГБ RAM.

На рис. 4 представлено порівняльні результати 
обчислень, де t0 – час розрахунку за традиційною 
схемою, t – час роботи з паралельним алгоритмом.

Висновки. Розроблена методика формування 
матриць жорсткості на основі використання 
паралельних обчислень інтегральних квадра-
турних складників дозволяє прискорити процес 
розв’язування задач механіки конструкцій. Вико-
ристання системи паралельних обчислень на 
основі схеми зі спільною пам’яттю підвищує 
ефективність розробленого пакету прикладних 
програм «МІРЕЛА+».
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Homeniuk S.I., Kozub V.Yu. PArALLEL ALGOrITHM FOr FOrMATION OF THE STIFFNESS 
MATrIX OF A FINITE ELEMENT

Сalculations of structures require a comprehensive analysis of deformation processes under the action of 
operational loads. Numerical methods are usually used to solve such problems, of which the finite element 



87

Інформатика, обчислювальна техніка та автоматизація

method is the most common. The accuracy of the method is determined by the size of the calculation grids. 
In addition, different types of finite elements can be used simultaneously in calculation schemes. One of the 
stages of problem solving is the formation of stiffness matrices of finite elements. In the traditional approach, 
these calculations are performed sequentially. For a small size of calculation schemes, the solving time is 
quite insignificant. In the case of large grid sizes, the number and time of calculations increase, which requires 
optimization of calculations using parallel calculation algorithms. For the parallelization of the finite element 
method, it is necessary to organize the management of the work of a sufficiently large number of processes, 
to organize the exchange of data between processes. When performing calculations, there are delays caused 
by incomplete execution of some stages by all processors. The slowest parallel task determines the execution 
time of the program. When forming stiffness matrices, it is necessary to perform integration over the area 
of the finite element. When using the moment scheme of finite elements, displacements and deformations are 
approximated by the same polynomials, which simplifies the calculation of integrals. This procedure ends with 
the formation of a stiffness matrix block, and this block is partially shared by neighboring finite elements. In 
a system with shared memory, information is exchanged between processors using variables stored in shared 
memory. To ensure the determinism of program execution, gradual program parallelization is implemented. 
Parallel programming algorithms have been developed for constructing stiffness matrices of finite elements 
and calculating the stress-strain state for the «MIRELA+» program package. Parallel data processing is 
implemented using the OpenMP library, which provides faster development due to ease of use. On the basis of 
computational methods of experiments, the use of parallel computing algorithms at the beginning of solving 
problems by traditional finite element algorithms for large grids has been established.

Key words: finite element method, stiffness matrix, parallel computing, OpenMP, stress-strain state.
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МОдЕлюВАННя РОБОЧИх хАРАКТЕРИСТИК БЕЗшОВНОЇ 
МЕРЕЖІ НА БАЗІ ТЕхНОлОгІЇ MIKrOTIK CAPSMAN 

На даний час TamoGraph Site Survey є потужним та зручним інструментом для збору, візуалізації 
та аналізу даних у мережах Wi-Fi стандарту ІЕЕЕ 802.11 a/b/g/n/ac/ax. Для впровадження та експлуа-
тації бездротових мереж потрібні професійні програмні продукти, які дозволяють значно спростити 
виконання таких складних та трудомістких завдань як побудова карт покриття, аналіз інтерфе-
ренції та рівня сигналу, розподіл Wi-Fi-каналів тощо. Метою роботи є реалізація безпроводової без-
шовної мережі для створення публічної зони бездротового доступу або мережі Wi-Fi (зони безшов-
ного покриття), що охоплює всю територію навчального закладу, а також проведення дослідження 
стандарту ІЕЕЕ 802.11ax, методом моделювання робочих характеристик безшовної мережі на базі 
технології Mikrotik CAPsMAN, із метою підвищення рівня інформатизації при наданні сучасних послуг. 
Об'єктом дослідження є процес моделювання робочих характеристик, безшовної мережі на базі 
стандарту ІЕЕЕ 802.11ах. Предметом дослідження є моделі, методи, програмні та інструментальні 
засоби моделювання робочих характеристик, безшовної мережі на базі технології Mikrotik CAPsMAN. 
У рамках дослідження запропоновано модель сегмента мережі для стандарту IEEE 802.11ax, яка 
враховує витрати часу на доступ до фізичного рівня та рівня каналу передачі даних. Модель також 
враховує сценарії передачі як для одного, так і для декількох користувачів як низхідної, так і висхідної 
лінії зв’язку під час розрахунку пропускної здатності каналу в мережах IEEE 802.11ax. Недоліком цієї 
моделі є те, що вона не враховує втрати фізичного рівня та вплив різнорідного трафіку. Крім того, 
багато припущень, таких як однакова відстань усіх станцій, відсутність прихованих вузлів і умови 
насичення мережі, також можуть змінити загальну пропускну здатність мережі. В роботі для кож-
ного діапазону частот аналізуються три випадки для трьох показників, такі як: рівень сигналу; від-
ношення сигнал/шум та прогнозована фізична швидкість. 

Ключові слова: IEEE 802.11ax, CAPsMAN, Mikrotik, Wi-Fi, WinBox, MIMO.

Постановка проблеми. Сьогодні бездротові 
мережі стали невід’ємною частиною повсякден-
ного життя бо дозволяють пристроям спілкува-
тися один з одним без проводів [1]. Це позитивно 
впливає на багато факторів. Ноутбуки, смарт-
фони, планшети, телевізори, системи пожежної 
безпеки та багато інших пристроїв підтримують 
бездротове підключення [2]. Популярність без-
дротових мереж за останні роки спонукала роз-
робників реалізовувати нові стандарти зв’язку, 
які пропонують вищу швидкість з’єднання. Отже, 
якщо швидкість з’єднання, яка підтримується 
бездротовими пристроями, спочатку становила 
лише 1 і 2 Мбіт/с (чого було явно недостатньо), 
то тепер максимальна швидкість з’єднання дося-
гла 11 Гбіт/с і вже може конкурувати із традицій-

ними дротовими мережами [3]. Існує декілька 
типів бездротових мереж, які відрізняються за 
площею покриття, підтримуваною швидкістю 
з’єднання та методами кодування даних. Стан-
дарт IEEE 802.11ax є новим для користувачів та 
спрямований на підвищення ефективності мережі 
в цілому [4]. Маючи достатньо точок доступу та 
велику кількість пристроїв, які підключаються 
до них, маємо важливе і складне завдання забез-
печити ефективну роботу мережі для кожного 
з цих пристроїв. Для вирішення цього завдання 
розгорнемо безшовну мережу Wi-Fi та прове-
демо дослідження специфікації IEEE 802.11ax на 
прикладі встановлення обладнання та викорис-
тання для цього приміщень навчального закладу. 
Також дослідим характеристики цього стандарту, 
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які можна досягти поточною мережею, шляхом 
проведення моделювання робочих характерис-
тик безшовної мережі на базі технології Mikrotik 
CAPsMAN [5].

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
Фізичний рівень, який використовується в розши-
реннях 802.11ax, зазвичай успадковується від роз-
ширень 802.11n і 802.11ac. Мережі 802.11ax також 
використовують мультиплексування з ортогональ-
ним частотним розподілом (OFDM) і підтримують 
канали 20, 40, 80, 80+80 і 160 МГц, а додаткова функ-
ція дозволяє використовувати множинний доступ 
з ортогональним частотним поділом (OFDMA) [4; 
6]. Щоб збільшити кількість піднесучих і забезпе-
чити кращу вибірковість при використанні методів 
OFDMA, розмір символу OFDM, який викорис-
товується для передачі блоків даних користувача, 
збільшено в 4 рази, тобто 12,8 мкс замість 3,2 мкс. 
802.11ax також збільшує захисний інтервал між 
символами OFDM, щоб зменшити міжсимвольні 
перешкоди. Тому, через збільшення накладних 
витрат у разі використання довшого захисного 
інтервалу, додана довжина захисного інтервалу 
пропонує три варіанти: стандартні 0,8 мкс і додат-
кові 1,6 мкс і 3,2 мкс [7]. Передача службових кадрів 
споживає досить багато ресурсів каналу. Щоб 
якось зменшити накладні витрати через наявність 
службового трафіку, 802.11ax забороняє передачу 
службових кадрів на швидкості нижче 5,5 Мбіт/с 
у діапазоні 2,4 ГГц [8].

CAPsMAN - це Controlled Access Point System 
Manager (CAP (Contorolled Access Point) з багатьма 
маршрутизаторами Mikrotik та MAN (manager)) 
або керований диспетчер системи точок доступу, 
який дозволяє централізувати управління без-
дротовою мережею та обробку даних. Вбудо-
ваний в маршрутизатор контролер є бонусом, 
і в поєднанні з безліччю функцій RouterOS стає 
потужним рішенням при апаратному розгортанні 
Mikrotik. Функції, які виконувала точка доступу 
(контроль доступу, автентифікація клієнта), тепер 
виконуються CAPsMAN [5]. Пристрій CAP тепер 
повинен забезпечувати лише шифрування/дешиф-
рування рівня бездротового зв'язку.

TamoGraph Site Survey є потужним та зруч-
ним інструментом для збору, візуалізації та ана-
лізу даних у мережах Wi-Fi стандарту IEEE 
802.11 a/b/g/n/ac/ax. Його основні функції: 
пасивні та активні дослідження; радіочастотне 
планування, створення віртуальних моделей та 
планування WLAN; проведення комплексного 
аналізу WLAN із візуалізацією рівнів сигналу, 
перешкод, зон покриття точки доступу, швидко-

сті передачі даних та проблем із мережею; авто-
матичне визначення розміщення точки доступу; 
детальна інформація по кожній точці доступу 
(канал, максимальна швидкість передачі даних та 
тип шифрування); можливість використання GPS 
для роботи на відкритому просторі; повна під-
тримка мереж 802.11ax, а також стандартів IEEE 
802.11a/b/g/n/ac; детальні звіти у форматах PDF, 
HTML та Microsoft Word. Ця система допомагає 
суттєво скоротити час та витрати на планування 
та обслуговування мережі, збільшити її продук-
тивність та розширити покриття, навіть без при-
дбання додаткового обладнання, а також дозволяє 
проводити реактивні, проактивні та прогнозовані 
дослідження [9].

Постановка завдання. Метою роботи є реа-
лізація бездротової безшовної мережі та дослі-
дження стандарту IEEE 802.11ax методом моде-
лювання робочих характеристик безшовної 
мережі на базі технології Mikrotik CAPsMAN 
з метою підвищення рівня інформатизації при 
наданні сучасних послуг. Об'єкт дослідження - 
процес моделювання робочих характеристик, без-
шовної мережі на базі стандарту ІЕЕЕ 802.11ах. 
Предметом дослідження є моделі, методи, про-
грамні та інструментальні засоби моделювання 
робочих характеристик, безшовної мережі на базі 
технології Mikrotik CAPsMAN.

В якості вихідних даних беремо мережу IEEE 
802.11ax, що складається із точки доступу і N або-
нентських станцій. Усі станції знаходяться в межах 
прямої видимості точки доступу та усіх інших стан-
цій (немає прихованих станцій). Вони можуть над-
силати та отримувати дані, використовуючи одна-
кову схему модуляції та кодування та мають однакові 
параметри. Окрім того ми маємо, що ідеальні умови 
каналу передачі на фізичному рівні, головним чином 
забезпечуються на MAC рівні [10]. 

У рамках дослідження запропоновано модель 
сегмента мережі для стандарту IEEE 802.11ax, 
яка враховує витрати часу на доступ до фізичного 
рівня та рівня каналу передачі даних. Модель 
також враховує сценарії передачі як для одного, 
так і для декількох користувачів як низхідної, так 
і висхідної лінії зв’язку під час розрахунку про-
пускної здатності каналу в мережі стандарту IEEE 
802.11ax. Недоліком цієї моделі є те, що вона не 
враховує втрати фізичного рівня та вплив різно-
рідного трафіку. Крім того, багато припущень, 
таких як однакова відстань до усіх станцій, від-
сутність прихованих вузлів і умови насичення 
мережі, також можуть змінити загальну пропус-
кну здатність мережі [11; 12].
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Виклад основного матеріалу. В роботі для 
кожного діапазону частот аналізуються приклади 
для трьох показників, таких як: рівень сигналу; 
відношення сигнал/шум та прогнозована фізична 
швидкість. Спочатку розглянемо налаштування 
у діапазоні 5 ГГц та, використовуючи візуалі-
зацію, порівняємо результат із використанням 
діапазону 2.4 ГГц при візуальній оцінки різниці 
у рівні сигналу.

На прикладі програмного продукту TamoGraph 
Site Survey розглянемо рівень сигналу в проєк-
тованому приміщенні. Для цього завантажуємо 
план приміщення, вказуємо радіус зони покриття 
однієї точки доступу та розташовуємо інші точки 
доступу відповідно до плану їх розміщення. 

На рисунках показано порівняння площі покриття 
та рівня сигналу однієї точки доступу, яка розташо-
вана у приміщенні «Rm1» із використанням частот-
них діапазонів 2.4 ГГц (рис. 1) та 5 ГГц (рис. 2).

Рівень сигналу або карта покриття є однією із 
найважливіших характеристик, які впливають на 
продуктивність мережі Wi-Fi. За даними зобра-
ження можна візуально визначити, що сигнал 
на частоті 5 ГГц згасає швидше ніж на частоті 
2,4 ГГц, але перевага 2,4 ГГц у цій області компен-
сується блокуванням у цьому діапазоні. З іншого 
боку, покриття мережі із частотою 5 ГГц легко 
розширити шляхом встановлення додаткових 
точок доступу [13]. Далі наведено рівень сигналу 
усіх встановлених точок доступу у частотному 

 

 

 

Рис. 1. Рівень сигналу в діапазоні 2.4 ггц

Рис. 2. Рівень сигналу в діапазоні 5 ггц

Рис. 3. Рівень сигналу на першому поверсі в діапазоні 5 ггц
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діапазоні 5 ГГц на першому (рис. 3) та другому 
(рис. 4) поверхах, згідно плану розміщення мере-
жевого обладнання. 

Бачимо, що зоною із найнижчою потужністю 
сигналу на першому поверсі є приміщення «Rm12». 
На другому поверсі рівень потужності сигналу 
у всіх робочих приміщеннях є задовільним. 

Після налаштування рівня сигналу перевіря-
ємо рівень сигнал/шум. Ця характеристика вимі-
рюється в децибелах (dB) і вказує на те, наскільки 
рівень сигналу вище рівня шуму. У зонах із низь-
ким співвідношенням сигнал/шум клієнтські 
пристрої не можуть зв'язатися з точкою доступу 
[10; 13]. На рисунках показано відношення сиг-
нал/шум для даних точок доступу на першому 
(рис. 5) та другому (рис. 6) поверхах.

Фізична швидкість безпосередньо пов’язана 
із пропускною здатністю, яка є середньою швид-

кістю, з якою клієнт обмінюється з точкою доступу 
даними прикладного рівня (файлами). Пропускна 
здатність є нижчою за фізичну швидкість із таких 
причин як: повторна передача (дублювання) 
даних та надсилання технічних або службових 
даних, які не несуть корисного навантаження. 
Низька фізична швидкість завжди означає низьку 
пропускну здатність, яка призводить до низької 
продуктивності мережі.

Далі зображено прогнозовану фізичну швид-
кість для даних точок доступу на першому (рис. 7) 
та другому (рис. 8) поверхах будівлі. 

Також розглянемо та порівняємо із попере-
дніми (рис. 3–8) результати застосування точок 
доступу в діапазоні частот 2,4 ГГц. На рисунках 
проілюстровано співвідношення сигнал/інтерфе-
ренція точок доступу на першому (рис. 9) та дру-
гому (рис. 10) поверхах. 

 

 

Рис. 4. Рівень сигналу на другому поверсі в діапазоні 5 ггц

Рис. 5. Відношення сигнал/шум на першому поверсі (5 ггц)

Рис. 6. Відношення сигнал/шум на другому поверсі (5 ггц)
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На рисунках чітко видно вплив сусідніх точок 
на один канал. Перешкоди найвищі, коли сусідні 
пристрої працюють на тому ж самому каналі. Для 
частотного діапазону 2,4 ГГц перешкоди сусідніх 
каналів досить значні та зникають, якщо канали, 
які використовують точки доступу розділені 5 або 
більшою кількістю каналами. При цьому у діапа-

зоні 5 ГГц практично немає інтерференції суміж-
них каналів. 

Далі наведемо рівень сигналу точок доступу 
в діапазоні 2,4 ГГц на першому (рис. 11) та дру-
гому (рис. 12) поверхах.

В разі використання частотного діапазону 
2.4 ГГц в порівнянні із 5 ГГц, зона «Rm12», яка 

 

 

Рис. 7. Прогнозована швидкість на першому поверсі (5 ггц)

Рис. 8. Прогнозована швидкість на другому поверсі (5 ггц)

 

Рис. 9. Відношення сигнал/інтерференція (перший поверх)

 
Рис. 10. Відношення сигнал/інтерференція (другий поверх)
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мала найнижчу потужністю сигналу (рис. 3) 
вже має рівень сигналу близький до середнього 
(рис. 11). При використанні офіційних характе-
ристик стандарту IEEE 802.11ax бачимо, що змо-
дельовані характеристики точок доступу значно 
відрізняються від офіційних. Візьмемо макси-
мальну фізичну швидкість передачі 9608 Мбіт/с 
та фізичну швидкість передачі змодельованої 
мережі в 600 Мбіт/с, маємо різницю яка дорів-
нює 16 разів. При цьому, точка доступу досягає 
максимальної фізичної швидкості у частотному 
діапазоні 5 ГГц, використовуючи 8 просторових 
потоків, ширину каналу 160 МГц та модуляцію 
1024QAM. 

Якщо за середнє беремо пристрої, які під-
тримують MIMO 2x2, тобто шляхом підрахунку 
можна визначити початкову, після першого скри-
нінгу, фізичну швидкість: 9608/8 = 1201 Мбіт/с 
(базова швидкість) і множимо на 2 просторових 
потоки, отримаємо 1201×2=2402 Мбіт/с. З шири-
ною каналу теж не все так просто. Стандарт 
802.11ax дійсно допускає використання ширини 
каналу 160 МГц, але навіть ширина у 80 МГц 
використовується не часто, тому що перешкоди 
можуть завадити роботі сусідніх мереж та корис-
тувачів. Тому найпоширенішим поки залишається 
використання каналів 20 МГц. Ширина каналу, 
яка використовується при моделюванні, стано-
вить 40 МГц, тому фізична швидкість розрахову-
ється наступним чином: коефіцієнти для ширини 

каналу 40, 80 і 160 МГц дорівнюють 2,1, 4,5 і 9 
відповідно.

Висновки. У роботі проведено дослідження 
актуальних на сьогодні методів та алгоритмів 
оптимізації технології передачі даних у бездро-
тових локальних мережах та визначено влас-
тивості, які дозволяють забезпечити необхідні 
вимоги для систем доступу на базі стандарту 
IEEE 802.11ax. Стандарт IEEE 802.11ax є новою 
технологією, яка забезпечує вищу швидкість 
передачі даних серед усіх попередніх стандартів 
IEEE 802.11. Програмне забезпечення TamoGragh 
Site Survey ідеально підходить для попереднього 
моделювання майбутніх мереж Wi-Fi. Для цього 
в програмі є все, що потрібно, від роботи із 
планами приміщень до отримання приблизної 
фізичної швидкості проєктованої мережі. Діапа-
зони 2,4 та 5 ГГц можуть використовуватись для 
різних робочих завдань. Точки доступу в діапа-
зоні частот 2,4 ГГц мають більшу зону покриття 
але відносно нижчу швидкість передачі даних 
(порівняно із діапазоном 5 ГГц). Окрім того, 
перешкоди у вигляді тонких стін мало вплива-
ють на швидкість передачі та рівень сигналу. 
З іншого боку, точки доступу, які працюють в діа-
пазоні 5 ГГц мають невелику зону покриття але 
мають високу швидкість передачі. Цей діапазон 
є дуже чутливим навіть до невеликих перешкод, 
що може призвести до погіршення рівня сигналу 
та різкого падіння швидкості. 

 

 

Рис. 11. Рівень сигналу на першому поверсі (2.4 ггц)

Рис. 12. Рівень сигналу на другому поверсі (2.4 ггц)
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Kyrychek H.H., Tiahunova M.Yu., Latyshev A.V. SIMuLATION OF wOrKING 
CHArACTErISTICS A SEAMLESS NETwOrK BASED ON MIKrOTIK CAPSMAN 
TECHNOLOGY

Currently, TamoGraph Site Survey is a powerful and convenient tool for collecting, visualizing and 
analyzing data in Wi-Fi networks of the standard IEEE 802.11 a/b/g/n/ac/ax. The implementation and 
operation of wireless networks requires professional software products that allow you to significantly simplify 
the implementation of such complex and time-consuming tasks as the construction of coverage maps, analysis 
of interference and signal level, distribution of Wi-Fi channels, etc. The aim of the work is the implementation 
of a wireless seamless network to create a public wireless access zone or a Wi-Fi network (seamless coverage 
zone) covering the entire territory of the educational institution, as well as conducting research the IEEE 
802.11ax standard, using the method of modeling the operating characteristics of a seamless network based on 
Mikrotik technology CAPsMAN, with the aim of increasing the level of informatization in the modern services 
provision. The object of research is the process of modeling the operating characteristics of a seamless network 
based on the IEEE 802.11ax standard. The subject of the research is models, methods, software and tools for 
simulating operational characteristics of a seamless network based on Mikrotik CAPsMAN technology. As 
part of the research, a network segment model for the IEEE 802.11ax standard is proposed, which takes into 
account the time spent on accessing the physical layer and the data link layer. The model also considers both 
single-user and multi-user transmission scenarios for both downlink and uplink when calculating link capacity 
in IEEE 802.11ax networks. The disadvantage of this model is that it does not take into account physical layer 
losses and the impact of heterogeneous traffic. In addition, many assumptions, such as the same distance of all 
stations, no hidden nodes, and network saturation conditions, can also change the overall network throughput. 
In the paper, for each frequency range, three examples are analyzed for three indicators, such as: signal level; 
signal-to-noise ratio and predicted physical speed. 

Key words: IEEE 802.11ax, CAPsMAN, Mikrotik, Wi-Fi, WinBox, MIMO.
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ОцІНКА хАРАКТЕРНИх ПРОяВІВ ПОВЕдІНКИ 
СКлАдНИх ТЕхНОлОгІЧНИх ОБ’ЄКТІВ

У статті розглядаються технологічні процеси харчових виробництв, які мають всі характерні 
ознаки складних динамічних систем, в тому числі різнопланову поведінку, що містить наявність 
детермінованих, стохастичних та хаотичних проявів. Аналіз та ідентифікація таких проявів дозволяє 
оперативно прийняти відповідні стратегії керування, що забезпечить ресурсоощадне функціонуваня 
технологічних об’єктів керування в різних умовах виробництва. Властива для складних технологіч-
них комплексів як об’єктів керування самоорганізація через їх суттєву нелінійність і віддаленість від 
стану термодинамічної рівноваги і, як наслідок, через утворення дисипативних просторово – часових 
структур, є основою для забезпечення оптимальних значень в умовах змінювання характеру поведінки, 
включаючи і хаотичні процеси, що є актуальною проблемою на сучасному етапі розвитку систем авто-
матизації харчової галузі. Хаотичні процеси, які спостерігаються в поводженні об'єкта та викликані 
внутрішніми факторами, у багатьох випадках відіграють конструктивну роль в адаптації складних 
об'єктів через самоорганізацію. Для організації ефективного керування, заснованого на синтезі керу-
ючих стратегій не примусового, а топологічно погодженого ресурсоощадного характеру резонансної 
дії, необхідно провести дослідження таких об'єктів виробництва методом рекурентного аналізу.

 На основі рекурентного аналізу часових рядів основних параметрів функціонування технологічних 
процесів цукрової та спиртової промисловості виявлені особливості поведінки складних технологічних 
комплексів, що характеризується переривчастю, яка являє собою чергування детермінованих, стохас-
тичних та хаотичних режимів в умовах нестаціонарності. Визначені також кількісні показники реку-
рентних діаграм як міра детермінованості, міра рекурентності, ентропія, тренд, дивергенція, які харак-
теризують прикмети поведінки об’єкта, а також визначити природу процесів, виявити деякі атрибути 
поведінки об’єкта (тип режимів, рівень шуму у порівнянні з корисним сигналом, перелом трендів). Отри-
мані рекурентні діаграми та числові значення критеріїв оцінки характеру поведінки технологічних про-
цесів дали можливість реалізації ефективних рішень по керуванню, що забезпечило покращення якості 
продукції, підвищення продуктивності обладнання та економію сировинних і енергетичних ресурсів. 

Ключові слова: виробництво спирту, цукрове виробництво, об'єкт керування, нелінійна динаміка, 
детермінований хаос, рекурентний аналіз, часовий ряд.

Постановка проблеми. Технологічні процеси 
цукрової та спиртової промисловості відносять 
до складних технологічних комплексів [1] через 
властиві для таких об’єктів керування особливості 
як багатофакторність, нестаціонарність, значна 
невизначеність, нелінійність зв’язків між параме-
трами, великий рівень шумів та перешкод. Важ-
ливим чинником таких складних динамічних сис-
тем є те, що вони переважно характеризуться так 
званою переривчастю (intermittency), проявами 

якої є як випадкові, так і детерміновані хаотичні 
процеси, що потребує застосування необхідних 
засобів аналізу оцінки стану та поведінки об’єкта 
керування для реалізації адекватних реальним 
виробничим ситуаціям ефективних ресурсоощад-
них алгоритмів керування. 

Забезпечення оптимальних значень техноло-
гічних параметрів складних об'єктів керування 
харчової промисловості в обставинах переривчас-
тості, яка відзначається витвором дисипативних 
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просторово – часових структур, як впорядкова-
них, так і хаотичних, внаслідок визначальної нелі-
нійності і віддаленості від рівноважного стану, 
є актуальною проблемою на сучасному етапі роз-
витку систем автоматизації виробництва.

Спостереження за такими об’єктами доцільно 
здійснювати на основі часових рядів, які є дис-
кретною послідовністю значень показників, тех-
нологічних параметрів, впорядкованих за часом 
їх отримання, що в інтегральному сенсі характе-
ризує стан об’єкта в окремі моменти часу. Такий 
спосіб представлення інформації про ситуацію, 
поведінку та розвиток об’єкта керування є дуже 
розповсюдженим, зручним і, в більшості випад-
ків, єдино ефективним.

Застосування статистичних методів при ана-
лізі часових рядів дозволяє розв’язувати в певному 
наближенні проблеми ідентифікації, визначати 
форму та зв'язок між факторами, визначати деякі 
кількісні та якісні характеристики об’єкта, але подати 
в повному обсязі поведінку та розвиток об’єкта, 
особливо при наявності суттєвого впливу неліній-
ностей, що приводить до складного характеру пове-
дінки, є надзвичайно проблематичним. Сьогодення 
наукових досліджень часових рядів висунуло плідні 
методи нелінійної динаміки, поміж яких визна-
чальне місце займає рекурентний аналіз. Хаотичні 
процеси, які спостерігаються в поводженні об'єкта 
та викликані внутрішніми факторами, у багатьох 
випадках відіграють конструктивну роль в адапта-
ції складних об'єктів через самоорганізацію. Для 
організації радикального керування технологічними 
комплексами, що забезпечує формування керуваль-
них дій, основаних на самоорганізації, тобто пого-
джених із фізичною природою процесів в об’єктах, 
і тим самим є ресурсоощадним, необхідно провести 
дослідження таких об'єктів виробництва методом 
рекурентного аналізу.

Рекурентний аналіз при дослідженні пове-
дінки складних динамічних обєктів не потребує 
значного об’єму інформації. Дослідження таких 
складних систем із застосовуванням методу реку-
рентного аналізу у відповідності із теоремою 
Такенса дозволено проводити навіть у випадку 
наявності лише однієї змінної координати, врахо-
вуючи те, що по дії змінних в складних системах 
і їх кількості, можна визначити динаміку всієї сис-
теми в цілому.

Рекурентні діаграми допускають можливість 
відтворювати кардинальні властивості процесу, 
що досліджується, за їх геометричною структу-
рою. Відомі такі різновиди структур: топологія 
і текстура. Топологія, що відзначається великим 

масштабом, зумовлює тотальне сприймання про 
природу процесу, а текстура, що має дрібномасш-
табну структуру, дозволяє встановити окремі 
нюанси поведінки. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
За останні роки був розроблений оригінальний 
метод, заснований на фундаментальній власти-
вості диссипативных динамічних систем – реку-
рентності (повторюваності) станів, яка зводиться 
до в того, що, навіть незначні коливання в склад-
ній динамічній системі можуть заподіяти в сис-
темі відхиляння від власного стану експонен-
ціального характеру з подальшим поверненням 
через декотрий час до стану, який тим або іншим 
чином є ближнім до колишнього, і переходить при 
цьому однотипні стадії еволюції. Таку рекурентну 
поведінку можна зобразити рекурентними діагра-
мами, запропонуваними в 1987 р. Екманом, Камп-
хорстом і Рюелем [2], які допускають відтворити 
фазову траєкторію абиякої розмірності на двови-
мірну квадратну матрицю, формат якої окреслю-
ється довжиною часового ряду і, практично, вира-
жає його рекурентність, тобто його поводження 
в колишні випадки пори. Практичне використання 
цього методу показало його застосованість до 
недовгих і нестаціонарних даних, що підвищило 
його популярність у дослідників. Окрім сильних 
візуальних відзнак, є метод числового аналізу 
побудов, які організовуються на відображенні 
рекурентної діаграми. В 2007 році Збілут (zbilut) 
і Веббер (Webber) опублікували роботу [3], в якій 
описали елементи числового аналізу рекуррент-
них діаграм. Новітні дослідження засвідчили, що 
рекурентна діаграма поміщає усю потрібну інфор-
мацію про динаміку системи. Роботи таких вче-
них, як Норберт Марван [4], Кармен Романо [5],  
Сун [6], Фачіні [7], Фауер [8], Флеш [9], Фусаролі 
[10] значно збагатили за останнє десятиліття мож-
ливості цього методу в різних галузях науки, під-
твердили потужну перспективу такого напряму 
досліджень. 

Постановка завдання. Мета статті полягає 
в розробці і обґрунтуванні алгоритмів розрахунку 
основних характеристик технологічних комплек-
сів цукрової та спиртової промисловості для опе-
ративного визначення особливостей їх поведінки 
в умовах переривчастості, що дозволить приймати 
ефективні рішення по керуванню у відповідності 
із виробничою ситуацією. Завданням проведених 
досліджень є також підтвердження гіпотези про 
наявність ефектів переривчастості в поведінці 
технологічних процесів виробництва цукру та 
спирту, виявлених нами в пивоварній промис-
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ловості [11], що дасть підставу для розширення 
номенклатури систем синергетичного керування 
технологічними процесами в харчовій галузі. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Досліджувались часові ряди технологічних змін-
них функціонування технологічних комплексів 
цукрової та спиртової промисловості: витрати 
і показників якості сировини, напівфабрикатів та 
готової продукції, температури та тиску в техно-
логічному обладнанні. 

Поведінка об’єкта у вигляді m  – мірної фазо-
вої траєкторії часового ряду відображувалась 
на двохмірну квадратичну матрицю розміром 
N × N , при якому N  – відповідає повтору стану 
при якомусь часі i  в декотрий інший час j , а дві 
координатні осі є осями часу. Графічний показ 
такого процесу іменують рекурентною діагра-
мою, або скорочено RP (recurrence plots), яка 
є проекцією m -мірного псевдофазового простору 
на площину [2]. Рекурентні діаграми дозволять за 
часовими рядами технологічних змінних завдяки 
візуальному розгляду та аналітичних розрахун-
ків встановити характерні прояви поведінки про-
цесів, що забезпечить організацію ефективних 
рішень по керуванню технологічними процесами. 

Рекурентна діаграма визначається відповідною 
операцією:

R x xi j
m

i i j,
, ( )� �� � ��

де x x x x Ri N
m� � � � � �1 2, , ..., , i j N, , , ...,= 1 2 , 

 N  – кількість станів, які аналізуються;
 εi  – розмір округи точки xi  в момент i ,
 x xi j−  – відстань між точками,
 �( )�  – функція Хевісайда.

Для розгляду поведінки об’єктів за рекурент-
ними діаграмами існують такі класи структури: 
топологія і текстура зображень. При цьому тополо-
гія, зумовлює тотальне сприйняття щодо природи 
процесу за класами: однорідний, періодичний, 
дрейф і білі області. Текстура розкриває окремі 
деталі поведінки і об'єднує відокремлені точки, 
діагональні, горизонтальні і вертикальні лінії [2].

Текстура зумовлює перспективу оцінувати від-
стань між станами системи на діаграмі відстаней 
[2], що відбивається на декотру кольорову палітру:

D x xi j
m

i j, � �

Топологія дає можливість узнати і описати 
природу процесу. Існують чотири відмінні класи 
структур: однорідні, періодичні, дрейф, контрастні 
області і лінії. Для наочності різноманітного харак-
теру поведінки на рис. 1 – рис. 6 представлено реку-
рентні діаграми різних топологій із текстурами.

 

Рис. 3. Відображення рекурентної діаграми 
температури бражки (періодична топологія, 

генератор Ван дер Поля)

 

Рис. 1. Відображення рекурентної діаграми 
величини рН I-сатурації

Рис. 2. Відображення текстури рекурентної 
діаграми величини рН I-сатурації
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Рис. 4. Відображення текстури рекурентної 
діаграми температури бражки (періодична 

топологія, генератор Ван дер Поля)

 
Рис. 5. Відображення рекурентної діаграми 
концентрації етанолу у бражці (контрастна 

топологія, загальний броунівський рух)

 

Рис. 6. Відображення текстури рекурентної діаграми 
концентрації етанолу у бражці (контрастна 

топологія, загальний броунівський рух)

Оцінку системи можливо здійснити за харак-
терними структурними особливостями реку-
рентної діаграми. Для прикладу, система з пара-
метрами, що повільно змінюються (наявність 
дрейфу) характеризується такою рекурентною 
діаграмою, в якій верхній лівий та правий нижній 
кути діаграми без рекурентних точок, контрастні 
білі області або смуги говорять про різкі зміни 
в динаміці системи.

Аналіз топології діаграми дозволяє провести 
класифікацію процесів: 

– однорідних, типових для процесів з незалеж-
ними, ідентично розподіленими (IID – independent 
and identical distributed) випадковими значеннями;

– дрейфуючих, типових процесам з повільно 
(лінійно) мінливими параметрами;

– періодичних, повторюваних структур, що від-
повідають осцилюючим (нелінійним) системам.

Рекурентні діаграми дозволяють провести 
і числову оцінку деяких особливостей поведінки 
об’єкта керування згідно із методикою Збілута 
і Вебера [3] за щільністю рекурентних точок 
і діагональних структур діаграми. Відзначаються 
отакі показники числового порядку як [3,11]: міра 
рекурентності (RR), міра детермінованості (DET), 
середня довжина діагональних ліній (L), дивер-
генція (DIV), ентропія (ENTR), частотне розподі-
лення довжин діагональних ліній (RATIO), тренд 
(TREND). Пізніше Марваном було запропоновані 
міри розрахунку, що враховують вертикальні та 
горизонтальні структури рекурентних діаграм: 
міра замирання (LAM), показник затримки (TT), 
міра частоти (CLEAN), як розуміння балансу між 
стохастичною і детермінованою складовою [4]. 

Міра рекурентності розраховується таким 
чином:

RR
N

Ri j
m

i j

N

�
�
�1

2
1

,
,

,

�

Міра рекурентності позначає гущину реку-
рентних точок і знаходиться за підрахунком ліній 
ідентичності: стохастичні процеси формують 
винятково короткі діагоналі, а процеси із детер-
мінованою поведінкою продукують довгі діаго-
налі. Ця міра демонструє також імовірність знахо-
дження рекурентної точки в рекурентній діаграмі.

Міра детермінованості або передбачуваності 
системи визначається за співвідношенням реку-
рентних точок, що створюють діагональні струк-
тури, до загальної кількості точок:

DET
lP l

Ri j
m

� �
�

�
�

( )

,
,

 Середня довжина діагональної лінії L маркує 
час, на протязі якого дві частини траєкторії про-



99

Інформатика, обчислювальна техніка та автоматизація

ходять близько одна до одної і напевне розгляда-
ється як середній час передбачуваності:

L

lP l

P l

l l

N

l l

N� �

�

�

�

�

�

( )

( )

min

min

 

Показник DIV – дивергенція, з'ясовує максимальну 
довжину діагональних структур або її інверсію:

DIV
L

=
1

max

де L l i Ni lmax max( ; ... )= = 1 .
Визначено, що довжини діагональних ліній 

пов'язуються із найбільшим позитивним показ-
ником Ляпунова, що характеризує прояви детер-
мінізму та хаотичності в системі. Міра ентропії 
співвідноситься до ентропії Шеннона частотного 
розподілення довжин діагональних ліній

ENTR p l p l
l l

N

� �
�
� ( ) ln ( )
min

де p l
P l

P l
l l

N( )
( )

( )
min

�

�
�

�

�
 – показує складність 

 детермінованої складової системи.
Співвідношення між DET і RR можна розра-

хувати із частотного розподілення довжин діаго-
нальних ліній.

RATIO N
lP l

lP l
� �

�2 2
�

�

( )

( ( ))

Дану міру можливо використати для вста-
новлення фазових переходів у випадках коли RR 
зменшується, а DET – незмінне. 

LAM
P

Rm
i j

� �
�

� �

�

�( )

, ,

Міра замирання LAM помічає співвідношення 
кількості рекурентних точок, що утворюють гори-
зонтальні лінії до загальної кількості рекурентних 
точок. Показник атестує присутність станів зами-
рання системи. Замиранням вбачають такий стан 

системи, коли рух цієї системи по фазовій траєк-
торії зупиняється або здійснюється надто повільно. 

Середня довжина горизонтальних структур 
(показник затримки) видається таким чином:

TT

P i
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N
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min

min

Цей покажчик розкриває час стабільного стану 
системи. 

Міра співвідношення кількості точок, що фор-
мують діагональну лінію довжиною l l min  до 
кількості точок, що формують діагональні лінії 
l l min ,

CLEAN
lP l

lP l

l

l
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min
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1

1

іменується мірою частоти і маркує вплив стохас-
тичної складової процесу. При наявності пере-
важної частини цієї складової значення CLEAN 
зростає (табл. 1). 

На основі рекурентного аналізу часових рядів 
основних параметрів функціонування техноло-
гічних процесів цукрової та спиртової промисло-
вості виявлені особливості поведінки складних 
технологічних комплексів, що характеризується 
переривчастю, яка являє собою чергування детер-
мінованих, стохастичних та хаотичних режи-
мів в умовах нестаціонарності. Визначені також 
кількісні показники рекурентних діаграм як міра 
детермінованості, міра рекурентності, ентро-
пія, тренд, дивергенція, які характеризують при-
кмети поведінки об’єкта, а також визначити при-
роду процесів, виявити деякі атрибути поведінки 
об’єкта (тип режимів, рівень шуму у порівнянні 
з корисним сигналом, перелом трендів). 

Висновки. В результаті дослідження вста-
новлено, що поводження технологічних систем 
цукрової та спиртової галузі характерується 

Таблиця 1
Кількісна оцінка складності структур рекурентних діаграм

Міра рН 1-ої сатурації Витрата соку
Концентрація сухих 

речовин
в бражці

Тиск в бражній 
колоні

RR 0.086 0.321 0.087 0.294
DET 0.559 0.596 0.517 0.681
DIV 0.028 0.041 0.069 0.141

ENTR 1.670 1.543 1.564 1.581
RATIO 8.247 4.236 4.842 5.738
LAM 0.769 0.527 0.595 0.474
TT 2.643 5.198 3.848 2.163

CLEAN 1,703 4,673 2,162 1,664
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ефектом інтермітансу (переривчастості) з наяв-
ністю хаотичної складової. детермінованого 
хаосу. 

З огляду на природні особливості процесів при-
готування спирту-ректифікату та цукру, зокрема, 
в здатності створення дисипативних просторово-

часових структур самоорганізації, доцільно для 
ефективного управління цими процесами вико-
ристовувати синергетичні системи керування, які 
забезпечують покращення якості продукції, під-
вищення продуктивності обладнання та економію 
сировинних і енергетичних ресурсів 
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Kyshenko V.D., Kryshchenko D.O., romaschuk O.M., Gorpinchenko A.S. ASSESSMENT 
OF THE CHArACTErISTIC MANIFESTATIONS OF THE BEHAVIOr OF COMPLEX 
TECHNOLOGICAL OBJECTS

The article examines the technological processes of food production, which have all the characteristic features 
of complex dynamic systems, including multifaceted behavior, which includes the presence of deterministic, 
stochastic and chaotic manifestations. Analysis and identification of such manifestations allows prompt adoption 
of appropriate control strategies, which will ensure resource-saving functioning of technological control objects 
in various production conditions. The self-organization property of complex technological complexes as control 
objects due to their significant nonlinearity and distance from the state of thermodynamic equilibrium and, as a 
result, due to the formation of dissipative spatio-temporal structures, is the basis for ensuring optimal values in 
conditions of changing behavior, including chaotic processes , which is an urgent problem at the current stage 
of development of food industry automation systems. Chaotic processes observed in object behavior and caused 
by internal factors in many cases play a constructive role in the adaptation of complex objects through self-
organization. For the organization of effective management, based on the synthesis of management strategies of 
not forced, but topologically agreed resource-saving nature of resonant action, it is necessary to conduct a study 
of such production facilities by the method of recurrent analysis.

On the basis of the recurrent analysis of time series of the main parameters of the functioning of the technological 
processes of the sugar and alcohol industry, the peculiarities of the behavior of complex technological complexes 
characterized by intermittency, which is an alternation of deterministic, stochastic and chaotic modes in 
conditions of non-stationarity, were revealed. Quantitative indicators of recurrent diagrams are also defined as 
a measure of determinism, a measure of recurrence, entropy, trend, divergence, which characterize the signs of 
the object's behavior, as well as to determine the nature of the processes, to identify some attributes of the object's 
behavior (type of modes, noise level compared to useful signal, trend reversal). The obtained recurrent diagrams 
and numerical values of the criteria for evaluating the nature of the behavior of technological processes made 
it possible to implement effective management solutions, which ensured the improvement of product quality, the 
improvement of equipment productivity, and the saving of raw and energy resources.

Key words: alcohol production, sugar production, control object, nonlinear dynamics, deterministic chaos, 
recurrent analysis, time series.
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МОдЕлюВАННя РЕгУляТОРА ТЕМПЕРАТУРИ ПІдІгРІВУ гАЗУ

Необхідність розробки моделі регулятора температури підігріву газу обумовлена перспективою 
використання таких регуляторів в установках, що використовуються в технологіях розподілу газу 
та інших додатках. Потреба підігріву потоку газу виникає при дроселюванні потоку, як при викорис-
тання дроселюючих пристроїв, так і детандерів. Детандер-генераторні агрегати (ДГА), забезпечу-
ючи утилізацію надлишкового тиску газу магістралі, одночасно дозволяють покращити екологічний 
стан навколишнього середовища. Перепоною для підвищення ефективності процесів утилізації над-
лишкового тиску потоку газу є недосконалість систем керування процесами утилізації, зокрема піді-
гріву газу. Врахування об’ємів використання засобів керування у газорозподільчих мережах України 
визначає актуальність досліджень, що ведуться у цій галузі.

Альтернативою для підігрівачів, що працюють за рахунок спалювання газу у точці розподілу потоку, 
є безвогневі підігрівачі. Можливість використання безвогневих підігрівачів базується на генераторах, 
що під’єднуються до турбіни детандера. 

Ідеологія розробки систем керування процесами дроселювання будується відповідно до дії випадко-
вих та детермінованих збурень параметрів потоку газу, що заважають стабілізації режимів функці-
онування всієї установки.

Досліджено канал керування температурою потоку газу, що надходить до турбіни турбодетан-
дера. Оцінена ступінь впливу збурюючих факторів (витати газу) на температуру потоку. Для керу-
вання нелінійним об’єктом, яким є підігрівач потоку газу, вибрано ШІМ регулятор, що реалізується 
на мікропроцесорному контролері та потужних комутуючих пристроях. Відповідно до енергозберіга-
ючих принципів керування підігрівачем розроблені алгоритми програмного забезпечення регулятора. 
Практична значимість отриманих результатів полягає у можливостях вбудування дослідженого 
локального регулятора в загальну систему керування установкою утилізації надлишкового тиску.

Ключові слова: енергозбереження, збурення параметрів, тепловий баланс, теплоелектричний 
нагрівач, ШІМ– регулятор.

Постановка проблеми. Процес розподілу 
природного газу зазвичай супроводжується змі-
ною тисків на газорозподільних станціях (ГРС) 
та газорегуляторних пунктах (ГРП), і здійсню-
ється шляхом дроселювання потоків. Один із 
напрямків енергозбереження процесу розпо-
ділу – це застосування детандер –генераторних 
агрегатів (ДГА) для отримання електроенергії за 
рахунок використання надлишкового тиску газу. 
Надлишковий тиск утворюється не тільки на 
газогонах системи газопостачання, але і в про-
цесі генерації електроенергії на теплоелектрос-
танціях.

Узагальнення завдань керування процесами 
генерації електроенергії показує, що на якість пара-
метрів електроенергії впливає не тільки стабільність 
швидкості обертання агрегату турбіна/генератор. 
Суттєвим чинником впливу на ефективність про-
цесів перерозподілу потоків газу, що супроводжу-
ються ефектом дроселювання, є температура потоку 
та пов’язані з нею газофізичні параметри потоку, що 
дроселюється. Природними є заходи, які сприяли 
стабілізації параметрів потоку газу в умовах дії збу-
рень по температурі потоку та його витрат.

Досить прийнятним у практичному викорис-
танні став процес підігріву газу, який дозволяє 
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значно зменшити випадання гідратів та вологи 
у вузлі дроселювання, а також покращити умови 
обертання турбіни. Це важливо і з огляду на те, 
що газові турбіни працюють не тільки на ГРП та 
ГРС, але й на різних рухомих об’єктах.

Спроби узагальнення підходу до керування 
підігрівом газу, що надходить до турбіни, не 
завжди видаються вдалими, оскільки ці об’єкти 
керування відрізняться як конструктивно-тех-
нологічними параметрами, так і різними пара-
метрами газових потоків. Тому при вирішенні 
питань побудови схеми підігріву газом головним 
питанням є методи підігріву. Виходячи із прин-
ципів організації теплового контакту носія тепла 
з потоком нагріву, формуються критерії подаль-
шого удосконалення засобів керування процесом.

Крім завдань підвищення ефективності про-
цесів обігріву, актуальним завданням для нашого 
часу залишається покращення екологічного стану 
навколо промислових об’єктів. Тому основні тен-
денції організації процесу обігріву газу базуються 
на використанні проміжних носіїв теплової енергії. 

Конкуруючий напрямок побудови схем обі-
гріву – від проектів, спрямованих на спрощення 
експлуатаційних заходів, спрямовується на дис-
танційне та автоматизоване керування об’єктами 
газопроводів [1]. Відповідно, розбудова засобів 
автоматизованого керування, що забезпечують 
ефективне керування енергопотоками, визначає 
актуальність завдань досліджень сьогодення.

Характер дії збурень параметрів керованого 
потоку газу, ускладнює використання класич-
них підходів до побудови PID – регуляторів, тим 
більше, для опису досліджуваного об’єкта керу-
вання (ОК) використовуються нелінійні функції. 

Необхідність реалізації мікропроцесорних 
засобів керування згаданими установками обу-
мовлює заходи по дослідженню моделей регу-
ляторів, які б забезпечували необхідну якість 
перехідних процесів регулятора. Узагальнення 
результатів дослідження моделей регуляторів 
дають можливість практичного впровадження 
мікропроцесорних регуляторів у суміжних галу-
зях промисловості. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Роз-
глядаючи підходи до побудови підігрівачів потоку 
газу, можна констатувати, що вони в основному 
використовуються на газорозподільчих стан-
ціях в утилізаційних турбодетандерних агрегатах 
(УТДА) [2]. В залежності від місця використання, 
при підігріві газу використовуються спеціальні 
підігрівачі з проміжним носієм тепла – водою або 
парою. На ГРС або ГРП нагрівання зазвичай здій-

снюється від зовнішніх теплових джерел. У будь 
якому варіанті розгляду процесу підігріву потоку 
газу встає питання ефективності керування цим про-
цесом. Найбільш поширеним у газотранспортній 
галузі в наш час є підігрівач паливного та пускового 
газу ПТПГ-30, в якому використовується проміжний 
теплоносій з непрямим нагріванням [3]. 

Ігнорування специфічних умов експлуатації 
при використанні серійних підігрівачів такого 
типу, призводить до того, що теплова потужність 
більшості підігрівачів перевищує реальні потреби 
ГРС. Тому підігрівачі працюють недовантаже-
ними, зменшуючи ККД установок ГРС.

До суттєвих недоліків підігрівачів такого типу 
можна також віднести певні витрати паливного 
газу на підігрівач («власні технологічні потреби»), 
зношення обладнання, викиди в атмосферу, склад-
ність в експлуатації паливного обладнання.

Заходи по підвищенню ефективності реду-
кування природного газу на ГРС спрямовані на 
пошук альтернативних джерел тепла, що викорис-
товують енергію вітру, сонця та ін. Проте, залеж-
ність цих джерел від природно-кліматичних умов 
передбачає розробку комбінованих пристроїв, що 
значно підвищує кошторис проектів, зменшуючи 
ефективність установок. 

Іншим напрямком досліджень процесів піді-
гріву є безвогневі методи підігріву, наприклад, 
термоакустичного редуктора, який працює 
з використанням резонансного ефекту Гартмана – 
Шпренгера [4]. Експерименти, що здійснювалися 
з генератором Гартмана довели, що затрати на 
реконструкцію обладнання перебільшують ті здо-
бутки, що отримують від цього пристрою.

Вихровий ефект Ранка – Хілша, що створює 
умови розділення теплових потоків, також вико-
ристовується для підігріву потоку газу. Результати 
досліджень, що реалізовані в газорозподільчій 
мережі Італії, показують обмеженість практич-
ного впровадження такого обладнання, оскільки 
воно ефективне в обмеженому діапазоні навко-
лишніх температур та при високих значеннях 
перепаду тисків [5].

Враховуючи те, що у переважній кількісті 
УТДА використовується для генерації електро-
енергії [6, 7], тобто турбодетандери використо-
вуються в якості механічного приводу електроге-
нераторів, здається логічним будувати підігрівачі 
газу на базі електричних джерел теплової енергії. 

До таких підігрівачів можна віднести підігрі-
вач, в якому в якості проміжного теплоносія вико-
ристовується мастило. Сумське машинобудівне 
науково-виробниче об'єднання має позитивний 
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досвід із впровадження таких нагрівачів у рес-
публіці Казахстан (УОГ, м. Бозой), Узбекистан 
(УКПГ, м. Шаркий Бердак, м. Мінгбулак).

Тому дослідження моделі регулятора темпера-
тури підігріву газу слід вести, орієнтуючись на піді-
грівач із мастильним носієм тепла, де виключені 
витрати газу на власні потреби та викиди результа-
тів спалюваного газу в навколишнє середовище. 

Аналізуючи математичні моделі підігрівачів, 
що відомі на теперішній час, можна побачити, що 
деякі з них [8] характеризуються значною мірою 
деталізації (об’єкт п’ятого порядку), відповід-
ними складнощами по реалізації PID – регуля-
тора, який представлено ланкою лише другого 
порядку. При цьому необхідність застосування 
PID – регулятора ґрунтується на неточних вимі-
рюваннях манометричного термометра та неко-
ректних налаштуваннях релейного регулятора.

В інших моделях, що спрямовані на реалізацію 
системи керування нагрівачем непрямого нагріву 
[9], підігрівач представляється як об’єкт автомати-
зації. Після відповідної лінеаризації моделі такого 
нелінійного об’єкт можна побудувати регулятор 
для певного діапазону відхилень від вибраної 
робочої точки. Наступні кроки реалізації системи 
керування повинні передбачати заходи струк-
турно-параметричного синтезу регулятора. 

Мета і завдання дослідження. Метою роботи 
є підвищення енергетичної ефективності роботи 
ДГА за рахунок використання мікропроцесорних 
засобів керування установкою підігріву потоку 
газу, що надходить до дросельного пристрою 
керування потоком газу. Для досягнення вказаної 
мети потрібно вирішити наступні завдання:

– оцінити вплив збурень параметрів потоку 
на стабільність утримання заданої температури;

– проаналізувати ефективність вибраного 
каналу керування;

– виконати структурно-параметричний син-
тез регулятора температури підігріву потоку газу.

Матеріали досліджень. Відповідно до прийня-
тої структури регулятора температури газового 
потоку, у схемі задіяні мастильний нагрівач на базі 
теплоелектричний нагрівач 4 (ТЕН) мастила 3,  
яке через стінки змійовика 2 передає теплову 
енергію потоку газу. Регулювання температурою 
потоку здійснюється регулятором 5 відповідно 
до заданого значення температури Тзад та плинної 
температури потоку Т2 , яка утворилася в резуль-
таті нагрівання вхідного потоку з температурою 
Т1. Збурення значень температури потоку утво-
рюються внаслідок регулювання витрат потоку 
дроселем 7 шляхом впливу на дросельну засувку 
регулятора витрат 8. Регулювання витрат потоку 
пов’язано із забезпеченням необхідного моменту 
та швидкості обертання турбіни ДГА.

Структурна схема підігрівача ГРС представ-
лена на рис. 1.

Для отримання математичної моделі мас-
тильного підігрівача складемо рівняння балансу 
теплових енергій. При цьому вважаємо, що енер-
гія, що акумулюється в просторі підігрівача ЕА 
визначається різницею енергій, які надходять до 
нього та залишають його: 

EА = EЕ +EIn – EОut                    (1)
де ЕЕ – енергія, що передається в підігрівач 
 від ТЕНа;
 ЕIn– енергія, що надходить в підігрівач   
 з потоком газу;
 EОut– енергія, яку випромінює підігрівач  
 у навколишнє середовище.

 
Рис. 1. Структурна схема підігрівача

1 – мастильний підігрівач; 2 – змійовик; 3 – мастило; 4 – ТЕН; 5 – регулятор температури;  
6 – давач температури; 7 – дросель потоку газу; 8 – регулятор витрат турбіни
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При цьому ЕE= U2/R
EОut= g*A*(Tout–Tc)                  (2)

EIn=Q*Cr(Tin–Tout)= – Q*Cr*(Tout–Tin)
де U – напруга, що підводиться до ТЕНа;
 R – опір ТЕНа; g – коефіцієнт конвекції; 
 A – площа поверхні підігрівача; 
 Tout–температура потоку газу, 
 що надходить у дроселюючий пристрій;
 Tc – температура навколишнього середовища; 
 Tin– температура потоку газу, що надходить 
 у підігрівач; Q – швидкість потоку газу;
 Cr – питома теплоємність газу. 

Записані рівняння відображують обмін енергі-
ями внаслідок зміни температури потоку на вході 
та виході підігрівача, а втрати енергії відбува-
ються внаслідок природної конвекції у навколиш-
ній простір з температурою Тс.

При такому описі підігрівач, він же теплооб-
мінник, представляється як об’єкт із зосеред-
женими параметрами, оскільки для отримання 
необхідної температури на виході обігрівача 
потреби в інформації щодо розподілу теплового 
поля у його просторі немає. При цьому вважаємо, 
що сталі часу теплових процесів набагато більше 
ніж тривалість керуючих впливів. Крім того вва-
жаємо, що сталі часу теплових процесів набагато 
більше ніж тривалість керуючих впливів.

Якщо прийняти, що середня температура 
потоку Tout, що витікає із підігрівача, наближена 
до температури мастила у просторі підігрівача, то 
це дає змогу записати рівняння теплового балансу 
у вигляді диференційного рівняння:

m C
dT
dt

U
R

Q C T T g A T Tm m
OUT

r OUT IN OUT C� � � � � � � � � �
2

( ) ( )  (3)

де Сm, mm– питома теплоємність та маса 
 мастила у підігрівачу.

Використовуючи позначення:
Tt= Сm, mm;      kC= g*A                  (4)

та рівняння (3), в середовищі MATLAB Simulink 
будується математичну модель досліджуваного 
обігрівача, схема якої зображена на рис. 2.

Як видно із рівнянь і отриманої моделі, ОК опи-
сується аперіодичною ланкою першого порядку. 
Затримка сигналу по каналу вимірювання темпе-
ратури, яка характерна для давачів температури, 
суттєво на динаміку об’єкта керування не впливає. 

Перший крок побудови моделі полягає в отри-
манні перехідної характеристики об’єкта, що 
дозволяє скорегувати коефіцієнти моделі на 
основі експериментальних даних. Практична 
оцінка параметрів моделі здійснювалася шляхом 
виміру часу, який необхідний для нагрівання робо-
чого тіла нагрівача до певної температури [10]. Як 
і очікувалося, характер кривої відповідає аперіо-
дичному процесу, а стала часу нагрівача залежить 
від маси мастила mm, яке завантажено у підігрівач, 
тобто від необхідного значення енергії теплового 
потоку. Слід зауважити, що зазвичай передатні 
функції теплообмінників представляються апе-
ріодичними ланками другого порядку. Причина 
відмінності опису класичного теплообмінника 
і термопідігрівача пояснюється мінімальними 
кінематичними зрушеннями потоку гріючого 
агента. Крім того, сам нагрівач представляється 
об’єктом із зосередженими параметрами.

 

Рис. 2. Схема моделі підігрівача
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Наступний крок дослідження моделі перед-
бачає оцінку ступеня впливу збурень параметрів 
об’єкту на вихідну температуру потоку, що над-
ходить на дроселювання. Збурюючими впливами 
на температуру Tout є зміни витрат потоку Q та 
вхідна температура потоку Tin підігрівача. 

В моделі, що зображена на рис. 2, введено симуля-
тор збурень, який вмикається у час закінчення пере-
хідного процесу (100 с) після вмикання термоелек-
тричного нагрівача (zBUR). На рис. 3 показані зміни 
вихідного сигналу в результаті дії зазначених збурень.

Із приведених осцилограм видно, що при одна-
кових відносних змінах параметрів впливу, чутли-
вість до збурень каналу «витрати потоку/вихідна 
температура» більша, ніж каналу «Tin/Tout».

Звертаючись до структури регулятора каналу 
керування «електротермонагрівач/температура», 
що стабілізує температуру підігрівача, основним 

питанням є метод регулювання. Цей метод визна-
чається виконавчим механізмом, який керує тепло-
вим потоком, а також сталими часу ОК, які визна-
чаються на етапі ідентифікації його параметрів.

З огляду на значення сталих часу нашого ОК, 
цілком прийнятним було б використання PD– регу-
лятора, оскільки використання інтегральної скла-
дової в реальному регуляторі не має сенсу. Проте, 
керуючись міркуваннями енергозбереження, 
досить перспективним здається застосування 
ШІМ (Широтно імпульсна модуляція) –контр-
олера в комбінації з PD– регулятором [11]. 

Додавання пропорційної складової дає змогу змен-
шити амплітуду автоколивань, як видно із результатів 
моделювання схеми ШІМ регулятора (рис. 4а), та 
осцилограми вихідного сигналу (рис. 4б).

Такий регулятор досить просто реалізується на 
контролері MIK-127/301(Ів– Франківськ) [12] на 
мові FBD та ПЛК фірми Siemens –S7-400.

  
 Рис. 3. Осцилограми результатів дії збурень на температуру потоку

  
 

а)                                                                                б)
Рис. 4. Схема моделювання процесу шІМ регулятора (а) 

та осцилограма вихідного сигналу (б)
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Висновки. Відповідно до поставленої мети, яка 
передбачає подальше підвищення ефективності 
функціонування утилізаційних ДГА, розроблена 
модель підігрівача потоку газу. Актуальність дослі-
джень визначається перспективою впроваджень 
таких регуляторів не тільки в схемах з використан-
ням ДГА, а й на ГРС та ГРП, де задіяні техноло-
гічні операції дроселювання потоків газу.

Використання безвогневого підігрівача дає 
змогу скоротити витрати газу на власні потреби 
та покращити екологічні параметри установки.

Побудова моделі підігрівача, який по опису 
його моделі є нелінійним, не передбачає кроків 

по лінеаризації опису моделі. Такий підхід зумов-
лений тим, що на етапі впровадження загальної 
мікропроцесорної системи керування процесом 
утилізації надлишкового тиску прогнозується 
використання ШІМ регулятора температури. Цей 
регулятор передбачається підпорядкувати зовніш-
ньому контуру керування витратами потоку газу, 
що надходить на дроселювання або ДГА.

В дослідженнях оцінені результати компенса-
ції збурень параметрів потоку газу і підтверджена 
доцільність вибору ШІМ регулятора температури 
безвогневого обігрівача. Розглянута можливість 
побудови регулятора на мікропроцесорних засо-
бах, що наявні на ринку. 
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The need to develop a gas heating temperature regulator model is due to the prospect of using such 
regulators in installations used in gas distribution technologies and other applications. The need to heat 
the gas flow arises when throttling the flow, both when using throttling devices and expanders. Expander-
generator units (DGA), ensuring the disposal of excess pressure of main gas, simultaneously allow to improve 
the environmental condition of the environment. An obstacle to improving the efficiency of the processes of 
utilization of excess pressure of the gas flow is the imperfection of the management systems of the utilization 
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An alternative to heaters that work by burning gas at the flow distribution point are flameless heaters. The 
possibility of using flameless heaters is based on generators connected to the expander turbine.

The ideology of developing control systems for throttling processes is built according to the action of 
random and deterministic disturbances of gas flow parameters, which interfere with the stabilization of the 
operation modes of the entire installation.
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The temperature control channel of the gas flow entering the turboexpander turbine was investigated. The 
degree of influence of disturbing factors (gas flow) on the temperature of the flow is estimated. To control a 
non-linear object, which is a gas flow heater, a PWM controller implemented on a microprocessor controller 
and powerful switching devices was chosen. In accordance with the energy-saving principles of heater control, 
the algorithms of the controller software were developed. The practical significance of the obtained results 
lies in the possibilities of embedding the investigated local regulator into the general control system of the 
overpressure utilization plant.

Key words: energy saving, parameter perturbation, heat balance, thermoelectric heater, PWM controller.



Том 34 (73) № 1 2023108

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

УДК 519.6:001.5 
DOI https://doi.org/10.32782/2663-5941/2023.1/16

Левкін Д.А. 
Державний біотехнологічний університет 

Жерновникова О.А.
Харківський національний педагогічний університет імені Г.С. Сковороди

Штонда О.Г.
Харківський національний педагогічний університет імені Г.С. Сковороди

УПРАВлІННя яКІСТю ТЕхНІЧНИх РІшЕНь 
В БІОТЕхНОлОгІЧНИх ПРОцЕСАх

У статті досліджені деякі аспекти контролінгу параметрів біотехнологічних систем під дією 
джерел навантаження. З метою підвищення якості біотехнологічного процесу лазерного поділу емб-
ріона потрібно здійснити попередній аналіз структури мікробіологічного об’єкта та технічних харак-
теристик лазерних випромінювачів. Врахувавши особливості біотехнологічного процесу, здійснюється 
розрахунок траєкторій лазерного поділу ембріона, інтенсивності лазера, швидкості руху лазерного 
джерела поверхнею ембріона та інших характеристик модельованої системи. Корекція інтенсивності 
лазерної дії забезпечена за рахунок реалізації прикладної оптимізаційної математичної моделі мінімі-
зації величини неузгодженності між припустимою температурою в зоні дії лазерного променя на емб-
ріон та її розрахованими значеннями. В існуючих засобах моделювання відсутні операції визначення 
радіусу джерела лазерного променя, тобто п’ятна, і розрахунку швидкості руху лазерного джерела 
поверхнею ембріона. Для отримання інформації про температурний режим лазерної дії застосований 
тепловізор, що відчутно зменшує точність корекції інтенсивності та інших технічних параметрів 
лазерних випромінювачів. Це призводить до зменшення точності розрахунку та оптимізації основних 
параметрів біотехнологічного процесу та, як результат цього, погіршується якість управління та 
обгрунтованого вибору технічних рішень в біотехнологічних процесах.

Авторами розроблена методика управління якістю технічних рішень для забезпечення функціону-
вання технічних і біотехнологічних систем під дією рухомих джерел сканованого лазерного випромі-
нювання. Визначено, що використання запропонованої методики для досягнення якісних показників 
біотехнологічного процесу лазерного поділу ембріона, підвищує точність контролінгу потужності та 
часу термічної дії на 20%.

Ключові слова: біотехнологічний процес, засоби моделювання, управління, технічні рішення, якісні 
показники. 

Постановка проблеми. Для трансплантації 
ембріонів і збільшення племінних високоцінних 
корів потрібно використовувати високоякісний 
матеріал. Тому стає актуальною задача якісного 
визначення життєздатних ембріонів з метою 
подальшої трансплантації.

Під час оцінки якості ембріонів виконав-
цям доводиться працювати з мікроскопічними 
об'єктами, тобто, візуальний контроль викону-
ється за безпосередньою участю тривалого ана-
лізатора людини. Оператор розміщує об'єкт, що 
досліджується, під мікроскоп і за морфологіч-
ними критеріями визначає клас досліджуваного 
ембріона. Під час оцінки якості ембріонів вико-
навцям доводиться працювати з мікроскопічними 
об'єктами, тобто. візуальний контроль виконується 

за безпосередньою участю тривалого аналізатора 
людини. Основні недоліки використання зорового 
аналізатора людини – низька надійність, висока 
трудомісткість, швидка стомлюваність, що є при-
чиною розладу органів зору. Цими та іншими фак-
торами обумовлена низька достовірність резуль-
татів оцінки ембріонів оператором – близько 50% 
досліджуваних ембріонів, здатних до розвитку, 
оцінюються як непридатні. Тому виникає необхід-
ність створення автоматизованої системи аналізу 
матеріалу для штучного запліднення з метою під-
вищення якості оцінки та звільнення людини від 
одноманітної стомлювальної роботи, або принай-
мні заміні зорового аналізатора людини.

Побудова автоматизованої системи візуального 
контролю стала можливою завдяки розвитку сис-
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тем технічного зору, що забезпечують сприйняття 
відеоінформації про навколишнє середовище через 
автоматичну обробку та аналіз зображень. Одна 
з основних переваг, яка притаманна системам 
технічного зору, полягає в реалізації практично 
100% контролю. Системи знайшли широке засто-
сування в галузі автоматизованого контролю та 
управління технологічними процесами, при виго-
товленні виробів у машинобудуванні, електронній 
техніці, дефектоскопічного аналізу, для зчиту-
вання та обробки символьної інформації, зорового 
контролю довільних маніпуляторів, що становлять 
основу робототехнічних комплексів нового поко-
ління, при розв’язанні задач ідентифікації об'єктів.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
В публікаціях [1, 2] розроблений та реалізований алго-
ритм керування складними системами в якості веб-
програми. Врахувавши зони заборони, обмеження на 
припустимі відстані між об’єктами, авторами публі-
кацій [3–5] розв’язана задача оптимального компону-
вання еліптичних об’єктів в обмеженій області. Побу-
дована та реалізована математична модель задачі 
компонування об’єктів в контейнері [4, 5]. Наведе-
ний математичний опис структури та встановлені 
особливості формування виробів зі сталі для підви-
щення якості виготовленої продукції в публікації [6].  
В статті [7] здійснене математичне моделювання біо-
технологічного процесу електропорації мембрани 
клітини. Для побудови адекватної математичної 
моделі електропорації мембрани застосований ймо-
вірносний підхід до утворення електропор. Авторами 
публікацій [8, 9] отримані умови адекватності мате-
матичних моделей для трибосистем та розроблена 
методика діагностування трибосистем під час їх екс-
плуатації. Автоматизація технологічного процесу 
в сільському господарстві вимагає запровадження 
нових пристроїв, що в сучасних умовах функціону-
вання біотехнологічних підприємств є можливим 
лише за рахунок інвестування коштів з внутрішніх та 
зовнішніх джерел. Загальну характеристику процесу 
інвестування в АПК та в суміжні підприємства роз-
глянуто в роботах [10–12].

Постановка завдання. Розробити методику 
до дотримання якісних показників прийняття тех-
нічних рішень при забезпеченні біотехнологічних 
процесів. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Автори розв'язують основну оптимізаційну 
задачу, яка полягає в пошуку оптимальних пара-
метрів лазерних випромінювачів при дії лазер-
ного променя на ембріон з врахуванням обмежень 
на результуюче температурне поле, для підви-
щення якості лазерного поділу мікробіологічного 

об'єкта. Це значить, що потрібно відшукати такі 
параметри вектора z *  лазерної дії, які б заезпечу-
вали виконанню екстремуму температурного поля 
в заданій області матеріала: 
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де T x y z t z, , , , *� �  – температурне поле;
 x y z, , *� �� �  – область ембріона Ω ;
 t0  – початковий момент часу t ;
 t *  – кінцевий момент часу t ;
 Ti

*  – припустиме значення температурного поля.
Це значить, що потрібно відшукати такі пара-

метри вектора z *  лазерної дії, які б забезпечували 
виконання екстремуму температурного поля в зада-
ній області матеріала:
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де z0
*  – вектор параметрів лазера.

Обмеження на функцію мети (температурне поле):
GT x y z t z Ti i, , , , ( ) ,* *
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              (3)
де Gi  – довільний оператор.

Вектор параметрів лазерної дії z * :
z x y z t u E s t v t Q x y z t S* , , , , , , ( ), ( ), ( , , , ),� � � ,    (4)

де u  – інтенсивність лазерного джерела;
 E  – енергія термічного навантаження;
 s t( )  – траекторія руху лазерного джерела;
 v t( )  – швидкість руху лазерного джерела;
 Q x y z t( , , , )  – густина термічного навантаження;
 S  – розміри лазерного джерела.

Виходячи з технічних характеристик випромі-
нювачів і особливостей ембріона, задані параме-
три вектора z * . 

Для розрахунку температури лазерної дії 
потрібно розв’язати крайову задачу системи нелі-
нійних, багатовимірних рівнянь теплопровідності 
в багатошаровому середовищі:
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Врахувавши температуру лазерної дії на 
зовнішню оболонку ембріона (зону пелюцида) та 
клітини зародків, запишемо граничні умови:
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Граничні умови теплового потоку на межі роз-
ділу зони пелюцида та живильного середовища, 
в якому знаходиться ембріон:
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Рівності неперервності температурних полів 
в ембріоні: 
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Обгрунтуємо коректність однорідної крайової 
задачі:
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В загальному виді крайові умови (6), (7):
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Для крайової задачі (10), (11) виконані умови 
параболічності, отже, розрахункова математична 
модель процеса лазерної дії на ембріон буде 
коректною в просторі узагальнених функцій сте-
пеневого зростання [13–15]. В залежності від 
специфічних особливостей модельованих систем 
обрані методи доцільно застосувати для управ-
ління якістю техніко-технологічних рішень [16].

На рисунку запропоновано алгоритм для 
управління якістю техніко-технологічних рішень 
в умовах невизначеності.

Підготовка пристрою (рис. 1) до роботи роз-
починається з введення вихідної інформації. 
З блоку 9 на вхід блоку 3 надходить припустиме 
значення контрольованого фізичного параметра, 
наприклад, припустиме значення температурного 
поля в найближчих точках лазерного джерела дії. 
У блок 7 завдання параметрів сіткової моделі над-
ходять вихідні значення відповідних параметрів 
для встановлення на сітковій моделі 6. З блоку 9 
на вхід блоку 4 розрахунку параметрів лазера над-
ходить інформація про вихідні значення параме-
трів дії лазера на ембріон, а саме: інтенсивність 
джерела лазерного променя, енергію та час тер-
мічної дії, траєкторію та швидкість руху лазер-
ного джерела, густину термічної дії, геометричні 
розміри лазерного джерела. На цьому підготовку 
пристрою до роботи закінчено.

Вихідні параметри лазера з блоку 4 надходять 
на вхід блоку 5, що дає можливість забезпечити 
моделювання в блоці 6 процесу дії лазера на емб-
ріон. Значення температурного поля з контрольо-
ваних точок сіткової моделі блоку 6 надходять на 
вхід блоку виділення максимуму 1 температурного 
поля, а потім на вхід блоку порівняння 2. У цьому 
блоці здійснюється порівняння максимального зна-
чення температурного поля з заданим припусти-
мим значенням. Якщо температурне поле сіткової 

Рис. 1. Алгоритм для управління якістю 
техніко-технологічних рішень в умовах 

невизначеності:
1 – блок виділення максимуму;

2 – блок порівняння;
3 – блок припустимого значення;

4 – блок розрахунку параметрів лазера;
5 – блок виконавчих механізмів; 

6 – блок сіткової моделі;
7 – блок завдання параметрів;

8 – блок реєстрації;
9 – блок вводу вихідної інформації
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моделі вище наперед заданого, то з блоку 2 в блок 
розрахунку параметрів лазера 4 надходить сигнал, 
за яким здійснюється корекція параметрів лазера, 
а саме: інтенсивності джерела лазерного променя, 
енергії та тривалості термічної дії, траєкторії та 
швидкості руху лазерного джерела, густини тер-
мічної дії, геометричних розмірів лазерного дже-
рела. Блок реєстрації 8 фіксує відповідні параметри 
лазера. Таким чином, за кілька ітерацій визначають 
оптимальні параметри лазерного променя.

Висновки. У статті закладено основи для роз-
робки моделюючих пристроїв з метою дотримання 
якісних показників прийняття технічних рішень 
при математичному моделюванні стану біотехно-
логічної системи, яка містить зосереджені, дис-
кретні джерела термічного навантаження. Авто-

рами розроблена методика для підвищення якості 
біотехнологічного процесу лазерного поділу емб-
ріона, яку можна застосовувати для дотримання 
якісних показників довільних технологічних 
і біотехнологічних систем під дією зосереджених, 
дискретних джерел навантаження. Це означає, 
що змінюючи методи реалізації крайових задач 
і методи здійснення оптимізації управляючих 
параметрів систем, цей підхід можна застосову-
вати для підвищення якості довільних техноло-
гічних і біотехнологічних процесів. Як показано 
в цій статті, застосування результатів наведених 
авторами досліджень, дало змогу підвищити точ-
ність контролінгу потужності та часу термічної 
дії при забезпеченні біотехнологічного процесу 
лазерного поділу ембріона на 20%. 
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Levkin D.А., Zhernovnykova O.А., Shtonda O.Н. quALITY MANAGEMENT 
OF TECHNICAL SOLuTIONS IN BIOTECHNOLOGICAL PrOCESSES

This article investigates some aspects of the biotechnological system parameters control under the 
influence of load sources. To improve the quality of the biotechnological process of laser embryo separation, 
a preliminary analysis of the structure of the microbiological object and the technical characteristics of laser 
emitters should be carried out. Considering the biotechnological process peculiarities, the trajectories of the 
laser division of the embryo, the laser intensity, the speed of movement of the laser source over the surface of 
the embryo, and other characteristics of the modeled system were calculated. The correction of the intensity of 
the laser action is ensured by the implementation of an applied optimization mathematical model to minimize 
the amount of inconsistency between the permissible temperature in the zone of action of the laser beam on the 
embryo and its calculated values. The existing modeling tools exclude operations for determining the radius 
of the laser beam source, i.e., the spot, and calculating the speed of movement of the laser source across the 
surface of the embryo. To obtain information about the temperature regime of the laser action, a thermal 
imager is used, which significantly reduces the accuracy of intensity correction and other technical parameters 
of laser emitters. This decreases the accuracy of the calculation and optimization of the main parameters of 
the biotechnological process and, decreases the quality of management and the justified choice of technical 
solutions in biotechnological processes.

The authors have developed a technique for managing the quality of technical solutions to ensure the 
functioning of technical and biotechnological systems under the influence of moving sources of scanned 
laser radiation. It was determined that the use of the proposed technique to achieve quality indicators of the 
biotechnological process of laser embryo separation increases the accuracy of controlling the power and time 
of thermal action by 20%.

Key words: biotechnological process, modeling tools, management, technical solutions, quality indicators.
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дОСлІдЖЕННя КОНТУРУ КЕРУВАННя ЕлЕКТРИЧНИМ 
ПРИВОдОМ ПРОМИСлОВОгО РОБОТА ПО шВИдКОСТІ

Слідкуючі системи, які використовуються в електричних (електромеханічних) приводах промисло-
вих роботів, в залежності від призначення таких роботів мають різну конструкцію і постійно вдоско-
налюються. В загальному випадку вони складаються з двох частин: внутрішнього контуру керування, 
який відповідає за роботу електричного двигуна, і зовнішнього контуру керування, який відповідає за 
позиціонування ланок промислового робота (лінійне або кутове). Підтримання одночасно і високої 
швидкодії, і високої точності роботи електричного приводу при збереженні всіх інших його характе-
ристик, таких як імовірність безвідмовної роботи, інтенсивність відмов або параметр потоку від-
мов, не завжди можливо. В проведеному дослідженні було розглянуто контур керування електричним 
приводом промислового робота по швидкості, як один з можливих варіантів проектування слідкуючих 
систем промислових роботів. Особливістю такого дослідження було те, що змінюючи одночасно сту-
пені стійкості і коливальності перехідного процесу в такому контурі, можливо зменшувати час регу-
лювання за рахунок появи незначного перегулювання і навпаки. При цьому статична помилка в такому 
контурі відсутня. Перевагами такого підходу є достатньо прості розрахунки, які вимагають визна-
чення лише двох коефіцієнтів настроювання регулятора: коефіцієнта підсилення і коефіцієнта інте-
грування, а також можливість реалізації запропонованого алгоритму керування за допомогою стан-
дартних засобів автоматизації, До недоліків можна віднести деяку обмеженість такого алгоритму 
керування, яка не дозволяє враховувати, наприклад, обмеження на максимально можливий керувальний 
вплив або на максимально можливу швидкість протікання перехідного процесу. Симуляція створеної 
моделі контуру керування електричним приводом промислового робота по швидкості і порівняння її з 
результатами розрахунків показала їх практичне співпадіння.

Ключові слова: діаграма Вишнеградського, електричний привід, контур керування, передатна 
функція, перехідний процес, слідкуюча система.

Постановка проблеми. Слідкуючі системи 
промислових роботів визначають їх найважли-
віші характеристики, зокрема точність і швидко-
дію. Для досягнення високих значень наведених 
характеристик необхідно подолати ряд складно-
щів. Не зважаючи на різноманіття технічних реа-
лізацій слідкуючих систем, їх структура є достат-
ньо типовою. Вони використовуються переважно 
в промислових роботах, приводи яких є електрич-
ними (електромеханічними) [1, 2, 3].

Один з варіантів структури слідкуючої сис-
теми промислового робота, який має електричний 
привід і шарнірні з’єднання, наведена на рис. 1. 
Якщо промисловий робот має, наприклад, чотири 
ступеня свободи, то він може мати чотири такі 
або аналогічні слідкуючі системи, які будуть від-
різнятися лише певними технічними характерис-
тиками (зокрема, типом електричних двигунів), 
але загальна структура таких систем останеться 
однаковою.
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Такі слідкуючі системи керування можуть бути, 
наприклад, повністю аналоговими. Але часто 
вимоги сучасного виробництва потребують, щоб 
в них використовувалися засоби обчислювальної 
техніки у вигляді мікропроцесорів або мікро-
контролерів чи іншого подібного обладнання. 
Однією з вимог до слідкуючих систем промис-
лових роботів є те, щоб перехідні процеси в усіх 
контурах керування таких систем були (за деяким 
виключенням) аперіодичними. Іншими словами, 
всі ланки повинні переміщуватися плавно, без 
коливань. Слідкуючі системи промислових робо-
тів звичайно складаються з внутрішнього контуру 
керування по швидкості і зовнішнього контуру 
керування по положенню.

Регулятор швидкості (РШ) 3 (складається 
з формувача керувального впливу і підсилювача 
керувального впливу), електричний привід (ЕП) 
4 (складається з електричного двигуна) і датчик 
швидкості (ДШ) 6 утворюють внутрішній кон-
тур керування слідкуючої системи по швидкості. 
Його завдання – керувати обертами електричного 
приводу 4 (тобто обертами електричного дви-
гуна). Задатчик положення (ЗП) 1 (визначає, яке 
лінійне або кутове положення повинна прийняти 
поточна ланка відносно сусідньої ланки), регуля-
тор положення (РП) 2, внутрішній контур керу-
вання слідкуючої системи по швидкості, шарнір-
ний механізм (ШМ) 5 (складається з редуктора, 
кріплень до шарнірного механізму шарніру, ланки 
і вантажу, маса якого може змінюватися в будь-
який момент часу від нуля до значення, визначе-
ного в документації) і датчик положення (ДП) 7 
утворюють зовнішній контур керування слідкую-
чої системи по положенню. Його завдання – керу-
вати положенням шарнірного механізму 5 (тобто 
положенням поточної ланки відносно сусідньої 
ланки).

Такі складові слідкуючої системи, як електрич-
ний привід 4, шарнірний механізм 5, датчик швид-
кості 6 і датчик положення 7 звичайно входять до 
складу промислового робота, і їх зміна (у випадку 

потреби) є або неможливою, або занадто дорогою. 
З іншого боку, технічні характеристики наведе-
них складових є незмінними і чітко визначеними 
в документації. Згідно з вимогами до сучасних про-
мислових роботів, кількість можливих положень 
однієї ланки відносно іншої ланки, яку повинен 
забезпечувати відповідний контур керування, ста-
новить приблизно від 10000 до 500000, що вимагає 
від такого контуру достатньо великої точності. Від-
повідно, характеристики таких контурів керування, 
і особливо характеристики датчика положення 7, 
повинні бути стабільними упродовж всього часу 
функціонування промислового робота. Крім того, 
промисловий робот повинен забезпечувати фікса-
цію захоплюючого пристрою (або іншого робочого 
органу) упродовж довільно заданого часу.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Аналіз останніх досліджень і публікацій показує, 
що вдосконалення контурів керування слідкуючих 
систем промислових роботів (зокрема, які вико-
ристовують електричні (електромеханічні) при-
води) полягає, переважно, у використанні більш 
сучасної елементної бази, яка покращує технічні 
характеристики таких систем (наприклад, під-
вищення точності позиціонування, зменшення 
енергоспоживання, збільшення напрацювання на 
відмову) [1]. При цьому загальна структура таких 
контурів загалом остається незмінною.

В електричному приводі 4 в якості електричного 
двигуна звичайно використовуються електричні 
двигуни постійного струму (як колекторні, так і без-
колекторні). Наприклад, колекторні двигуни, при 
керуванні за рахунок зміни напруги на якорі, зви-
чайно описуються передатними функціями другого 
порядку, до складу яких входять електромеханічні 
і електромагнітні сталі часу. При цьому вдоскона-
лення конструкції колекторних двигунів звичайно 
не змінює структури їх передатних функцій, а впли-
ває лише на значення параметрів (коефіцієнтів пере-
дачі, сталих часу) таких передатних функцій.

Постановка завдання. Метою проведеного 
дослідження було створення моделі/моделей 

 

Рис. 1. Структура слідкуючої системи промислового робота
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і виконання симуляції типового внутрішнього 
контуру керування слідкуючої системи по швид-
кості, що передбачає попередній розрахунок 
параметрів регулятора швидкості 3. Також метою 
проведеного дослідження було отримання опти-
мальних (згідно з кількома різними критеріями) 
параметрів налагодження такого регулятора. 
В якості середовища для створення моделей було 
обрано, враховуючи його широке застосування, 
пакет Simulink, який є частиною пакета MatLAB 
відомого розробника MathWorks.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Розглянемо внутрішній контур керування слід-
куючої системи по швидкості. В якості регуля-
тора швидкості 3 найчастіше використовується 
ПІ-регулятор. В такому регуляторі ПІ-закон керу-
вання визначає формувач керувального впливу, 
а інерційністю підсилювача керувального впливу 
(якщо використовується, наприклад, ШІМ-
перетворення) часто можна нехтувати. Таким 
чином, передатна функція W s3 � �  такого регуля-
тора матиме наступний вигляд:

W s
K s K

s3 � � � �Ï І ,      \* MERGEFORMAT  (1)
де KÏ  – коефіцієнт підсилення;
 K ²  – коефіцієнт інтегрування;
 s  – оператор Лапласа.

Передатна функція W s4 � �  електричного при-
воду 4 визначається його електромеханічною 
TÅÌÅÕ  і електромагнітною TÅÌÀÃ  сталими (при 
цьому одночасно може враховуватися і момент 
опору, який прикладається до валу електрич-
ного двигуна зі сторони редуктора). Так як умова 
T TÅÌÅÕ ÅÌÀÃ> 4  виконується досить часто, то пере-
датна функція W s4 � �  може бути аперіодичною 
передатною функцією другого порядку і мати 
наступний вигляд:
W s

s s
K

T T4 1 1
� � �

�� � �� �
ÅÏ

ÅÌÅÕ ÅÌÀÃ

,  \* MERGEFORMAT (2)

де KÅÏ  – коефіцієнт передачі електричного 
 приводу 4.

Але якщо, зокрема, буде виконуватися умова 
T TÅÌÅÕ ÅÌÀÃ< 4 , то передатна функція W s4 � �  буде 
коливальною передатною функцією.

Датчик швидкості 6 також може бути практично 
безінерційним. Часто в його якості замість тахо-
метра використовується інкрементальний енко-
дер, момент інерції якого є набагато меншим за 
момент інерції якоря електричного двигуна. Крім 
того, якщо завдання для регулятора швидкості 3,  
наприклад, формується у вигляді цифрового коду 
і поточне значення обертів електричного приводу 
4 також формується у вигляді цифрового коду, то 
можна прийняти, що передатна функція W s6 � �  
датчика швидкості 6 буде мати наступний вигляд:

W s6 1� � � .  \* MERGEFORMAT          (3)
Отже, внутрішній контур керування слідкую-

чої системи по швидкості (з урахуванням передат-
них функцій складових такого контуру) буде мати 
вигляд, наведений на рис. 2.

Тобто датчик швидкості 6, по суті, буде реалі-
зовувати одиничний від’ємний зворотний зв’язок. 
Таким чином, передатна функція W sÂÏ � �  внутріш-
нього контуру керування слідкуючої системи по 
швидкості буде наступною:
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Така передатна функція має третій поря-

док. Тому для дослідження перехідних процесів 
у такому внутрішньому контурі можна викорис-
тати діаграми Вишнеградського, які для практич-
ного застосування є достатньо точними [4, 5, 6].

Перехідний процес в такому внутрішньому 
контурі переважно визначається характеристич-
ним рівнянням

 

Рис. 2. Структура внутрішнього контуру керування слідкуючої системи 
по швидкості
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яке може бути приведене до вигляду
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де D  – допоміжна змінна,

D
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3 ;  \* MERGEFORMAT     (7)

A1  – безрозмірний коефіцієнт,

A
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K T TK
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A2  – безрозмірний коефіцієнт,

A
K
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K

K
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1
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.                  (9)

Маючи фіксоване значення KÅÏ  і задаючи 
потрібні значення безрозмірного ступеня стій-
кості h0  і ступеня коливальності µ  (напри-
клад, якщо перехідний процес у внутрішньому 
контурі керування не повністю аперіодичний, 
а з невеликою коливальністю), можна визначити 
KÏ  і K ²  (див. рис. 3 і рис. 4). Припустимо, що 
KÅÏ ðàä Â ñ� �� �20 , TÅÌÅÕ ñ= 0 035, , TÅÌÀÃ ñ= 0 008, , 
h0 0 5= ,  і � � 1 . Оберемо на діаграмах Вишнеград-
ського, наприклад, значення A1 2 5= ,  і A2 2 5= , .

З одного боку, такі значення A1  і A2  знахо-
дяться в області, яка з усіх боків обмежується 
межею h0 0 5= ,  (див. рис. 3). Таким чином, в цій 
області будь-які перехідні процеси у внутріш-

ньому контурі керування будуть мати значення h0 ,  
не більше ніж 0 5, .

З іншого боку, такі значення A1  і A2  знахо-
дяться в області, яка з усіх боків обмежується 
межею � � 1  (див. рис. 4). Таким чином, в цій 
області будь-які перехідні процеси у внутріш-
ньому контурі керування будуть мати значення µ ,  
не більше ніж 1 .

Отже, з формули (8) можна отримати, що
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а з формули (9) можна отримати, що
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Ступінь стійкості h  має наступний вигляд:
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Виконаємо розрахунок коефіцієнтів передат-
ної функції W sÂÏ � �  (див. формулу (4)):
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Отже, передатна функція W sÂÏ � �  буде мати 
наступний вигляд
W s

s s
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Зокрема, для такої передатної функ-
ції перехідний процес n tÂÈÕ � �  (в нормо-
ваному вигляді) у внутрішньому контурі 
керування слідкуючої системи по швидко-
сті (отриманий в результаті розрахунку) 
буде мати наступний вигляд (див. рис. 5):

n t e e tt t
ÂÈÕ � � � � � �

�

� �1 1 1071 2 1071 40 631261 4286 46 0714, , cos( , ), ,

00 7155 40 631246 0714, sin( , ) .,e tt�
 (18)

Максимальне значення перехідного 
процесу становитиме 1 0999,  і буде досяг-
нуто в момент часу 0 0596, ñ . Час регулю-
вання (за умови входження в зону ±5 %  
від усталеного значення) становитиме 
0 0851, ñ , час регулювання (за умови вхо-
дження в зону ±2 5, %  від усталеного зна-
чення) становитиме 0 0973, � ñ .

Модель внутрішнього контуру керу-
вання слідкуючої системи по швидкості 
(в пакеті Simulink) наведена на рис. 6.

 

Рис. 3. діаграма Вишнеградського для h0
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Рис. 5. Перехідний процес n tÂÈÕ � �  (в нормованому 
вигляді, отриманий в результаті розрахунку)

 

Рис. 6. Модель внутрішнього контуру керування 
слідкуючої системи по швидкості

Перехідний процес n tÂÈÕ � �  (в нормованому 
вигляді) у внутрішньому контурі керування слід-
куючої системи по швидкості (в пакеті Simulink) 
наведено на рис. 7.

Порівнюючи перехідний процес, отриманий 
в результаті розрахунку (див. рис. 5), з перехід-
ним процесом, отриманим в пакеті Simulink (див. 
рис. 7), можна побачити, що вони співпадають.

Керувальний вплив u tÊÅÐ � �  (в нормованому 
вигляді) у внутрішньому контурі керування слід-

куючої системи по швидкості (в пакеті Simulink) 
наведено на рис. 8. 

 
Рис. 7. Перехідний процес n tÂÈÕ � �  (в нормованому 

вигляді, отриманий в пакеті Simulink)

 

Рис. 8. Керувальний вплив u tÊÅÐ � �  (в нормованому 
вигляді, отриманий в пакеті Simulink)

 

Рис. 4. діаграми Вишнеградського для µ



Том 34 (73) № 1 2023118

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

Висновки. В статті показано, що розрахунок 
параметрів регулятора швидкості внутрішнього 
контуру керування слідкуючої системи по швид-
кості може бути здійснений з використанням діа-

грам Вишнеградського для безрозмірного ступеня 
стійкості h0  і ступеня коливальності µ . Резуль-
тати розрахунків підтверджуються результатами 
симуляції в пакеті Simulink.
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Lisovets S.М., Kyselov V.В., Kiva I.L., Guida O.G., Furtat O.V. rESEArCH OF CONTrOL 
CIrCuIT OF ELECTrIC DrIVE OF INDuSTrIAL rOBOT BY SPEED

Tracking systems used in electric (electromechanical) drives of industrial robots, depending on the purpose 
of such robots, have different designs and are constantly being improved. In general, they consist of two 
parts: an internal control circuit, which is responsible for the operation of the electric motor, and an external 
control circuit, which is responsible for positioning the links of the industrial robot (linear or angular). It 
is not always possible to simultaneously maintain high speed and high accuracy of electric drive operation 
while preserving all its other characteristics, such as the probability of failure-free operation, the intensity 
of failures or the failure flow parameter. In the conducted study, the control circuit of the electric drive of 
an industrial robot based on speed was considered as one of the possible options for the design of tracking 
systems of industrial robots. The peculiarity of this research was that by simultaneously changing the degrees 
of stability and fluctuation of the transition process in such a circuit, it is possible to reduce the adjustment 
time due to the appearance of a slight overshoot and vice versa. At the same time, there is no static error in 
such a circuit. The advantages of this approach are fairly simple calculations that require the determination 
of only two adjustment coefficients of the regulator: the gain coefficient and the integration coefficient, as 
well as the possibility of implementing the proposed control algorithm using standard automation tools. The 
disadvantages include some limitations of such a control algorithm, which does not allow taking into account 
, for example, restrictions on the maximum possible control influence or on the maximum possible speed of 
the transition process. The simulation of the created model of the control circuit of the electric drive of the 
industrial robot in terms of speed and its comparison with the results of the calculations showed their practical 
coincidence.

Key words: Vyshnegradsky diagram, electric drive, control circuit, transfer function, transient process, 
tracking system.
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ВИКОРИСТАННя ЧАСОВИх РядІВ ПРИ ПРОгНОЗУВАННІ 
гРОшОВОЇ ВАРТОСТІ АВТОМОБІлІВ

У статті розглянуто задачу прогнозування грошової вартості автомобілів за параметрами з вико-
ристанням часових рядів. В даний час завдання прогнозування є актуальним для різного практичного 
застосування. Це можуть бути такі сфери діяльності як економіка, фінанси, бізнес, торгівля, полі-
тика тощо. Прогнозування часового ряду вирішується на основі створеної моделі, яка описує дослі-
джуваний процес. Об’єктом дослідження є застосування моделей авторегресійної інтегрованої ков-
зної середньої (ARIMA) для прогнозування вартості автомобіля з використанням часових рядів. Моделі 
ARIMA здатні моделювати широкий спектр сезонних даних. В процесі дослідження створено власний 
датасет за допомогою онлайн сервісу, який складався із 10 000 записів, дані якого збережені у фор-
маті CSV. В якості інструменту реалізації було обрано мову програмування Python, а саме бібліотеки: 
pandas, numpy, matplotlib, seaborn, statsmodels, itertools і keras. Результати дослідження представлені 
візуально. Було проведено аналіз за різними параметрами: вартістю автомобіля, роком випуску, видом 
коробки передач, типом палива. Аналіз проведено різними засобами та методами ARIMA. В резуль-
таті аналізу можна зробити висновок, що обрана модель задовольняє умовам прогнозування часових 
рядів. Аналізуючи графіки можна побачити сезонність та стрімкий ріст вартості автомобілів на 
майбутні роки, причому щорічно буде певний спад ціни в певному сезоні кварталу. За отриманими 
результатами сезонності та тенденцій можна зробити висновок, що ціна автомобіля має сезонність 
зростання ціни, що дає можливість спрогнозувати свої дії та прийняти зважене рішення щодо купівлі 
або продажу автомобіля.

Ключові слова: автомобіль, прогнозування, часовий ряд, ARIMA, тренд, сезонність.

Постановка проблеми. Щоденно відбувається 
безліч купівель та продажів. Серед них не є винят-
ком автомобіль як об’єкт продажі та купівлі. При 
купівлі автомобіля людина звертає увагу на низку 
факторів, таких як: пробіг, комплектація, тип дви-
гуна, тип палива, об’єм, рік випуску тощо.

Для того щоб купити автомобіль також 
потрібно розуміти за яку ціну його можна буде 
купити з плином часу чи продати через певний 
час. Саме тому потрібно розуміти майбутню 
ринкову ціну. Для цього можна використовувати 
інструменти прогнозування.

Актуальність теми полягає в необхідності при-
йняття відповідного рішення, щодо купівлі чи 
продажу автомобіля. Знаючи вартість на поточ-
ний момент та ймовірну вартість на ринку у май-

бутньому людина може прийняти рішення про 
продаж автомобіля зараз чи відкласти це питання 
на потім, коли вартість автомобіля буде вигідна 
порівняно з поточною чи відкласти продаж.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Метою аналізу даних є виявлення корисної інфор-
мації, здійснення висновків і прийняття рішень. 
Аналіз даних може здійснюватися різними мето-
дами математичними, статистичними, інтелекту-
альними, візуальними.

У статті [1] досліджуються алгоритми інте-
лектуального аналізу даних, які на основі пра-
вил і обчислень дозволяють створити модель, що 
аналізує дані, здійснюючи пошук певних зако-
номірностей і тенденцій. Шляхом дослідження 
алгоритмів інтелектуального аналізу даних було 
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розроблено моделі та методи для встановлення 
впливу одних хронічних захворювань на інші. 
Проведені дослідження свідчать про перспектив-
ність використання методів інтелектуального ана-
лізу даних для підвищення якості медичної допо-
моги пацієнтам.

У статті [2] описано новий підхід до викорис-
тання інтелектуальних технологій для певних 
бізнес-рішень, а саме для дослідження цінової 
політики вартості будинків залежно від їх розмі-
рів. У статті розглядається метод математичного 
програмування, а саме метод градієнтного спуску.

У статті [3] описано дослідження можливос-
тей застосування платформи ML.NET для про-
гнозування оцінки кредитоспроможності фізич-
них осіб. Метою роботи є розробка системи, яка 
на основі проведеного аналізу даних визначатиме 
кредитоспроможність фізичних осіб.

У роботі [4] авторами продемонстровано про-
грамний продукт для проведення аналізу кадрів 
відеоданих з метою пошуку вільного місця на 
парковці. 

При прогнозуванні часто застосовують моделі 
авторегресійної інтегрованої ковзної середньої 
(ARIMA). Наприклад для оцінки цін на зерно 
автори в статті [5] використовували методи 
авторегресійної інтегрованої ковзної середньої, 
а точність прогнозів перевіряли з використанням 
стандартних стандартів середньої квадратичної 
помилки і середньої абсолютної помилки у відсо-
тках. Моделі ефективності ARIMA як інструмент 
прогнозування цін були ефективно продемонстро-
вані реалістичними моделями прогнозованих цін 
на 2020 рік. 

У дослідженнях [6-9] модель авторегресійної 
інтегрованої ковзної середньої використовувалася 
для аналізу часової динаміки поширення COVID-19 
на основі попередньо зібраних статистичних даних.

На основі даних часових рядів зібраних 
з 1978 року по 2017, автори статті [10] зробили про-
гноз на витрати на охорону здоров'я в Китаї з 2018 
по 2022 рік, а також показали теоретичні основи 
для коригування політики охорони здоров'я.

Постановка завдання. Метою роботи є дослі-
дження особливостей інтелектуального аналізу 
даних та реалізації прогнозування вартості авто-
мобіля. Встановлена мета обумовлює наступні 
завдання:

– формування датасету;
– вибір моделей для прогнозування;
– реалізація прогнозування вартості автомо-

біля за різними ознаками;
– аналіз результатів.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Якісний, кількісний, системний, комбінований це 
основні підходи для прогнозування. Деякі базу-
ються на математичних моделях, деякі на історич-
них даних, деякі на досвіді або інтуїції експертів. 
Але важливо правильно зробити оцінку отрима-
ному прогнозу. Для оцінки якості прогнозу існує 
багато методів, до яких можна віднести Mean 
Average Deviation, Running Sum of Forecast Error 
або Tracking Signal.

Для вирішення поставленого завдання 
доцільно використовувати часові ряди, тобто це 
послідовність даних дискретного часу. Зазвичай 
часові ряди представляються лінійними графі-
ками. Прогнозування за часовими рядами – це 
використання різних моделей, які можуть зробити 
прогноз за даними попередніх періодів. Популяр-
ними і широко застосовуваними статистичними 
методами прогнозування часових рядів є моделі 
ARIMA (англ. Autoregressive integrated moving 
average). Моделі ARIMA націлені на опис авто-
кореляцій у даних, які розглядаються. Існують 
сезонні та несезонні моделі.

Використовується стандартне позначення 
ARIMA(p, d, q), де параметри замінюються ціло-
чисельними значеннями для швидкої вказівки 
конкретної використовуваної моделі ARIMA.

Параметри моделі ARIMA визначаються 
наступним чином:

1. p - число спостережень відставання, вклю-
чених в модель, такзване порядком відставання.

2. d - кількість разів, коли вихідні спостере-
ження розрізняються, також називається ступе-
нем відмінності.

3. q - розмір вікна ковзної середньої, також 
званий порядком ковзної середньої.

У загальному вигляді модель ARMA (p, q), де
p - порядок авторегресії, 
q - порядок змінного середнього, виглядає 

наступним чином:
yyyayay qtqtttpptt −−−−

++++++=′ θθε 
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Значення 0 може бути використано для параме-
тра, який вказує, що цей елемент моделі не вико-
ристовується. Таким чином, модель ARIMA може 
бути налаштована для виконання функції моделі 
ARMA і навіть простої моделі AR, і / або MA.

Ухвалення моделі ARIMA для тимчасового 
ряду передбачає, що базовий процес, який спра-
вив спостереження, є процесом ARIMA. Це може 
здатися очевидним, але допомагає мотивувати 
необхідність підтвердження припущень моделі 
в необроблених спостереженнях і в залишкових 
помилки прогнозів з моделі.
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Для проведення аналізу даних було сформо-
вано датасет із використанням онлайн сервісу [11] 
(Таблиця 1). 

Таблиця 1
Параметри датасету

№ Назва Тип даних Опис
1 Id Int (index) Індекс айди
2 Name String Назва авто
3 Fuel_type String(choocie) Тип палива
4 Engaine_liter Float об’єм двигуна
5 horse_power Int Кінські сили

6 Kpp String(choocie) Тип коробки 
передач

7 Body_style String(choocie) Тип кузова

8 Drive_
wheels String(choocie) Тип приводу

9 Color String(choocie) Колір
10 Specification String(choocie) Комплектація
11 Year_vupusk Date Дата випуску
12 Price float Ціна
13 probeg int Пробіг

Генерування даних було із можливістю збе-
реження у CSV-форматі. Результатом став файл 
датасету із генерованими даними, де знаходиться 
10 000 записів, які у часовому розрізі являють 
собою останні тридцять років.

Для первинного аналізу дата сету було вико-
ристано описову статистику(рис. 1).

Описова статистика включає ті функції, що 
підсумовують центральну тенденцію, дисперсію 
та форму розподілу набору даних, виключаючи 
NaN значення.

Для аналізу зв’язку між змінними викорис-
тана функція кореляції, дані якої представлені на 
рисунку 2.

Для подальшого аналізу всі дані було відфіль-
тровано та залишено ключові поля для time series – 
дату та значення. Обрано було параметрами тип 
палива та комплектація, тому що за аналізом дата-
сету це є важливі характеристики при купівлі про-
дажу автомобіля. 

Часові ряди мають очевидну сезонність, а також 
загальну тенденцію до зростання. Можна візуалі-
зувати дані за допомогою методу, який називається 
seasonal_decompose – розкладанням часових рядів. 
Часовий ряд можна розкласти на три різні компо-
ненти: тенденцію, сезонність та шум.

Головне при підборі даних часових рядів 
в сезонної моделі ARIMA – знайти значення 
ARIMA (p, d, q) (P, D, Q) s, які оптимізують необ-
хідний показник. Для кожної комбінації параме-
трів функція SARIMAX () з модуля statsmodels 
може підібрати нову сезонну модель ARIMA і оці-
нити її загальну якість. Оптимальним набором 
параметрів буде той, в якому потрібні критерії 
найбільш продуктивні. Для початку згенеруємо 
різні комбінації параметрів:

 
Рис. 1. дані датасету

 

Рис. 2. Результат кореляція



Том 34 (73) № 1 2023122

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

Тепер можна використовувати певні триплети 
параметрів для автоматизації процесу оцінки 
моделей ARIMA по різним комбінаціям. При 
оцінці і порівнянні статистичних моделей, що 
відповідають різним параметрам, враховується, 
наскільки та чи інша модель відповідає даним 
і наскільки точно вона здатна прогнозувати май-
бутні точки даних. 

Використаємо значення AIC (Akaike 
Information Criterion), які підходять для роботи 
з моделями ARIMA на основі statsmodels. AIC 
оцінює, наскільки добре модель відповідає даним, 
беручи до уваги загальну складність моделі. 

Чим менше функцій використовує модель, щоб 
досягти відповідності даним, тим вище її показ-
ник AIC. Тому потрібно знайти модель з наймен-
шим значенням AIC (рис. 3). 

Відповідно до отриманих даних, SARIMAX 
(1, 1, 1) x (0, 1, 1, 12) отримує найменший показ-
ник AIC (7819.115). Отже, ці параметри можна 
вважати оптимальними. Цю модель можна про-
аналізувати більш детально. Додаємо оптимальні 
параметри в модель SARIMAX. Для отримання 
інформації про модель можна скористатися мето-
дом summary. Атрибут summary повертає багато 
інформації, але треба зосередитися на таблиці 
коефіцієнтів (рис. 4). 

При підборі сезонних моделей ARIMA важливо 
проводити діагностику моделі, щоб переконатися, 
що жодне з припущень, зроблених моделлю, не 
було порушено. 

Для початку потрібно порівняти прогнозовані 
значення з реальними значеннями часового ряду, 
що допоможе зрозуміти точність прогнозів. Про-

1. p = d = q = range(0, 2)   
2. pdq = list(itertools.product(p, d, q))   
3. seasonal_pdq = [(x[0], x[1], x[2], 12) for x in list(itertools.pr

oduct(p, d, q))]   
4.    
5. print('Приклади комбінацій параметрів для сезонного ARIMA ...')   
6. print('SARIMAX: {} x {}'.format(pdq[1], seasonal_pdq[1]))   
7. print('SARIMAX: {} x {}'.format(pdq[1], seasonal_pdq[2]))   
8. print('SARIMAX: {} x {}'.format(pdq[2], seasonal_pdq[3]))   
9. print('SARIMAX: {} x {}'.format(pdq[2], seasonal_pdq[4]))   

 
Рис. 3. Комбінації параметрів

 
Рис. 4. Результат метода summary
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гнозування почнеться із 2017 року. Буде викорис-
тано покрокове прогнозування, а це означає, що 
прогнози в кожній точці генеруються з викорис-
танням повної історії аж до цієї точки (рис. 5).

Тепер можна використовувати модель ARIMA 
для прогнозування майбутніх значень. Отримані 
дані(рис.6) показують, що тимчасові ряди маю свою 
характерну тенденцію росту та спаду, що дає розу-
міння певного шаблону коливання ціни на авто, що 
вказує на періодичне продовжуване стабільне зрос-
тання, що повторюватиметься час від часу.

Результати. Для порівняльного аналізу були 
взяті дані по автомобілях що мають однаковий тип 
коробки передач та тип палива. Було отримано їх 
сезонність та трендовість. Результати порівняння 
наведено на рисунку 7.

Схожі дані були отримані при прогнозуванні (рис. 8). 
Графік описує тренд, який зростає, відпо-

відно зростає і ймовірна вартість автомобіля. Для 
того щоб побачити можливу статистичну залеж-
ність можна побудувати парні графіки, що будує 
попарні залежності ознак набору даних. 

 
Рис. 5. графік прогнозування значень з реальними значеннями 

 
Рис. 6. графік прогнозування

 

Рис. 7. графік трендів та сезонності
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Аналізуючи графік прогнозування (рис. 9) 
можна побачити коливання ціни в залежності від 
сезону та його ріст на майбутні роки, причому 
щорічно буде певний спад ціні в певному сезоні 
кварталі.

Проведене дослідження дозволяє зробити висно-
вок про те, що обрана модель добре підходить для 
аналізу і прогнозування даних часових рядів. 

Можна побачити періодичне зростання ціни 
і ці зростання повторюються з певним часом, що 
можна побачити на графіках тенденції та сезон-
ності, а також на графіках тимчасових рядків. 
Можна з певною точністю сказати що взяті пара-
метри є одними із ключових при формування ціни 
на продаж та купівлю авто.

Висновки. Для аналізу було сформовано 
джерело даних на 10 000 записів, за допомогою 
онлайн сервісу. Це дало змогу отримати більш 
точні результати порівняно з тим, якщо б записів 
було б значно менше, адже недостатність даних 
дає не повну картину. Була використана модель 
прогнозування авторегресійної інтегрованої ков-
зної середньої (ARIMA). Для вирішення постав-
леного завдання обрано алгоритм часових рядків. 
Мовою реалізації поставленого завдання було 
обрано Python. Отриманні результати дають мож-
ливість зробити висновки, що ціна автомобіля 
має сезонність зростання ціни, що дає можли-
вість спрогнозувати свої дії та прийняти зважене 
рішення щодо купівлі або продажу авто.

Рис. 8. графік прогнозування
 

 
Рис. 9. графік росту
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Marchuk D.K., Kravchenko S.M., Levchenko A.Yu., Lezhnyov I.Yа. uSING TIME SErIES 
IN FOrECASTING THE CASH VALuE OF CArS

The article considers the problem of forecasting the monetary value of cars by parameters using time 
series. Currently, the task of forecasting is relevant for various practical applications. These can be such 
areas of activity as economy, finance, business, trade, politics, etc. Time series forecasting is decided on the 
basis of the created model that describes the process under study. The object of the study is the application of 
autoregressive integrated moving average (ARIMA) models for forecasting the value of a car using time series. 
ARIMA models are capable of simulating a wide range of seasonal data. In the process of research, an own 
dataset was created with the help of an online service, which consisted of 10,000 records, the data of which 
was saved in CSV format. The Python programming language was chosen as the implementation tool, namely 
the following libraries: pandas, numpy, matplotlib, seaborn, statsmodels, itertools and keras. Research results 
are presented visually. The analysis was carried out according to various parameters: the cost of the car, the 
year of manufacture, the type of gearbox, and the type of fuel. The analysis was carried out using various 
ARIMA tools and methods. As a result of the analysis, it can be concluded that the selected model satisfies the 
conditions of time series forecasting. Analyzing the graphs, you can see the seasonality and rapid growth in the 
cost of cars for the coming years, and every year there will be a certain decline in the price in a certain season 
of the quarter. Based on the results of seasonality and trends, it can be concluded that the price of a car has 
a seasonal increase in price, which makes it possible to predict your actions and make an informed decision 
about buying or selling a car.

Key words: car, forecasting, time series, ARIMA, trend, seasonality.



Том 34 (73) № 1 2023126

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

УДК 004.415.2
DOI https://doi.org/10.32782/2663-5941/2023.1/19

Олещенко Л.М.
Національний технічний університет України 
«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського»

Вернік М.О.
Національний технічний університет України 
«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського»

ПРИНцИПИ РОЗРОБлЕННя РЕКОМЕНдАцІйНИх СИСТЕМ 
З ВИКОРИСТАННяМ МЕТАЕВРЕСТИЧНОЇ ОПТИМІЗАцІЇ

Більшість метаевристичних алгоритмів оптимізації засновані на ройовій поведінці тварин або біо-
логічних взаємодіях живих організмів. Саме це надає метаевристичним алгоритмам простоту про-
грамної реалізації, яка базується на ініціалізації початкової генерації, формування вектора, до якого 
застосовується цільова функція та створюється критерій зупинки. Перевага використання запропо-
нованого підходу для розроблення рекомендаційних систем полягає в тому, що з часом дослідник розро-
бляє кращі та досконаліші методи оптимізації, при цьому сама база буде оновлюватися шляхом дода-
вання нових алгоритмів і, відповідно, не відбуватиметься процес стагнації системи рекомендацій. 
У даному дослідженні розглянуто алгоритми, які дозволяють точніше створювати рекомендаційні 
системи, а отже, й покращувати конверсію користувачів та їхню взаємодію з системою на основі 
отриманих даних, що дозволяє покращити точність аналізу даних для отримання цільової множини 
користувачів системи. Запропонований метод створення рекомендаційної системи з використанням 
методів метаевристичної оптимізації забезпечує більшу точність у порівнянні з класичною реаліза-
цією у середньому на 4-6%. Модульна структура програмного забезпечення, модулі якої реалізують 
зазначені алгоритми метаевристичної оптимізації, полегшує реалізацію запропонованого програм-
ного методу в цілому. Для апробації розробленої методики була створена клієнтська частина програм-
ного забезпечення у вигляді мобільного додатку. Використано технології програмування для клієнт-
ської частини програмного забезпечення запропонованої системи рекомендацій: Flutter, Firebase API, 
REST API, React JS. Для розробки серверної частини програмного забезпечення використані технології: 
.NET Core Web API, AZURE MS SQL, GOOGLE MAPS API, ASP.NET MVC, Python, Tensorflow, MOA, 
PyTorch, PySwarm. База даних запропонованої системи складається з 45 таблиць і займає ~500 Мб  
на жорсткому диску серверів US-1 у хмарній системі Azure. Кожен вибір, зроблений користувачем, збе-
рігається в системі, що забезпечує процес навчання для нейронної мережі, тому система може нада-
вати більш точні рекомендації, а також пропонувати людей відповідно з подібним психологічним про-
філем. Тестування методу проходило на вибірці даних для міста Київ (Україна) в кількості 6000 подій,  
які були отримані за допомогою сервісів Google Maps API.

Ключові слова: МОА, система рекомендацій, нейронні мережі, матриця факторизацій, зворотнє 
поширення, вектор багатошарового персептрону, програмне забезпечення.

Постановка проблеми. Метаевристичні 
методи оптимізації в нейронних мережах дають 
точніші результати в межах відносної похибки на 
10% або на 1–2%, ніж класичні методи. В інтернет- 
магазинах використовується індивідуальний алго-
ритм надання рекомендацій для клієнта. У зви-
чайному магазині особисті рекомендації нада-
ються консультантами для зовнішньої оцінки 
потреб клієнтів, на основі яких вони пропонують 
рекомендації. Незважаючи на це, більшість людей 
роблять покупки через взаємодію з людиною та 
її емоційне забарвлення, а не через саму реко-
мендацію. Таким чином, актуальною є розробка 

програмного забезпечення системи рекоменда-
цій, спрямованої на формування рекомендацій на 
основі нового методу оптимізації з урахуванням 
психологічної складової користувача.

Метою дослідження в цій статті є аналіз вико-
ристання метаевристичних методів   оптимізації 
для побудови системи рекомендацій у сфері від-
починку з побудовою психологічного портрета 
користувача за допомогою нейронної мережі та 
матриці факторизації.

Аналіз існуючих програмних рішень. Одним 
із підходів до проектування рекомендаційних 
систем (РС), який широко використовується,  
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є колаборативна фільтрація [1]. Знаходячи корис-
тувачів того самого віку або елементи з історією 
оцінок, подібною до поточного користувача або 
елемента, генеруються рекомендації з викорис-
танням цього сусідства. Методи фільтрації на 
основі вмісту використовують набір окремих 
атрибутів і ознак для характеристики елемента 
в системі. Широко використовуваним алгоритмом 
є представлення векторного простору, також вико-
ристовуються методи, що включають аналіз тек-
сту, пошук інформації, мультимодальний аналіз 
настрою та глибоке навчання.

Системи рекомендацій на основі сеансу вико-
ристовують взаємодію користувача під час сеансу. 
Такі системи використовуються на платформах 
YouTube та Amazon. Вони особливо корисні, коли 
історія користувача (минулі кліки та покупки) 
недоступна або не відповідає поточному сеансу 
користувача. Методи створення рекомендацій на 
основі сеансів переважно використовують генера-
тивні послідовні моделі. Недоліками таких мето-
дів є обчислювальна складність обробки великих 
даних і низька точність існування розрідженості. 
Методи рекомендацій, засновані на навчанні з під-
кріпленням, дозволяють тренувати моделі та опти-
мізувати на основі показників залученості та заці-
кавленості користувачів рекомендаційні системи.

Мобільні дані для мобільних систем рекомен-
дацій є більш складними, вони вимагають просто-
рової та часової автокореляції та мають проблеми 
перевірки. Факторами, які можуть вплинути на 
мобільні рекомендаційні системи та точність 
результатів прогнозування, є контекст, метод реко-
мендації та конфіденційність. Uber і Lyft вико-
ристовують цей підхід для створення маршрутів 
руху для водіїв таксі в місті, використовуючи 
дані GPS про маршрути, якими їдуть водії таксі 
під час роботи, які включають місцезнаходження 
(широту і довготу), позначки часу та робочий 
статус. Ці дані використовуються, щоб рекомен-
дувати список пунктів посадки на маршруті для 
оптимізації часу завантаження та збільшення при-
бутку. Багато систем рекомендацій використову-
ють гібридний підхід, використовуючи різні типи 
фільтрації. Прикладом використання гібридних 
рекомендаційних систем є Netflix. Деякі методи 
гібридизації включають:

1. Зважені методи: чисельна комбінація оцінок 
різних компонентів рекомендацій.

2. Перемикання: вибір компонентів рекоменда-
ції та застосування вибраного.

3. Змішані методи: рекомендації з різних наста-
нов представлені разом, щоб дати рекомендацію.

На основі проведених досліджень виділено 
наступні переваги та недоліки розглянутих методів:

1. Персоналізовану РС складніше реалізувати 
порівняно з класичною РС, але в той же час пер-
соналізована РС забезпечує більш точні резуль-
тати, ніж класична РС.

2. Загальна тенденція використання РС – 
гібридні моделі.

3. Найбільша концентрація розробки на систе-
мах з усвідомленням ризиків.

У попередніх дослідженнях розглядалась кла-
сична модель побудови психологічного портрета 
користувача з використанням комбінації багатоша-
рового персептрона і зворотного поширення [2-6].

Аналіз даних користувачів рекомендаційної 
системи

Дані користувача та події у даній роботі 
представлені як окремі вектори даних, де кіль-
кість активних користувачів системи становить 
110, а кількість подій – 5370. Всього користува-
чами додано більше 2000 подій. Також понад  
10 000 даних про дії користувачів, такі, як час 
перебування на певній сторінці, запрошені люди, 
параметри відбору, психологічний портрет. Таким 
чином, на виході ми маємо понад 12 000 рядків 
даних про користувачів та їх взаємодію в системі. 
Цей набір даних можна представити у вигляді  
2 наборів даних для навчання та тестування, де  
10 000 рядків є навчальними, а 2000 рядків –  
тестовими. Основою рекомендацій є дані корис-
тувача, рекомендаціями можуть бути будь-які 
характеристики (наприклад, побудована нейронна 
мережа психологічного портрета користувача для 
створення рекомендованого списку запрошень 
користувачеві). Запропонована система рекомен-
дацій використовує модель нейроколаборативного 
фільтру з модифікацією та оптимізацією процесу 
навчання нейронної мережі за допомогою 5 мета-
евристичних алгоритмів оптимізації: Gray Wolf 
Optimization (GWO), Particle Swarm Optimization 
(PSO), Whale Optimization Algorithm (WOA), Bee 
Algorithm (BA), Genetic Algorithm (GA), які взає-
модіють з нейронною мережею наступним чином:

1. Нейронна мережа розкладається на однови-
мірний вектор важелів нейронних зв'язків і важе-
лів відхилень.

2. Вектор розкладеної нейронної мережі буде 
поколінням.

3. Кожен із 5 алгоритмів генеруватиме нове 
покоління.

4. Серед 5 поколінь вибирається найкраще 
покоління на основі середньоквадратичної 
помилки кінцевого результату.
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5. Актуалізуються важелі нейронних зв'язків 
і важелі відхилень.

Система на вході отримує 2 вектори – «Users» 
та «Events», де вектор користувачів – дані психо-
логічних портретів, а вектор подій – дані параме-
трів опису подій, відповідно, кожен із яких ство-
рює по 2 вектори: 

1. MF Users (вектор матриці факторизації 
користувачів);

2. MF Events (вектор матриці факторизації 
подій);

3. MLP Users (вектор багатошарового персеп-
трону користувачів);

4. MLP Events (вектор багатошарового персеп-
трону подій).

Після обробки та розкладання векторів 
матрицю факторизації (MF) сформують вектори 
«MF Users» та «MF Events», у той же час в бага-
тошаровий персептрон (MLP) використаються 
об’єднані вектори «MLP Users» та «MLP Events». 
На етапі отримання результатів як з матриці фак-
торизації, так і з MLP, вони об’єднуються у вихід-
ний результат, який буде відправлено в множину 
методів метаевристичної оптимізації, з яких буде 
вибрано найкраще покоління для отримання гене-
рації нового покоління (оновлення вагів нейрон-
ної мережі), а також знаходження помилки від-
носно заздалегіть відомого результату вибору. 
Послідовність реалізації загального алгоритму 
побудови запропонованої РС наступна: 

1. Побудова «дерева структури подій». 
2. Введення даних користувачів системи.
3. Застосування метаевристичних алгоритмів 

оптимізації.
4. Персоналізована рекомендаційна система 

з підбором подій та людей.
На рис. 1 зображено приклад скороченої струк-

тури подій в рекреаційній сфері.
Застосування метаевристичних алгоритмів 

оптимізації

Алгоритм Whale Optimization
Метаевристичний алгоритм оптимізації Whale 

Optimization Algorithm (WOA) імітує мисливську 
поведінку горбатих китів та  полягає у моделю-
ванні мисливської поведінки з випадковим або кра-
щим пошуковим агентом для переслідування здо-
бичі та використанням спіралі для моделювання 
пухирчастої сітки. Експлуатаційна модель [5]:
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Пошукова модель [5]:
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Алгоритм Genetic Algorithm
Генетичні алгоритми засновані на принципі 

природного відбору. Генетичні (або еволюційні) 
методи реалізують процес, пов'язаний з біоло-
гічною еволюцією, включають генерацію, реком-
бінацію та мутацію хромосом, створення нової 
популяції з кращими генами та покращеною при-
стосованістю. Змінні моделі відповідають хромо-
сомам популяції і намагаються через деяку кіль-
кість поколінь отримати найкращі хромосоми, що 
представляють оптимальне рішення проблеми.

Алгоритм Particle Swarm Optimization
Оптимізація зграї частинок базується на пове-

дінці птахів, які збираються навколо джерел їжі. 
Коли один птах відчуває запах їжі, він голосно 
цвірінькає, а інші птахи розгойдуються в його 
напрямку. У контексті оптимізації розташування 
їжі вказує на вектор моделі для визначення опти-
мального значення цільової функції [3]:
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Рис. 1. Фрагмент дерева структури подій
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У даній роботі розроблено рекомендаційну 
систему з матрицею факторизацій, де дані корис-
тувачів представляють собою психологічний пор-
трет, а дані подій – параметри опису подій після 
співставлення обох матриць (рис. 2). 

Більшість метаевристичних алгоритмів опти-
мізації засновані на ройовій поведінці тварин або 
біологічних взаємодіях живих організмів. Саме 
це надає метаевристичним алгоритмам простоту 
програмної реалізації, оскільки вони мають одна-
кову реалізацію, яка базується на ініціалізації 
початкової генерації, яка розкладається на вектор, 
до якого застосовується цільова функція, ство-
рюється критерій зупинки. Перевага викорис-
тання запропонованого підходу полягає в тому, 
що з часом дослідник розробляє кращі та доско-
наліші методи оптимізації, при цьому сама база 
буде оновлюватися шляхом додавання нових алго-
ритмів і, відповідно, не відбуватиметься процес 
стагнації рекомендаційної системи. Результати 
порівняння використання класичного методу зво-
ротного поширення помилки (MLP + BP) та запро-
понованого методу з використанням метаеврис-
тичної оптимізації (MLP + MOA) наведено в табл. 
1. Запропонований метод має перевагу за рахунок 
того, що метаевристичні алгоритми оптимізації 
надають нейронній мережі більший пошуковий 
простір і мають можливість виходити з локальних 
пасток, на відміну від використання таких класич-
них методів, як стохастичний градієнт. 

Програмна реалізація запропонованої реко-
мендаційної системи

Для апробації розробленої методики була ство-
рена відповідна клієнтська частина програмного 
забезпечення у вигляді мобільного додатку. Вико-
ристано наступні технології для створення клієнт-
ської частини програмного забезпечення запропо-
нованої системи рекомендацій:

1. Flutter – для реалізації в Google Play, App Store;
2. Firebase API – для сповіщень системи;
3. REST API – для зв’язку з серверами;
4. React JS – для створення вебдодатку.
Для розробки серверної частини програмного 

забезпечення використані наступні технології:
1. .NET Core Web API є основним сервером;
2. AzURE MS SQL – для створення бази даних;
3. GOOGLE MAPS API – для відтворення роз-

ташування зон відпочинку;
4. ASP.NET MVC – панель адміністратора;
5. Python, Tensorflow, MOA, PyTorch, PySwarm – 

для створення психологічного портрета користу-
вача системи рекомендацій.

Таблиця 1
Порівняння застосування класичного підходу 

з використанням зворотного поширення та 
запропонованого методу з використанням 
алгоритмів метаевристичної оптимізації

Метод Точність
Класичний (MLP + BP) 76.68%

Запропонований (MLP + MOA) 81.37%

База даних запропонованої рекомендаційної 
системи складається з 45 таблиць і займає ~500 Мб  
на жорсткому диску серверів US-1 у хмарній сис-
темі Azure. Після додавання користувача в сис-
тему рекомендацій вступає в дію алгоритм фор-
мування психологічного портрета користувача 
та алгоритм рекомендацій, де базовий психоло-
гічний портрет користувача будується на основі 
початкового вибору. Система рекомендацій при-
ймає події, відвідані користувачем, параметри, 
вибрані користувачем, а також згенерований пси-
хологічний портрет як параметри для генерації 

 

Рис. 2. Матриця факторизацій
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рекомендованих подій. Кожен вибір, зроблений 
користувачем, зберігається в системі, що забезпе-
чує процес навчання для нейронної мережі, тому 
система може надавати більш точні рекомендації, 
а також пропонувати людей відповідно з подібним 
психологічним профілем. Тестування проходило 
на вибірці даних для міста Київ (Україна) в кіль-
кості 6000 подій, які були отримані за допомогою 
сервісів Google Maps API та додано >30 місць 
і подій через створене адміністрування даних сис-
теми рекомендацій «Планувальник розваг».

Висновки та подальша робота. У даному 
дослідженні розглянуто алгоритми, які дозволя-
ють точніше створювати рекомендаційні системи, 

а отже, й покращувати конверсію користувачів 
та їхню взаємодію з тією чи іншою системою 
на основі отриманих даних, що, в свою чергу, 
дозволяє покращити точність аналізу даних для 
отримання цільової множини користувачів сис-
теми. Запропонований програмний метод ство-
рення рекомендаційної системи з використанням 
методів метаевристичної оптимізації забезпечує 
більшу точність у порівнянні з класичною реалі-
зацією у середньому на 4–6%. Модульна струк-
тура програмного забезпечення, модулі якої реа-
лізують зазначені алгоритми метаевристичної 
оптимізації, полегшує реалізацію запропонова-
ного програмного методу в цілому. 
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Oleshchenko L.M., Vernik M.О. PrINCIPLES OF rECOMMENDEr SYSTEMS DEVELOPMENT 
uSING METAHEurISTIC OPTIMIZATION 

Most metaheuristic optimization algorithms are based on swarm behavior of animals or biological interactions 
of living organisms. This is what gives metaheuristic algorithms the simplicity of software implementation, which 
is based on the initialization of the initial generation, the formation of a vector to which the objective function is 
applied and the stopping criterion is created. The advantage of using the proposed approach for the recommender 
systems development is that over time the researcher develops better and more advanced optimization methods, 
while the base itself will be updated by adding new algorithms and, accordingly, the process of stagnation of the 
recommendation system will not occur. Algorithms that allow for more accurate creation of recommender systems 
and, therefore, to improve user conversion and their interaction with a particular system based on the obtained 
data, are considered in this study, which allows to improve the accuracy of data analysis to obtain the target set of 
system users. The proposed method of creating a recommender system using metaheuristic optimization methods 
provides greater accuracy compared to the classical implementation by an average of 4-6%. The modular 
structure of the software, the modules of which implement the specified metaheuristic optimization algorithms, 
facilitates the implementation of the proposed software method as a whole. To test the developed methodology, 
the client part of the software was created in the form of a mobile application. Programming technologies were 
used for the client part of the software of the proposed recommendation system: Flutter, Firebase API, REST API, 
React JS. The following technologies were used to develop the server part of the software: .NET Core Web API, 
AZURE MS SQL, GOOGLE MAPS API, ASP.NET MVC, Python, Tensorflow, MOA, PyTorch, PySwarm. The 
database of the proposed system consists of 45 tables and occupies ~500 MB on the hard disk of US-1 servers in 
the Azure cloud system. Each choice made by the user is stored in the system, which provides a learning process 
for the neural network, so the system can provide more accurate recommendations and also suggest people 
with a similar psychological profile accordingly. The method was tested on a sample of data for the city of Kyiv 
(Ukraine) in the amount of 6,000 events, which were obtained using Google Maps API services.

Key words: MOA, recommendation system, neural networks, factorization matrix, backpropagation, 
multilayer perceptron vector, software.
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METHODOLOGY OF CACHE INVALIDATION IN MICrOSErVICES 
ArCHITECTurE OF THE wEB APPLICATIONS

In the article are considered existing approaches, methods of using cashing in scalable web systems and 
decisions proposed in related works. Created a methodology of cache invalidation in microservices archi-
tecture. The object of researching is a process of creating a methodology of cache invalidation. Methods of 
researching are based on modeling cache management processes and services cooperation. Defined require-
ments for cache invalidation systems: splitting of area responsibilities, invalidation only part of caching, pre-
vention of repeating cache invalidation by time, non-blocking operation. Described all steps of the system`s 
components cooperation that includes API gateway, cache service, cache, application services. Described 
examples of using an application with cache service for keeping cache fresh. In the article are included 1 figure 
with schematic components of the application architecture, 2 sequence diagrams with steps of system elements 
cooperation in time. Defined main principles in the microservices architecture with cache system: cache inval-
idation abstraction from the inside services to the cache service by creation cache schema for every services; 
describing rules of preparation API responses; requesting to the cache from services only through the cache 
service; using API gateway as a router between services; changing cache schema should not affect to the work 
of the cache service. Researched base necessary rules for cache invalidation: cache schema, response schema 
(or response prepare handler), action. Cache schema describes an object as value from the service depend 
on type and name of the request; response handler or response schema – are rules or ready for using function 
(after decoding) for preparing response before client receives response. Action – is a type of command that 
should be done (створити, оновити, видалити).

Key words: cache, PASS, Redis, Memcashed, ElastiCache, Memorystore, API, cache invalidation, microservice.

Problem definition. Nowadays the understanding 
of using microservices approaches in the development 
of scalable projects have become a necessity. 
Code splitting, areas of responsibility, business 
logic and views is a common using practice for 
modern developers. Users become more templated, 
systems are more demanded of resources. Ways 
of optimization are improved everyday, same as 
technologies which allow us to achieve these goals 
[1]. Using caching methodologies and different ways 
allow to decrease loading for servers, help to make 
systems more effective and scalable, reduce count 
of requests to databases and catching deadlocks, 
time for making selection data for next calculation 
before response [2]. A key-value storage is one of 
the best ways to get access to useful data without 
heavy selection demand of resources. But nothing is 
taken nowhere and does not lead anywhere. Every 
improvement resolving some field of problem brings 
another inconvenience. For instance, managing cache 
storage, making additional infrastructure which 
allows it to work with this storage, scaling storage, 

mechanisms of synchronization with databases. 
Another inconvenience we can face with – is getting 
expired data. 

Analysis of recent research and publications. 
Considering cache systems and approaches can be 
highlighted the most popular and common using of 
them: Memcached or Redis. Cache – is a key-value 
storage which keeps data in memory without saving it 
like persistent files [3]. It allows you to avoid a process 
of reading/writing data from files to RAM. So Redis 
or Memcached allows you to get stored data as fast as 
RAM memory can do it. Many companies offer ready 
solutions like cloud caching like PASS (platform as 
service), for example, Amazon ElastiCache, Google 
Memorystore etc.

Describe the principle as cache works. When an 
application tries to get some data from a database, 
make a request to the cache. If the data by key exists, 
return it. In another way return data from the database 
and store in the cache to further requests. Saving data 
in cache is necessary to set up time for caching. It can 
be a timestamp with the date when cache by key was 
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written [4]. Having timestamp different approaches 
can be implemented for keeping data in the cache 
fresh. For instance, cache can be invalidated by 
comparing actual time with timestamp when a request 
is made by an application. Another way implies using 
planning tools like CRON for invalidation cache 
bypassing all keys step by step comparing actual date 
with timestamp [5]. 

First way of cache invalidation can seem more 
preferable than bypassing all values. But it can also 
have disadvantages. To point them consider using 
caching in MVC systems (model view controller). 
Model is responsible for getting data. It can be data from 
a database or data from API. Writing models developers 
should make decisions about what data should be stored 
in cache, what data can be updated [5]. Similar approach 
can be proposed in modern front-end development 
using UI building libraries like React, Angular, VueJS 
on the rope with local cache management using Apollo 
GraphQL. In both cases developers should make 
decisions about which data should be updated in cache. 
It would be good to have an opportunity for flexible 
tools for cashing. But returning to the principle of code 
and duties splitting, the logic of cashing and business 
logic intertwines in the code [6, p. 136]. 

The main reason why developers make decisions 
about the necessity of updating cache is that no one 
wants to get expired data. Should be another way 
for working with cache. Microsoft has offered to use 
NCache instead Redis for caching. This technology 
allows synchronization with databases [2]. 
Developers should not describe caching mechanisms 
in their code that allow them to follow the fifth rule 
of SOLID principle (Dependency Inversion. Depend 
upon abstractions, not concretics). 

Take a look at NCache in detail. There are some 
available features using this technology: 

1. Pub/Sub Messaging;
2. cache distribution;
3. SQL searching and grouping;
4. database synchronization.
The publishing-subscribing messaging pattern 

allows senders of messages, called publishers, to be 
sent directly to specific receivers, called subscribers, 
but instead categorize published messages into classes 
without knowledge of which subscribers. The events 
are published outside the microservice, to the NCache 
message broker [2]. Each subscriber microservice 
contains an event handler to handle the appropriate 
event once the publisher microservice has published it. 

NCache being In-memory distributed cache allows 
microservices to provide scalability and handle a 
larger number of transactions. 

When so much data is being stored in cache by 
microservices for their app data caching needs, 
then having the ability to quickly find relevant data 
through SQL searching or grouping make it very easy 
to process it [1].

Another feature proposed by Microsoft is 
database synchronization. When the database 
receives some changes, the specific field in the cache 
also updates. To use this opportunity it is necessary 
to set up a connection with the database first using 
API and describe procedures of cache and database 
synchronization, which consist of next steps:

1. creating a dependency with stored procedure;
2. getting an item from the database;
3. generation a unique id for the item;
4. creating a new cache item and adding 

dependency to it.
Using database synchronization mechanism it is 

possible to describe all entities that should be updated 
in cache when database updates. It avoids using 
expired cache and supports splitting responsibilities 
comparing the way developers should make decisions 
when cache should be updated [7, p. 14]. The main 
disadvantage in using this approach is binding to 
certain databases and stack of technologies. If a 
developer changes NCache to Redis or Memcashed he 
loses an opportunity to use database synchronization. 
It is necessary to have a unified mechanism of keeping 
cache fresh [8, p. 43]. 

The main purpose of this article is considering 
existing approaches, methods of using cashing 
in scalable web systems and decisions proposing 
in related works. Will be found and offered a 
methodology of cache invalidation in microservices 
architecture. The object of researching is a process 
of creating a methodology of cache invalidation. 
Methods of researching are based on modeling cache 
management processes and services cooperation. 

Main research material. Moving ahead in 
considering systems and technologies for caching 
becomes obvious that cache should be invalidated to 
prevent working with expired data. Developers should 
follow the fifth principle of SOLID (dependency 
inversion) and split areas of responsibilities [9, p. 230]. 

One of the ways to do that is creating an independent 
mechanism for cache invalidation using cache service 
and providing cache schema from the services.

Define requirements for cache invalidation 
methodology:

– splitting of area responsibilities;
– invalidation only part of caching;
– prevention repeating cache invalidation by time;
– non-blocking operation.
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According to the inverse dependency principle, 
cache invalidation implementation should not depend 
on microservices logic like microservices logic and 
vice versa [10, p. 179].

 Invalidation mechanism should not affect cache 
that should not be updated. Simultaneously all levels 
of caching should be invalidated by time. If the 
part of cache is invalidated by event, the timestamp 
when cache was rewritten should be updated also. 
An operation for cache updating is sent after service 
has been worked and should obey similar rules. If a 
request to the service and next response initiates the 
cache updating, finite users should not await when 
cache updates. Another similar operation that can be 
sent by service at the same time when cache updating 
should not rewrite or interrupt to work for the system 
[11, p. 1156].

To achieve these requirements, take a look at 
figure 1. The diagram is described here, has next 
components:

– API gateway;
– cache service;
– cache;
– application services.
API gateway receives all requests from the client 

and redirects them to services. Services should 
have schemas that describe a memoization value in 
the cache. That schemas can be changed and cache 
invalidation continues working correctly. All services 
get cache using API gateway through cache service 
for connection to the cache system. Using cache 
schema cache service can update, add or delete 
memoized values. At the same time when the first 
service responds, the data is sent from the service can 
be used in another service without waiting for cache 
service updates. 

Cache service – is an essence that has 
responsibilities:

– updating cache using service`s cache schema 
with data;

– getting data from cache for service.
A process of updating cache should be in parallel 

with working application services. That means no 
one services and API gateway should not wait when 
cache will be updated [12, p. 157].

Consider in detail how the cache invalidation 
system works (figure 1). For instance, there is a 
request that creates a new book in the database. After 
this action happens we would like to add this book to 
the cache without rewriting all books. Making a POST 
request /books/create by client through API gateway 
the request is redirected to the service responsible for 
this route and method [13, p. 54].

 

Fig. 1. application architecture with a cache system

Next step – is processing input data by Book service 
and creating a new book in the database. After that 
the service responds to the API gateway and provides 
a cache schema with data about the created book. 
The gateway makes routing to the service responsible 
for cache invalidation and provides new data and the 
schema. Cache service reads the schema and connects 
with cache and calculates updates depending on input 
data [14, p. 28; 15, p. 519]. 

The schema for caching should include 
comprehensive information about type of request 
(create, update, delete), structure for caching and also 
can be provided rules for data normalization before 
response is returned to the client. That means the API 
should not include overhead information in the response 
about the action that happened. But at the same time 
the cache service needs data to work with, however 
this data is not to be used in the response. Describing 
rules for preparation response we can move the logic 
of preparation of the data for response on another level 
of abstraction. For example, it is possible to create a 
service, responsible only for data preparation before 
response received by client [16, p. 89; 17, p. 52].

 

Fig. 2. A process of cache updating using cache service



Том 34 (73) № 1 2023134

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

That service receives data, rules for data 
preparation, makes preparation and responses to the 
client through API gateway [18, p. 360]. 

Cache updating process can take time and there is 
not any guarantee that this process is finished before 
the next request is called. Considering this aspect 
of asynchronous mechanism cache invalidation and 
working services during one request, it is necessary to 
create a queue in the cache service and keep processes 
here. Only after the first process finishes, the next can 
be started [19, p. 375].

 

Fig. 3. A process of getting a list of books 
from the cache

Take a look at the next example: we make a GET 
request/books for getting a list of books (figure 3). 
First step – is making a request from client to the 
API gateway and it makes route to the Book service. 
This service makes a request to the cache service for 
checking books in the cache through API gateway. 
If books are found in the cache, the Book service 
creates a response. Otherwise this service makes a 
request from the database and gets books from it. 
Responding without schema of cache invalidation 
API gateway understands that response is finite and it 
is not necessary to call cache service [20, p. 87]. 

Considering peculiarities of working services 
with cache must be mentioned working services with 

each other how data can be delivered from service 
to service. For example, an author has private books 
and additional fields that can not be delivered to the 
not authorized user and the author wants to add new 
characteristic values to one of his books. In the case 
when we should be routed to the Auth service (a 
service responsible for authorization), get user`s data 
(if credentials succeed) and get books as authorized 
author from another service, the Auth service calls 
the Book service through API gateway. Then the last 
service creates a new characteristic to the one of the 
author`s book, prepares rules for normalizing the 
response to the client, sending schema for the cache 
invalidation [21, p. 169].

Conclusions. Considered existing approaches, 
methods of using cashing in scalable web systems 
and decisions are proposed in related works. Created 
a methodology of cache invalidation in microservices 
architecture. Have formulated the requirements for 
cache invalidation methodology consists of:

– splitting of area responsibilities;
– invalidation only part of caching;
– prevention repeating cache invalidation by time;
– non-blocking operation.
Have proposed a full flow of cache invalidation. 

Considered components of the application architecture 
with the cache invalidation mechanism:

– API gateway;
– cache service;
– cache;
– application services.
Described examples of using an application with 

cache service for keeping cache fresh. In summary, 
are defined main principles in the microservices 
architecture with cache system: abstraction from the 
services to the cache service by creation cache schema 
for every services; defined rules of preparation API 
response after a service responses; requesting to the 
cache from services only through the cache service; 
using API gateway as a router between services; 
changing cache schema should not affect to the work 
of the cache service.
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Фалькевич В.г., лісняк А.О. МЕТОдОлОгІя ІНВАлІдАцІЇ КЕшУ 
У МІКРОСЕРВІСНІй АРхІТЕКТУРІ ВЕБ дОдАТКІВ

У статті розглянуто наявні підходи, методи використання кешування в масштабованих веб-системах 
та рішення, запропоновані в супутніх роботах. Створено методологію інвалідації кешу в мікросервесній 
архітектурі. Об’єктом дослідження є процес створення методології оновлення кешу. Методи дослідження 
базуються на моделюванні процесів управління кеш-пам'яттю та взаємодії сервісів. Визначено вимоги до 
систем інвалідації кешу: розподіл зобов’язаностей, інвалідація лише частини кешу, запобігання повторному 
оновленню кешу за часом, неблокуюча операція. Описано всі етапи взаємодії компонентів системи, що 
включають API шлюз, кеш-сервіс, кеш-пам'ять, сервіси додатку. Розглянуто приклади використання 
додатку та кеш-сервісу для підтримки актуальності кеш-системи. У статтю включено один рисунок 
зі схематичними компонентами архітектури додатку, дві діаграми послідовності з етапами взаємодії 
елементів системи у часі під час виконання та обробки запиту. Визначено основні принципи в архітектурі 
мікросервісів із кеш-системою: абстрагування інвалідації кешу від внутрішніх сервісів до кеш-сервісу 
шляхом створення схеми кешу для кожного сервісу; опис правил підготовки відповідей API; запит до кешу 
від служб лише через кеш-сервіс; використання API-шлюзу як маршрутизатора між сервісами; зміна схеми 
кешу не повинна впливати на роботу сервісу кешу. Досліджено базові необхідні правила для інвалідації кешу: 
схема кешу, схема відповіді (або обробник даних для підготовки відповіді), дія. Схема кешу описує об’єкт 
данних з поточного сервісу з наявного запиту, що зберігатиметься у кеш-системі; обробник відповіді 
або схема відповіді – це правила або готова до використання функція (після декодування) для підготовки 
відповіді до відправлення клієнту. Дія як тип команди, яку необхідно виконати при оновленні кешу сервісом 
після отримання відповіді (створити, оновити, видалити).

Ключові слова: кеш, PASS, Redis, Memcashed, ElastiCache, Memorystore, API, інвалідація кешу, 
мікросервіс.
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МЕТОд ВИЗНАЧЕННя ПОлОЖЕННя КІНцІВОК 
КРОКУюЧОгО МОБІльНОгО РОБОТУ У ПРОСТОРІ

У статті проаналізовано традиційні методи побудови математичних моделей динаміки і кіне-
матики мобільних роботів (МР) та визначено їх основні недоліки, що полягають у складності та 
трудомісткості математичних операцій. В якості альтернативи запропоновано ще один матема-
тичний метод побудови моделі динаміки та кінематики шестиногого крокуючого МР, зокрема для 
визначення положення кінцівок крокуючого МР, що ґрунтується на методах проективної геометрії, 
зокрема методі трикутників.

На відмінну від традиційних методів, перевагами запропонованого у статті методу для визна-
чення положення кінцівок крокуючого МР є простота застосовуваного математичного апарату, його 
менша кількість обчислень та легка автоматизація. Це було досягнуто за рахунок застосування інту-
їтивно зрозумілих методів проективної геометрії, які покладені в основу запропонованого методу.

На прикладі представленої у статті абстрактної моделі шестиногого крокуючого МР з однаковою 
конструкцією тришарнірних кінцівок та тулубом у формі правильного шестикутника показано, що 
застосування запропонованого методу дозволило спростити процес побудови математичної моделі 
для визначення положення його кінцівок зменшити трудомісткість та підвищити продуктивність 
виконуваних робіт. Зокрема за допомогою знаходження положення кінцівки крокуючого МР відносно 
геометричного центру мас його тіла, шляхом поетапної побудови множини трикутників за проекці-
ями всіх зчленувань кінцівки на площини, що утворені відповідними осями локальної системи коорди-
нат та обчислення величин сторін трикутників, що відповідають напрямку та величині переміщення 
даної кінцівки МР.

Практична реалізація запропонованого методу здійснюється у спеціалізованому програмному 
забезпечені, робота якого у даній статті не розглядається.

Ключові слова: крокуючий мобільний робот, математична модель, система координат, автома-
тизація, метод трикутників.

Постановка проблеми. При синтезі мобіль-
них роботів (МР), тобто роботів, які спроможні 
переміщатися у тримірному просторі у довіль-
них напрямках та по різних поверхнях, необ-
хідно розв’язувати низку різнопланових за 
свою сутністю та методами задач. Однією із 
таких задач є задачі, що пов’язані із побудовою 
математичних моделей їх динаміки та кінема-
тики, зокрема визначення положення кінцівок 
МР. Зважаючи на те, що МР, є порівняно новою 
модифікацією роботів, та займають своє окреме 
місце у світовому парку роботів, а теоретичні 
та експериментальні дослідження пов’язані з їх 

створенням почалися відносно недавно, можна 
стверджувати, що, на сьогоднішній день відсутні 
у достатній кількості приклади вітчизняних роз-
робок у даній галузі. Окрім того, у вітчизняній та 
зарубіжній літературі відсутні у достатній кіль-
кості публікації, що містять приклади та реко-
мендації щодо побудови математичних моделей 
динаміки та кінематики конкретних моделей 
МР. Причому у публікаціях, що присвячені про-
блемі визначення положення кінцівок МР мають 
місце, фрагментарність і декларативність описів 
математичних апаратів, а також вони, у своїй 
переважній більшості, ґрунтуються на класич-
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Інформатика, обчислювальна техніка та автоматизація

них підходах, зокрема Денавіта-Хартенберга, 
матричному методі та направляючих косинусах, 
які як відомо відрізняються значною трудоміст-
кістю математичних операцій та громіздкістю 
отримуваних математичних моделей.

Це стимулює розробку нових та вдосконалення 
відомих математичних моделей динаміки та кіне-
матики МР, зокрема при визначенні положення їх 
кінцівок.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Аналіз відомих досліджень та публікацій, пока-
зав, що сучасний парк МР є досить різнома-
нітним. Аналізуючи принципи їх побудови та 
роботи, стає очевидним, що всі вони мають різну 
будову, функціональні можливості, швидкодію, 
точність орієнтування і позиціонування та ґрун-
туються на застосуванні складних математичних 
моделей. При цьому тільки окремі вітчизняні нау-
ковці займаються питаннями побудови МР і відо-
бражають результати своїх досліджень у літера-
турі. Зокрема у статті [1] описане створення МР 
для обрізки дерев та опис принципово нової кон-
струкції мобільного робота довільної орієнтації на 
стовбурах дерев із метою обслуговування об’єктів 
плодоовочевих господарств та лісних деревних та 
паркових масивів. 

Переважна більшість наукових результатів, 
щодо побудови математичних моделей, динаміки 
та кінематики таких роботів відображена у робо-
тах переважно зарубіжних авторів. [2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10] і ґрунтуються на традиційних підхо-
дах. Так у статтях [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] автори для 
опису динаміки механічних кінцівок різних кро-
куючих роботів (восьминогих у статті [2], різних 
за формою платформи шестиногих у статтях [3, 4, 
5, 6, 7] та зварювального робота-маніпулятора [8]) 
використовують модель Денавіта-Хартенберга, 
що дозволяє записати кінематику кінцівки набо-
ром матриць перетворень направляючих косину-
сів у тримірному просторі, для вираження віднос-
ного положення системи координат кожної ланки. 

Схематичне представлення одного із варіантів 
зовнішнього вигляду кінцівки крокуючого роботу 
[2] приведено на рис. 1, на рис. 2 проілюстровано 
модель Денавіта-Хартенберга у системі коорди-
нат МР за рис. 1.

Зокрема у статті [2] подано загальну матема-
тичну модель кінематичної схеми кожної ланки 
наступним чином: 
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 Рис. 1. Приклад схематичного зображення 
зовнішнього вигляду кінцівки крокуючого МР [2]

 
Рис. 2. Приклад графічного подання моделі 

денавіта-хартенберга у системі координат МР [2]
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𝑅𝑅𝑅𝑅23 = �

   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐3 0 𝑙𝑙𝑙𝑙3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 0 𝑙𝑙𝑙𝑙3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐3
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      (2)

 

𝑅𝑅𝑅𝑅01 = �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1 0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1 𝑙𝑙𝑙𝑙1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1 0 −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1 𝑙𝑙𝑙𝑙1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1
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𝑅𝑅𝑅𝑅12 = �

   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐2 0 𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2
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   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐3 0 𝑙𝑙𝑙𝑙3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐3 0 𝑙𝑙𝑙𝑙3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐3
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      (3)

де Θ1, Θ2, Θ3 – кути поворотів локальних систем 
 координат прив’язаних до відповідних 
 зчленувань кінцівки крокуючого МР 
 за рис. 1, та рис. 2;
 l1, l2, l3 – довжини відповідних зчленувань 
 кінцівки крокуючого МР за рис. 1, та рис. 2.



Том 34 (73) № 1 2023138

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

За початкову точку відліку, при побудові мате-
матичної моделі, у статтях [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] при-
йнято початок координат, що позначений точкою 
O0, яка розміщена на першому зчленуванні кін-
цівки крокуючого МР (рис. 2), і до якої прив’язана 
локальна система координат x0, y0, z0. До другого 
зчленування (стегна (рис. 2)) кінцівки кроку-
ючого МР прив’язана локальна система коор-
динат x1, y1, z1 з початком відліку в точці O1. До 
наступних зчленувань (гомілки та лапки (рис. 1)) 
прив’язані локальні системи координат x2, y2, z2 та 
x3, y3, z3 з початками відліку в точках O2 та O3 від-
повідно. При переміщенні кінцівки крокуючого 
МР фактично здійснюється переміщення локаль-
них систем координат x0, y0, z0, x1, y1, z1, x2, y2, z2 та 
x3, y3, z3 відповідних зчленувань відносно абсо-
лютної правої декартової системи координат 
X, Y, Z. При чому вісь X вказує на напрямок вису-
вання стрижня кінцівки, а вісь Z – на напрямок 
обертання суглоба.

У загальному випадку математична модель 
кінематичної схеми кінцівки крокуючого МР за 
рис. 2 має наступний вигляд:

𝑅𝑅𝑅𝑅03 = 𝑅𝑅𝑅𝑅01 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅12 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅23 =  

= �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1sin (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1 (𝑙𝑙𝑙𝑙1+𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1 (𝑙𝑙𝑙𝑙1+𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1

sin (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3)    
0 

cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3)
0

0
0

𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3sin (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3)
1

� . (4) 

 

𝑅𝑅𝑅𝑅03 = 𝑅𝑅𝑅𝑅01 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅12 ∙ 𝑅𝑅𝑅𝑅23 =  
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𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1sin (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1 (𝑙𝑙𝑙𝑙1+𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1 (𝑙𝑙𝑙𝑙1+𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1

sin (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3)    
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cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3)
0
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𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3) −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐1 (𝑙𝑙𝑙𝑙1+𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3cos (𝑐𝑐𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐3))𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐1
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1

� . (4) 

 

  (4)

Очевидно, що при використанні математичної 
моделі (4) для опису переміщення однієї кінцівки 
крокуючого МР необхідно виконати значну кіль-
кість арифметичних та тригонометричних матема-
тичних операцій. При чому, при описі переміщень 
усіх кінцівок крокуючого МР кількість математич-
них операцій збільшується пропорційно кількості 
кінцівок крокуючого МР. Це безперечно призведе до 
значного ускладнення математичної моделі, збіль-
шення часу обчислень та підвищення трудомісткості 
розрахунків. Таким чином, можна стверджувати, що 
застосування моделі Денавіта-Хартенберга, матриць 
поворотів та направляючих косинусів є багатоетап-
ним, рутинним і досить трудомістким процесом, що 
вимагає значних витрат часу.

Крім моделі Денавіта-Хартенберга в літературі 
[9, 10] представлено модель, що описує рухи закрі-
пленої чотириногої крокуючої платформи (рис. 3).

Зокрема у статтях [9, 10] описано матричний 
метод, який дозволяє, знаючи вектори OAi, що 
є точками контакту кінцівки роботу із поверхнею 
(рис. 4), визначити її напрямки руху.

 

Рис. 3. Приклад схематичного зображення кінцівки 
платформи [9]
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Рис. 4. Приклад схематичного зображення параметрів кінцівки платформи [9] 

 

Зокрема напрямки руху платформи, що задаються відповідними векторами 

визначаються наступним чином: 

 

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑟𝑟𝑀𝑀𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑀𝑀𝑟𝑟 ,                                                               (5) 

де rAi – вектори позначають кінцеві точки Ai опорних ніг; 

rBi – вектори є точки Bi з'єднання опор робота з платформою; 

i – порядковий номер кінцівки. 

 

У роботі [9, 10] вказано, що три кінцівки МР стоять на поверхні, і за 

виразом (5). 

Положення точок Bi відносно системи координат зв’язаної з платформою 

МР р (рис. 4) визначено за виразом (6): 

 

𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝑟𝑟3𝑟𝑟1
⟦𝑟𝑟3𝑟𝑟1⟧

,                                                                        (6) 

 

На підставі виконаних розрахунків у статті [9, 10] визначено напрямок 

одиничного вектора, як нормалі до площини платформи за виразами (7), (8): 

 

Рис. 4. Приклад схематичного зображення 
параметрів кінцівки платформи [9]

Зокрема напрямки руху платформи, що зада-
ються відповідними векторами визначаються 
наступним чином:

rBi rAi
rMi
Ai

rBi
Mi

� � � � �, � 5                  (5)
де rAi – вектори позначають кінцеві точки 
 Ai опорних ніг;
 rBi – вектори є точки Bi з'єднання опор 
 робота з платформою;
 i – порядковий номер кінцівки.

У роботі [9, 10] вказано, що три кінцівки МР 
стоять на поверхні, і за виразом (5).

Положення точок Bi відносно системи коорди-
нат зв’язаної з платформою МР р (рис. 4) визна-
чено за виразом (6):

E
B B
B Bx � � �3 1

3 1

6, �                             (6)
На підставі виконаних розрахунків у статті [9, 10] 

визначено напрямок одиничного вектора, як нормалі 
до площини платформи за виразами (7), (8):

E E Ez x m� � �, � 7                           (7)
E E Ey z x� � �, � 8                           (8)

Загальна модель, що описує переміщення 
платформи МР у тримірному просторі подається 
у матричній формі: 

B
P

x y zR E E E� �� �� � �.� 9                  (9)
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Очевидно, що таке подання моделі є досить 
громіздким, а операції з матрицями передбачають 
виконання трудомістких математичних операцій.

Формулювання цілей статті є розробка мате-
матичного методу побудови моделі динаміки та 
кінематики шестиногого крокуючого МР для 
зменшення часу обчислень, трудомісткості розра-
хунків та їх автоматизації.

Ефективне моделювання динаміки та кіне-
матики крокуючих МР, зокрема висока точність 
зменшення часу обчислень та підвищення про-
дуктивності виконуваних робіт може бути досяг-
нуто за рахунок використання нових підходів та 
розробки новітніх математичних моделей дина-
міки та кінематики крокуючих МР.

Виклад основного матеріалу. Метод для 
визначення положення кінцівки шестиногого 
крокуючого МР, що пропонується в якості аль-
тернативи відомим, ґрунтується на методах про-
ективної геометрії, передбачає використання 
графічного методу трикутників та побудову 
кінцевої множини відповідних трикутників для 
кожного зчленування кінцівки крокуючого МР. 
При цьому очевидними перевагами пропонова-
ного методу є її відносна простота, порівняно 
менша кількість обчислень, їх автоматизація та 
наочність представлення переміщень кінцівок 
крокуючого МР.

Суть пропонованого методу полягає у знахо-
дженні положення кінцівки крокуючого МР від-
носно геометричного центру мас його тіла, шляхом 
поетапної побудови множини трикутників за про-
екціями всіх зчленувань кінцівки на площини, що 
утворені відповідними осями локальної системи 
координат x, y, z, та обчислення величин сторін цих 
трикутників, що відповідають напрямку та вели-
чині переміщення даної кінцівки крокуючого МР.

Опис пропонованого методу приведено для 
абстрактної моделі шестиногого крокуючого МР 
з однаковою конструкцією тришарнірних кінці-
вок, наприклад, за рис. 6 та тулубом у формі пра-
вильного шестикутника, наприклад, за рис. 5.

Геометрично рухи крокуючого МР показані, як 
переміщення шарнірів представлених у вигляді 
точок відносно локальної системи координат x, y, z  
із початком в точці О, що попередньо прив’язана 
до геометричного центру мас тіла крокуючого МР 
(рис. 5) відносно абсолютної декартової системи 
координат X, Y, Z (рис. 7). При переміщеннях кін-
цівки крокуючого МР між її ланками та площи-
ною XOZ на якій розміщено центр мас О, утво-
рюються відповідні кути. Зокрема, α1 – кут між 
площиною положення геометричного центра мас 

O та ланкою АВ, β1 – кут між ланками АВ та ВС, 
γ1 – кут між ланками ВС та СD (рис. 6).
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Рис. 5. Схематичне зображення абстрактної моделі 
шестиногого крокуючого МР

Відстань між точками A і D відносно його 
геометричного центру мас крокуючого МР, зна-
ходиться за допомогою теореми косинусів із три-
кутників ΔАВС, ΔАСD, ΔАВB', ΔАCC', ΔАDD' зчле-
нувань кінцівки крокуючого МР на площину YOz 
(рис. 6) наступним чином:

За теоремою косинусів обчислюється довжина 
сторони AC у трикутнику ΔАВС:

ÀÑ ÀÂ ÂÑ ÀÂ ÂÑ� � � � � �2 2
12 cos .� �    (10)

Величина кута ∠ВСА обчислюється за допомо-
гою теореми синусів із трикутника ΔАВС:

�
�

ÂÑÀ �
�sin

.1 ÀÂ
ÀÑ

�                    (11)

Величина кута ∠АСD може бути обчислена 
наступним чином:

� � �ÀÑD ÂÑÀ� �1 , �                     (12)
де γ1 – кут між ланками BC та CD.

Таким чином відстань між точками A і точкою 
D визначається за теоремою косинусів наступним 
чином:

AD ÀC CD AC CD� � � � � �2 2 2 cos .ÀÑD �   (13)
Знаходження відстані між геометричним цен-

тром мас О та шарнірним зчленуванням стегна 
(відстань OB), гомілки (відстань OC) та лапкою 
(відстань OD) передбачає обчислення величин 
кутів ∠CAD, ∠OAB, ∠BAC, ∠OAD, ∠D'AD за 
виразами (14) – (18), та довжин проекцій відповід-
них ланок AB', BC', CD' на площину XOz (рис. 7) 
за виразами (14) – (18).

�
�

CAD
AD

CD
�

� � �sin
.

ÀÑD
�           (14)

� �OAB � �180 1, �                   (15)
де α1 – кут між площиною XOz та ланкою AB.

� � �BAC BCA� � �180 1 , �             (16)
де β1 – кут між ланками AB та BС.
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� � � �OAD OAB BAC CAD� � � �360 � � .   (17)
� �� � �D AD OAD180 .�                    (18)

AB' � �cos ,± � �1 ÀÂ                        (19)
де α1 це кут між площиною XOz та ланкою AB.

AÑ� �� �� � �cos .� �CAD D AD AC �         (20)

AD' � �� � �cos .180 �OAD AD �           (21)
За результатами обчислень виконаних за вира-

зами (19) – (21) можуть бути знайдені відстані 
між геометричним центром мас О та проекціями 
відповідних шарнірних зчленувань наступним 
чином. Зокрема відстань OB', що характеризує 
відстань між геометричним центром мас та про-
екцією шарнірного зчленування стегна обчислю-
ється за виразом (22):

OB OA AB OA AB i� � �� � � � � � �� �2 2 2 cos ,�    (22)
де θi – кут повороту кінцівки робота у площині 
 XOz та величина якого дорівнює кутам 
 ∠OAB', ∠OAС', ∠OAD' трикутників 
 ΔOAB', ΔOAС', ΔOAD', відповідно (рис. 8);
 i – порядковий номер кінцівки робота.

Відстань OС' між геометричним центром мас О  
та проекцією шарнірного зчленування гомілки 
на площину XOZ обчислюється за виразом (23) 
наступним чином:

OC OA AC OA AC i' ' '� � � � � � � �� � �2 2 2 cos .�   (23)
Аналогічним чином відстань OD' між геоме-

тричним центром мас та проекцією шарнірного 
зчленування лапки обчислюється за виразом (24):

OD OA AD OA AD i' ' '� � � � � � � �� � �2 2 2 cos .�    (24)
Отримані результати розрахунків за виразами 

(22), (23), (24) є величинами проекцій довжин OB, 
OC, OD на площину YOZ. Вони дозволяють зна-
йти величини відстаней між геометричним центром 
мас О та шарнірним зчленуванням стегна (відстань 
OB), гомілки (відстань OC) та лапкою (відстань OD) 
у тримірному просторі декартової системи коорди-
нат, але передбачають виконання додаткових про-
міжних обчислень значень довжин, а саме обчис-
лення значення DD', ∠AD'D у трикутнику ΔADD' та 
CC', ∠AC'C, ∠CAC' у трикутнику ΔACС' (рис. 7).

Обчислення довжини DD' виконується за тео-
ремою косинусів для трикутника ΔAD'D:

DD AD AD AD AD D AD' ' '� � � � � � �� ��� � �2 2 2 cos .   (25)
Значення кута ∠AD'D обчислюється за теоре-

мою синусів наступним чином:

�
�

ADD
ÀD D AD

DD
�

�
�

�
� � ��

�
�

�

�
�arcsin

sin
.�        (26)

Значення кута ∠CAC' у трикутнику ΔACС' 
дорівнюватиме:

� �CAC BAC� � �± �1 ,                    (27)
де α1 це кут між площиною XOZ та ланкою AB.

Значення CС' обчислюється за теоремою коси-
нусів наступним чином:

CC AC AC AC AC CAC' ' '� � � � � � � �� � �2 2 2 cos ' .�   (28)
Величина кута ∠AC'C розраховується за теоре-

мою синусів наступним чином:

�
�

ACC
ÀC CAC

CC
�

�
�

�
� � ��

�
�

�

�
�arcsin

sin
.�       (29)

Використовуючи властивість подібності три-
кутників ΔADD' та ΔODD' та теорему косинусів 
знайдено значення довжин OB, OC, OD у триви-
мірному просторі декартової лівої системи коор-
динат X, Y, Z (рис. 9) наступним чином:

Згідно теореми косинусів відстані OD, OC, OB 
у трикутниках ΔODD' ΔOСС', ΔOBB', відповідно 
дорівнюватимуть: 

OD OD DD OD DD OD D� � � � � � � �� � �' ' '2 2 2 cos ' .�   (30)

OC OC CC OC CC OC C� � � � � � � �� � �' ' '2 2 2 cos ' .�   (31)

OB OB BB OB BB OB B� � � � � � � �� � �' ' '2 2 2 cos ' .�   (32)

Рис. 6. Схематичне зображення тришарнірної 
кінцівки абстрактної моделі шестиногого 

крокуючого МР: точка О – геометричний центр 
мас; А – точка з’єднання кінцівки із тулубом; 
АВ – стегнова ланка, ВС – гомілкова ланка, 

CD – довжина лапки, точка D – п’ятка кінцівки 
лапки (стопи)

Рис. 7. Проекції зчленувань кінцівки абстрактної 
моделі крокуючого МР на площину YOZ 
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ΔАВС, ΔАСD, ΔАВB', ΔАCC', ΔАDD' зчленувань кінцівки крокуючого МР на 

площину YOZ (рис. 6) наступним чином: 
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Величина кута ∠ВСА обчислюється за допомогою теореми синусів із 

трикутника ΔАВС: 

 

∠ВСА = sinβ1 ∙ АВ
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Величина кута ∠АСD може бути обчислена наступним чином: 

 
∠АСD = γ1 − ∠ВСА,                                                         (12) 

де γ1 – кут між ланками BC та CD. 
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Таким чином відстань між точками A і точкою D визначається за теоремою 

косинусів наступним чином: 

 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = √А𝐶𝐶2 + 𝐶𝐶𝐴𝐴2 − 2 ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶 ∙ 𝐶𝐶𝐴𝐴 ∙ cosАСD.                                     (13) 
 

 
Рис. 7. Проекції зчленувань кінцівки абстрактної моделі крокуючого МР на площину 

YOZ  

 

Знаходження відстані між геометричним центром мас О та шарнірним 

зчленуванням стегна (відстань OB), гомілки (відстань OC) та лапкою (відстань 

OD) передбачає обчислення величин кутів ∠CAD, ∠OAB, ∠BAC, ∠OAD, ∠D'AD 

за виразами (14) – (18), та довжин проекцій відповідних ланок AB', BC', CD' на 

площину XOZ (рис. 7) за виразами (14) – (18). 

 

∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 = sin(∠АСD) ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐶𝐶𝐴𝐴 .                                                          (14) 

 
∠𝑂𝑂𝐴𝐴𝑂𝑂 = 180 − α1,                                                              (15) 

де α1 – кут між площиною XOZ та ланкою AB. 

 
∠𝑂𝑂𝐴𝐴𝐶𝐶 = 180 − β1 − ∠𝑂𝑂𝐶𝐶𝐴𝐴,                                                  (16) 

де β1 – кут між ланками AB та BС. 
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Таким чином запропонований метод за допо-
могою простого математичного апарату дозво-
ляє визначити положення кінцівки в просторі і, 
як наслідок, зменшити трудомісткість та підви-

щити продуктивність виконуваних робіт. Дане 
твердження обґрунтоване тим, що для розгля-
нутої абстрактної моделі крокуючого МР були 
використані: теорема косинусів, теорема синусів 

Рис. 8. Відстань OB', що характеризує відстань між геометричним центром мас  
та проекцією шарнірного зчленування; відстань OС', що характеризує відстань  
між геометричним центром мас та проекцією шарнірного зчленування гомілки; 

відстань OD', що характеризує відстань між геометричним центром мас  
та проекцією шарнірного зчленування лапки 

Рис. 9. Відстань OB, що характеризує відстань між геометричним центром мас та 
шарнірного зчленування; відстань OС, що характеризує відстань між геометричним 

центром мас та шарнірного зчленування гомілки; відстань OD, що характеризує відстань 
між геометричним центром мас та шарнірного зчленування лапки
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Рис. 8. Відстань OB', що характеризує відстань між геометричним центром мас та 

проекцією шарнірного зчленування; відстань OС', що характеризує відстань між 

геометричним центром мас та проекцією шарнірного зчленування гомілки; відстань OD', що 

характеризує відстань між геометричним центром мас та проекцією шарнірного зчленування 

лапки  

 

Відстань OС' між геометричним центром мас О та проекцією шарнірного 

зчленування гомілки на площину XOZ обчислюється за виразом (23) наступним 

чином: 

 

𝑂𝑂𝑂𝑂′ =  √𝑂𝑂𝑂𝑂2 + 𝑂𝑂𝑂𝑂′2 − 2 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂′ ∙ cos(𝜃𝜃𝑖𝑖) .                                       (23) 

 

Аналогічним чином відстань OD' між геометричним центром мас та 

проекцією шарнірного зчленування лапки обчислюється за виразом (24): 

 

𝑂𝑂𝑂𝑂′ =  √𝑂𝑂𝑂𝑂2 + 𝑂𝑂𝑂𝑂′2 − 2 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂′ ∙ cos(𝜃𝜃𝑖𝑖) .                                        (24) 
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∠𝐴𝐴𝐶𝐶′𝐶𝐶 = arcsin (А𝐶𝐶 ∙ sin(∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐶𝐶′)
𝐶𝐶𝐶𝐶 ′ ) .                                                (29) 

 

Використовуючи властивість подібності трикутників ΔADD' та ΔODD' та 

теорему косинусів знайдено значення довжин OB, OC, OD у тривимірному 

просторі декартової лівої системи координат X, Y, Z (рис. 9) наступним чином: 

Згідно теореми косинусів відстані OD, OC, OB у трикутниках ΔODD' 

ΔOСС', ΔOBB', відповідно дорівнюватимуть:  

 

𝑂𝑂𝑂𝑂 =  √𝑂𝑂𝑂𝑂′2 + 𝑂𝑂𝑂𝑂′2 − 2 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂′ ∙ cos(∠𝑂𝑂𝑂𝑂′𝑂𝑂) .                                    (30) 

 

𝑂𝑂𝐶𝐶 =  √𝑂𝑂𝐶𝐶′2 + 𝐶𝐶𝐶𝐶′2 − 2 ∙ 𝑂𝑂𝐶𝐶 ∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶′ ∙ cos(∠𝑂𝑂𝐶𝐶′𝐶𝐶) .                                       (31) 

 

𝑂𝑂𝑂𝑂 =  √𝑂𝑂𝑂𝑂′2 + 𝑂𝑂𝑂𝑂′2 − 2 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂 ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂′ ∙ cos(∠𝑂𝑂𝑂𝑂′𝑂𝑂) .                                      (32) 

 

 
Рис. 9. Відстань OB, що характеризує відстань між геометричним центром мас та 

шарнірного зчленування; відстань OС, що характеризує відстань між геометричним центром 

мас та шарнірного зчленування гомілки; відстань OD, що характеризує відстань між 

геометричним центром мас та шарнірного зчленування лапки 
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та властивість подібності трикутників, що дозво-
лило здійснити визначення положення шарнірів 
кінцівки МР простим математичним апаратом, 
що забезпечує високу продуктивність пропоно-
ваного методу.

Висновки. Запропонований у статті метод 
визначення положення кінцівок крокуючого 
мобільного роботу є альтернативою відомим тра-
диційним методам, зокрема методу Денавіта-Хар-
тенберга та матричному методу. Його основними 
перевагами відносна простота математичного 

апарату, порівняно менша кількість обчислень, 
автоматизація та наочність представлення пере-
міщень кінцівок крокуючого МР.

Апробація методу, проведена для абстрактної 
моделі шестиногого крокуючого МР з однаковою 
конструкцією тришарнірних кінцівок, та тулубом 
у формі правильного шестикутника, та із засто-
суванням спеціалізованого програмного забезпе-
чення, робота якого у даній статті не розглянута, 
дозволяє стверджувати, про підвищення продук-
тивності виконуваних обчислень.
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Khazanovych Yu.Yu., Kyrychuk Yu.V., Cherepanska I.Yu. METHOD OF DETErMINING 
THE POSITION OF THE EXTrEMITIES OF A STEPPING MOBILE rOBOT IN SPACE

The article analyzes traditional methods of building mathematical models of dynamics and kinematics of 
mobile robots (MR) and identifies their main shortcomings, which are the complexity and time-consuming 
mathematical operations. As an alternative, another mathematical method of building a model of the dynamics 
and kinematics of a six-legged walking mobile robot is proposed, in particular for determining the position of 
the limbs of a walking mobile robot, which is based on the methods of projective geometry, in particular the 
method of triangles.

Unlike traditional methods, the advantages of the method proposed in the article for determining the 
position of the limbs of a walking mobile robot are the simplicity of the applied mathematical apparatus, its 
smaller number of calculations and easy automation. This was achieved due to the use of intuitive methods of 
projective geometry, which are the basis of the proposed method.

Using the example of the abstract model of a six-legged walking mobile robot with the same design of 
three-hinged limbs and a body in the shape of a regular hexagon, presented in the article, it is shown that 
the application of the proposed method made it possible to simplify the process of building a mathematical 
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model to determine the position of its limbs, reduce labor intensity and increase the productivity of the work 
performed. In particular, by finding the position of the limb of a walking MR relative to the geometric center of 
mass of his body, by gradually constructing a set of triangles based on the projections of all joints of the limb 
onto the planes formed by the corresponding axes of the local coordinate system and calculating the sizes of 
the sides of the triangles corresponding to the direction and amount of movement of the given mobile limb work

The practical implementation of the proposed method is carried out in specialized software, the work of 
which is not considered in this article.

Key words: walking mobile robot, mathematical model, coordinate system, automation, method of triangles.
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НАУКОВО-МЕТОдИЧНИй ПІдхІд ЩОдО ОцІНюВАННя 
БЕЗПЕКИ КРИТИЧНОЇ ІНФРАСТРУКТУРИ НА ОСНОВІ 
КОМПлЕКСУ ЗАСОБІВ ЗАхИСТУ ЇЇ ОБ’ЄКТІВ 
ВІд БПлА І КРИлАТИх РАКЕТ

Аналіз відомих підходів до оцінювання рівнів безпеки об’єктів критичної інфраструктури і обробки 
ризиків, пов’язаних із застосуванням терористами та ворогом безпілотних літальних апаратів та крила-
тих ракет, в тому числі із застосуванням засобів сучасного зенітно-ракетного, зенітно-артилерійського 
озброєння, комплексів радіоелектронної боротьби показує, що оцінки таких ризиків не завжди мають 
необхідну точність. Проблеми вимірювання ризиків пов’язані, в тому числі, з особливостями застосованого 
озброєння, включаючи крилаті ракети і безпілотні літальні апарати. 

До визначальних чинників, що призводить до похибок оцінки цих ризиків, що можливо визначити, як про-
блему ефективної роботи комплексів оборони та захисту критичної інфраструктури, є вирішення задачі 
своєчасного виявлення безпілотних літальних апаратів і крилатих ракет та їх якісного супроводження.

Проблеми виявлення та розпізнавання цілей обумовлені їх малими розмірами та масо-габаритними 
характеристиками, що ускладнює їх виявлення навіть на малих відстанях. Це стосується як радіолока-
ційних засобів розвідки, так і оптико-електронних. Крім того сам процес виявлення цілей залежить від 
ступеня його автоматизації. Процес ураження цілей залежить від точності наданих координат розвідки 
засобам ураження, точності прицілювання цих засобів та їх тактико-технічних характеристик. 

Таким чином, існує проблема створення таких засобів боротьби з безпілотними літальними апара-
тами, які взаємодіють та якісно працюють на всіх етапах – від виявлення цілей до їх ураження. 

З метою досягнення необхідних результатів оборони (що в ризик-моделі відповідає точності 
обробки ризиків), доцільно розділити систему оборони на складові та провести аналіз впливу кожної 
складової, що входять до системи з числа засобів боротьби з безпілотними літальними апаратами. 

Пропонується розглянути чотири основні підсистеми, такі як інформаційну, керуючу, виконавчу 
підсистеми та підсистему забезпечення. Кожна з підсистем визначається сукупністю показників 
і критеріїв оцінювання. Вклад кожної з підсистем дозволяє провести оцінку ефективності роботи 
всього комплексу засобів захисту критичної інфраструктури в цілому. 

Пропонується розглянути модель оцінки ефективності комплексу засобів захисту об’єктів кри-
тичної інфраструктури і боротьби з безпілотними літальними апаратами та крилатими ракетами, 
у якій оцінюється ефективність роботи основних складових комплексу засобів. Пропонується про-
ведення оцінки за критерієм ефективність-вартість, що допоможе приймати обґрунтовані рішення 
щодо побудови оптимальних схем захисту критичної інфраструктури і боротьби з безпілотними 
літальними апаратами і крилатими ракетами на основі наявних сил та засобів.

Ключові слова: критична інфраструктура, ефективність, рівень ефективності, безпілотний 
літальний апарат, крилата ракета, зенітно-ракетний комплекс, зенітно-артилерійський комплекс, 
радіолокаційна станція, радіоелектронна боротьба, критерій, ваговий коефіцієнт.
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Постановка проблеми. Безпілотні літальні 
апарати (БПЛА, або дрони) та крилаті ракети (КР) 
є досить новими видами озброєнь на полі бою, 
з 1990-х років їх активно використовують збройні 
сили провідних країн світу і вже з'явилися резуль-
тати їх ефективного застосування в останніх воєн-
них конфліктах.

Бурний розвиток БПЛА призвів до появи бага-
тьох їх різновидів, від розвідників до ударних 
«камікадзе», дуже різних за розмірім та цільовим 
навантаженням. Особливо небезпечними стають 
саме ударні БПЛА – носії зброї та БПЛА «каміка-
дзе» (або баражуючи боєприпаси). БПЛА «каміка-
дзе» віднесені до різновиду ударних БПЛА, тільки 
вони знищують цілі атакуючи зверху. Так, під час 
воєнних конфліктів воюючі сторони демонстру-
ють ефектні відеокадри, які передають дрони-роз-
відники, відео з камер ударних безпілотників або 
записи виявлення цілей та самонаведення на цілі, 
які передали «дрони-камікадзе».

Всі провідні країни світу активно розвивають 
цей новий вид озброєння який має дуже великий 
потенціал розвитку та застосування в сучасних 
і майбутніх війнах. США, Ізраїль, Туреччина, 
Китай, Канада, Франція, Німеччина, Іран, Росія 
та інші країни проводять масове виробництво та 
активне застосування БПЛА в останніх воєнних 
конфліктах і в Україні, поступово покращуючи 
їх технічні характеристики та принципи засто-
сування.

Ізраїль вважається лідером технологічних роз-
робок в галузі БПЛА. За Ізраїлем йдуть США, 
Китай, Канада, Туреччина, Іран, Росія.

З розвитком принципів застосування БПЛА і КР 
по об’єктам критичної інфраструктури (КІ) відпо-
відно відбувається розвиток систем озброєння, 
яке спроможне протидіяти цьому досить новому 
виду зброї. Традиційно до вирішення цієї задачі 
залучаються зенітні комплексі різних типів, які 
за своїми характеристиками спроможні виявляти 
та вражати БПЛА і КР. Але використання біль-
шої частини зенітних комплексів неприйнятне за 
критерієм «ефективність-вартість». Враховуючи 
такий стан справ відбувається пошук прийнятних 
засобів боротьби з БПЛА і КР для захисту КІ. Такі 
роботи спрямовані на використання і засобів раді-
оелектронної та оптико-електронної боротьби, 
і засобів маскування та макетів техніки, і різних 
перешкод у повітрі (аеростати, сітки та інше), 
а також на можливу модернізацію зенітних комп-
лексів, характеристики яких потенційно можуть 
бути покращені для ведення ефективної боротьби 
з БПЛА і КР. Виконання наведених напрямів робіт 

передбачає проведення попередньої оцінки їх 
ефективності, як за окремими рішеннями, так і за 
сукупністю рішень.

Актуальним стає завдання обґрунтування 
та оцінки таких засобів захисту КІ, протидії та 
боротьби з засобами повітряного нападу, що 
позбавлені недоліків притаманних сучасним 
зенітним комплексам, які спроможні ефективно 
захищати КІ, виявляти та вражати ударні БПЛА 
і КР, виконувати завдання боротьби або само-
стійно, або у складі існуючих зенітних комплек-
сів, безпосередньо у складі бойової техніки. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Аналіз публікацій за напрямом протидії БПЛА 
і КР, показує, що наукових статей з даної тема-
тики досить багато. У переважній більшості робіт 
в цій області переважають надмірно оптимістичні 
висновки щодо успішності ураження всіх видів 
БПЛА існуючими російськими засобами ППО 
та РЕБ. Ситуація нагадує роки початку розвитку 
авіації та наземних засобів протидії їх застосу-
ванню – засобів протиповітряної оборони. При-
чому склалося так, що розвиток авіації завжди 
випереджав розвиток наземних засобів протипо-
вітряної оборони. З авіацією добре боролась саме 
авіація. Але і у цьому випадку постійно йшла 
напружена конкурента боротьба технологій.

Разом з тим, різке та різноманітне вторгнення 
БПЛА в сучасні бойові дії, їх стрімкий техноло-
гічний розвиток виявили проблему ефективної 
боротьби з ними, особливо з малими БПЛА, яка 
на даний час залишається надзвичайно складною, 
системною, і до цих пір ефективно не виріше-
ною. Тільки одиниці держав світу мають частково 
в наявності та розвивають засоби, які спроможні 
достатньо ефективно протидіяти застосуванню 
сучасних БПЛА.

В існуючих публікаціях пропонуються певні 
технічні рішення щодо боротьби з БПЛА та теоре-
тичні підходи до оцінки їх ефективності, які, як пра-
вило, носять оптимістичний характер [2-9, 12-17], 
з досить поверхневим теоретичним обґрунтуван-
ням та наявності належних практичних результатів 
і не зовсім підходять для синтезу засобів протидії 
БПЛА та КР в умовах ведення сучасних інтенсив-
них бойових дій, в різних умовах бойової обста-
новки та погодно-кліматичних умов.

Крім того, у цих роботах, як правило, не 
обговорюється воєнно-технічний аспект оцінки 
технічних рішень за критерієм ефективність-
вартість. Вважається, що «ефективність» є спро-
можність системи утворювати системний ефект, 
але така спроможність має кількісну міру. Таким 
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чином, об’єктивно існує безпосередній зв’язок 
між рівнем системного ефекту VS і витратами RS 
потенціалу здатності сил на його утворення (які 
дорівнюють «трудовитратам» сил NS за час їх 
застосування TS за дією управління використан-
ням інформаційного ресурсу IS) [18].

Встає питання у об’єктивному порівнянні 
ефективності технічних рішень захисту критич-
ної інфраструктури і боротьби з сучасними та 
перспективними БПЛА і КР з обґрунтуванням їх 
вартості. 

Так, у роботах [5-7] виконаний тільки аналі-
тичний огляд особливостей способів протидії 
БПЛА без їх порівняння між собою. У роботі [3] 
наведений алгоритм оцінки ефективності комп-
лексних заходів протидії, деякі тактичні і технічні 
характеристики БПЛА але він не враховує мож-
ливі умови бойової обстановки та погодно-кліма-
тичні умови. У роботі [4] запропонована якісна 
оцінка способів протидії БПЛА без кількісних 
оцінок. У [17] запропонована система критеріїв 
для оцінки ефективності способів протидії БПЛА 
з їх кількісною оцінкою, але систематизація спо-
собів протидії носить дуже суб’єктивний харак-
тер, без врахування особливостей об’єктів КІ, вар-
тісних показників та особливостей складу систем 
захисту об’єктів КІ (ОКІ).

Поява нового виду озброєння – БПЛА та їх 
застосування в останніх воєнних конфліктах 
виявили суттєві недоліки зенітних комплексів, 
що стоять на озброєнні в різних країнах. Сталося 
так, що незалежна Україна отримала у спадок від 
Радянського Союзу разом із зенітним озброєнням 
і всі їх технічні недоліки щодо можливості ведення 
ефективної боротьби з сучасними БПЛА, особ-
ливо малорозмірними. Робіт щодо модернізації 
цих комплексів та спрямованих на усунення цього 
недоліку проводилось недостатньо. Аналіз харак-
теристик зенітних комплексів протиповітряної 
оборони провідних країн світу показує, що багато 
різноманітних заявлених комплексів протипові-
тряної оборони нібито здатні вражати як БПЛА, 
так і крилаті ракети «повітря-земля», літаки, 
вертольоти. Однак, треба усвідомлювати, що 
боротьба з БПЛА різних класів суттєво відрізня-
ється. Так, дійсно БПЛА великих та середніх роз-
мірів (типу Predator и Reaper от General Atomics) 
виявляються, супроводжуються та вражаються 
з досить високою ефективністю, а з БПЛА малих 
розмірів виникають суттєві проблеми. 

Концептуальні підходи до вирішення проблеми 
боротьби з БПЛА, що зустрічаються у більшості 
публікацій, можна звести до наступного:

формування багато-ешелонованого угрупу-
вання з різних типів зенітних комплексів, таких як 
зенітні ракетні комплекси (ЗРК), зенітні артиле-
рійські комплекси (ЗАК), зенітні гарматно-ракетні 
комплекси (ЗГРК), переносні зенітні ракетні комп-
лекси (ПЗРК), що мають досить високі розвід-
увальні та вогневі можливості щодо виявлення та 
вогневого ураження саме малорозмірних БПЛА;

розробка та застосування у складі існуючих 
ЗРК, ЗАК, ЗГРК додаткових каналів виявлення та 
супроводження цілей з метою ведення ефективної 
боротьби саме з малорозмірними БПЛА;

розробка перспективних зразків ЗРК, ЗАК, 
ЗГРК спроможних вести боротьбу з широким 
колом цілей, як з літаками (звичайними і за тех-
нологією «Стелс») так і малорозмірними БПЛА;

розробка спеціалізованих автоматизованих 
засобів захисту бойової техніки Сухопутних 
Військ від бойових БПЛА типу «камікадзе»;

застосування комплексу засобів що до радіо-
електронного придушення каналів управління, 
розвідки, та бойового застосування БПЛА;

розробка спеціалізованих засобів та комплек-
сів боротьби з малорозмірними БПЛА, які засто-
совують нетрадиційні принципи боротьби.

Сучасні комплекси і системи ППО і ПРО та їх 
можливі зони прикриття ОКІ наведено на рис. 1.

В [2] відмічається, що для виявлення мало-
розмірних БПЛА необхідно визначати спеціалі-
зовані засоби розвідки, які мають кращі розвід-
увальні можливості виявлення та супроводження 
малорозмірних БПЛА, створювати спеціалізовані 
канали першочергової передачі розвідувальної 
інформації про дії малорозмірних БПЛА. Для 
досягнення високої ефективності системи роз-
відки повітряних цілей вважають, що немаловаж-
ним є виконання комплексу організаційно-тактич-
них заходів, а саме: 

частіша зміна позицій радіолокаційних стан-
цій (РЛС) і засобів зв’язку; 

розгортання системи помилкових позицій з імі-
тацією роботи радіоелектронних засобів; 

проведення якісного інженерного обладнання 
позицій РЛС розвідки та зенітних комплексів;

інтенсивне застосування пасивних відбивачів-
пасток, імітаторів теплового випромінювання; 

розгортання біля позицій РЛС розвідки вогне-
вих засобів протиповітряної оборони (ППО); 

організація захисту засобів розвідки від дій 
диверсійних груп та інші. 
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Як показали результати останніх бойових дій 
в Україні та у Нагорному Карабахі, – ці заходи 
залишаються малоефективними. Знаходження 
малорозмірного БПЛА у мертвій воронці зеніт-
них засобів, безпосередньо над наземними цілями 
призводить до безкарних дій БПЛА по ураженню 
цих цілей.

Слід відзначити, що ефективна боротьба 
з малорозмірними БПЛА (що мають ефек-
тивну поверхню розсіяння (ЕПР) не менше 
0,01 м2) існуючими зенітними комплексами мож-
лива лише з великими обмеженнями щодо їх 
своєчасного виявлення та обстрілу. Ефективна 
боротьба з БПЛА що мають ЕПР меншу ніж 

0,01 м2 сучасними зенітними комплексами прак-
тично неможлива.

Мета статті – дослідження методичного апарату 
для захисту ОКІ та техніко-економічного аналізу 
запропонованих технічних рішень ведення боротьби 
з БПЛА і КР за критерієм ефективність-вартість.

Викладення основного матеріалу. Кожна тех-
нічна система (комплекс) захисту ОКІ й боротьби 
з БПЛА і КР, як складна система, – повинна мати 
у своєму складі ряд технічних складових (підсис-
тем), об’єднаних у єдине ціле. Розглянемо тезау-
рус такої складної системи.

Система безпеки ОКІ, як «ергатична система», 
має такі загальносистемні характеристики:

 

 
 

  
Рис. 1. Зони прикриття прийнятих на озброєння зенітно-ракетних систем і комплексів західного зразка 

для прикриття повітряного простору в зоні розташування ОКІ [19]:

Рисунок 1 – Зони прикриття прийнятих на озброєння зенітно-ракетних систем 
і комплексів західного зразка для прикриття повітряного простору в зоні 
розташування ОКІ [19]: 
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🟨🟨🟨🟨 ТОР 
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системна могутність – темп приросту у часі 
системного ефекту в процесі її застосування;

запас здатності – певний час для наявних умов 
застосування, на протязі якого система здатна влас-
ними «силами» утворювати ефект із потрібною 
могутністю наявним ресурсом «засобів» (тому 
ресурсний склад – матеріальна основа здатності);

системний потенціал – максимальний систем-
ний ефект застосування, який може бути досягну-
тий її «силами» при вичерпанні запасу здатності;

ефективність – міра «доцільності» (доскона-
лості) системи як продуктивність витрат запасу 
здатності («трудовитрат» сил) щодо створення 
системного ефекту потрібного рівня (рівня «без-
пеки» ОКІ) в акті застосування.

Оскільки метою наукового дослідження вза-
галі є вдосконалення «об’єкту» наукового дослі-
дження (тобто підвищення його ефективності), 
тому предметом дослідження обрано управління 
об’єктом «система безпеки ОКІ», як найбільш 
значущий (пріоритетний) чинник, що впливає на 
ефективність об’єкту. Пріоритетність управління 
обґрунтована таким чином. Основні принципи 
системного підходу випливають із загальної кон-
цепції застосування об’єкта «складна система» 
для досягнення мети. Основою загальної кон-
цепції функціонування складної системи є керо-
ване (згідно завданню – стимулу) перетворення 
ресурсного потенціалу системи у системний 
ефект (реакцію) для досягнення системної мети 
[18], що й визначає зміст системних ознак, влас-
тивостей і характеристик, як то показане на рис. 2.

Кожна складна система складається з підсис-
тем, які мають своє цільове призначення. Умовно 
у складі складних технічних систем виділяють за 
призначенням інформаційну, керуючу, виконавчу 
підсистеми та підсистему забезпечення. Їх спільна 
робота і повинна забезпечити ефективну роботу 
всієї системи захисту ОКІ і боротьби з БПЛА і КР. 

Розглянемо головні функції, які повинні вирі-
шувати підсистеми у складі системи захисту ОКІ 
і боротьби з БПЛА і КР.

Функцією інформаційної підсистеми є пошук, 
виявлення та розпізнавання БПЛА і КР, що знахо-
дяться у верхній (особливо небезпечній) півсфері.

У якості інформаційної підсистеми можуть буди 
використані радіолокаційні, оптичні, інфрачервоні та 
інші типи датчиків (сенсорів) з відповідною апара-
турою обробки інформації та прийняття рішення по 
виявленню та ураженню БПЛА і КР. Відстані роботи 
цих датчиків різні, по різному залежать від зовнішніх 
умов та перешкод. Тому ефективність роботи інфор-
маційної підсистеми з одним з наведених датчиків 
крім їх технічних характеристик буде залежати від 
ступеня впливу зовнішніх умов та перешкод.

Функціями керуючої підсистеми є управління 
роботою всіх підсистем системи захисту ОКІ 
і боротьби з БПЛА і КР на підставі розпізнавання 
та класифікації БПЛА і КР.

Функцією виконавчої підсистеми є безпосе-
реднє ураження або протидія БПЛА і КР.

Функцією підсистеми забезпечення є забезпе-
чення всіх підсистем енергоживленням, контролем 
функціонування, обслуговування та ремонтом. 

 

VS [од. ефекту] 
 

«об’єкти» 
застосування 
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Рис. 2. Концептуальна модель «функції складної системи»
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В різних варіантах системи боротьби з БПЛА 
і КР функції перелічених підсистем можуть бути 
обмежені або частково відсутні.

Зрозуміло, що кожна з наведених підсистем 
повинна працювати належним чином, з відповід-
ною ефективністю. Їх розробка та виготовлення 
потребують певного фінансування та визначають 

кінцеву вартість всієї складної системи. Таким 
чином, виникає потреба оцінки ефективності 
складної системи захисту ОКІ і боротьби з БПЛА 
і КР, шляхом оцінки ефективності роботи складо-
вих підсистем з оцінкою їх вартісних показників.

У таблиці 1 запропоновані критерії оцінки 
ефективності роботи наведених підсистем у сис-
темі захисту ОКІ і боротьби з БПЛА і КР (варіант).

Таблиця 1
цільові (часткові) критерії оцінки ефективності роботи наведених підсистем у системі захисту 

ОКІ і боротьби з БПлА і КР
Інформаційна підсистема 

Критерії оцінки Рівень оцінки
1. Просторово-часові характеристики:

1.1. Ефективна дальність виявлення. 
1.2. Час виявлення.
1.3.Кут огляду по координаті Х.
1.4. Кут огляду по координаті Y.
1.5.Час огляду по координаті Х.
1.6. Час огляду по координаті Y.

1.1: 
0 – дальність менше 100 м; 
1 – дальність більше 100 м.  
1.2: 
0 – час більше 3 сек.; 
1 – час менше 3 сек.
1.3:
0 – кут менше 900

1 – кут більше 900

1.4:
0 – кут менше 900

1 – кут більше 900

1.5:
0 – час огляду більше 1 сек.
1 – час огляду менше 1 сек.
1.6:
0 – час огляду більше 1 сек.
1 – час огляду менше 1 сек.

2. Електромагнітна сумісність (ЕМС)
– 0 – несумісність в зоні бойових дій;

0,5 – несумісність у зоні до 50 м;
1,0 – повна сумісність.

3. Універсальність використання:
3.1.Діапазон зовнішніх чинників, що 
впливають, при яких забезпечується стійка 
робота:
3.1.1. вітер
3.1.2. температура
3.1.3. вологість
3.1.4. Складна фонова та цільова обстановка
3.2.Можливість використання для протидії 
БПЛА І КР іншого виду базування (наземного, 
морського).

3.1:
3.1.1 – 3.1.3:
0 – мінімальне значення;
1,0 – максимальне значення.
3.1.4:
0 – відсутність селекції на складному фоні;
0,9 – здатність розрізняти бойові БПЛА І КР
 на складному фоні;
1,0 – здатність розрізняти БПЛА І КР типу «камікадзе» на складному 
фоні.
3.2:
0 – неможливо;
0,5 – із середнім за технічною складністю і вартістю доопрацювання;
1,0 – можливо без доопрацювання.

4. Наявність функції розпізнавання типу БПЛА і КР:
4.1. Селекція на фоні птахів.
4.2. Ефективна площа розсіювання БПЛА І КР, 
що виявляється у 
автоматичному або автоматизованому режимі.
4.3. Розпізнавання типу БПЛА І КР (важкий, 
середній, легкий, міні, 
мікро, або за іншою ознакою).

4.1:
0 – відсутність селекції;
1,0 селекція є.
4,2., 4,3:
0 – більше 1,0 м2

0,1 – більше 0,1 м2

0,3 – більше 0,01 м2

0,5 – більше 0,005 м2

1,0 – більше 0,001 м2
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Інформаційна підсистема 
Критерії оцінки Рівень оцінки

Керуюча підсистема
5. Ступінь автоматизації роботи:

5.1. Необхідна кількість операторів для протидії 
БПЛА І КР (від 0 до 1).

5.2. Наявність розпізнавання і класифікації 
цілей (від 0 до 1).

5.1:
0 – потрібен оператор;
0,2 – автоматизація роботи в одному з режимів;
0,4 – автоматизація в режимі виявлення і супроводу;
0,6 – автоматизація в режимі виявлення і супроводження;
0,8 – автоматизація у режимах виявлення, супроводу і ураження під 
контролем операторів;
1,0 – повністю автоматична робота.

5.2:
0,8 – глибока автоматизація розпізнавання та класифікації у всій зоні 
виявлення;
1,0 – автоматичне розпізнавання і класифікація у всій зоні виявлення.
Виконавча підсистема

6. Зниження ефективності виконання цільового завдання БПЛА і КР від засобів ураження та протидії:
6.1. Артилерійський канал.
6.2 Ракетний канал.
6.3 Спеціальний БПЛА І КР. 
6.4 Оптичні пастки.
6.5 РЕБ , ОЕП з порушення управління.
6.6 Макети об’єкту прикриття.
6.7 Засоби маскування.
6.8 Перехоплення управління.

0 – гарантоване виконання цільового завдання;
1,0 – спосіб самозахисту неефективний.

Підсистема забезпечення
Наявність автономного електрозабезпечення.
Наявність самодіагностики (функціонального 
контролю).
Наявність ремкомплекту.
Наявність технічного обслуговування.

0 – нема у наявності;
1,0 – є в наявності.
.

Продовження таблиці 1

Кожен цільовий критерій, що наведений у таблиці, 
нормований та знаходиться в межах від 0 до 1.

Ефективність кожної з наведених j-тих  
(в даному випадку j-1,4) підсистем Å j i� �  можна 
оцінити шляхом згортки всіх їх цільових (частко-
вих) i-тих критеріїв:

Å i k k k kj
i

M

i
c c c

M
ci M� � � � � ��� � �

�
�

1
1 2

1 2 1, � �         (1)

де k kM1, ...,  – цільові (часткові) критерії 
 ефективності виконання своїх функцій 
 кожної з підсистем;
 C CM1, ,…  – вагові коефіцієнти цільових 
 (часткових) критеріїв ефективності, 

 
i

M

iC
�
� �

1

1;

 M  – кількість часткових показників 
 ефективності.

Послідовність (етапи) вибору функції згортки 
наступна:

1. Обґрунтування допустимості згортки – кри-
терії, що згортаємо, повинні бути однорідними.

2. Нормалізація критеріїв – критерії, що згор-
таємо, повинні бути нормалізовані. У задачах, де 

локальні критерії мають різні одиниці вимірю-
вання, необхідно привести критерії до єдиного, 
бажано безрозмірного, масштабу вимірювання.

3. Врахування пріоритетів критеріїв – фор-
мування вагових коефіцієнтів, які відображають 
важливість критерія. 

4. Побудова функції згортки.
Для згортання критеріїв використовують такі 

функції:
адитивна згортка;
мультиплікативна згортка;
агрегування та інші операції.
Вагові коефіцієнти Ci  цільових (часткових) 

критеріїв ефективності зазвичай визначаються 
методом експертних оцінок (і тільки при немож-
ливості проведення експертного опитування, ваги 
усіх часткових критеріїв приймаються рівноваго-
вими C Mi = 1 / ). 

Визначимо суперкритерій ефективність-вар-
тість оцінки всієї системи захисту ОКІ і боротьби 
з БПЛА і КР. 

Вважається, що «ефективністю» є спроможність 
системи утворювати системний ефект, але така 
спроможність має кількісну міру. Таким чином, 
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об’єктивно існує безпосередній зв’язок між рівнем 
системного ефекту VS і витратами RS потенціалу 
здатності сил на його утворення (які дорівнюють 
«трудовитратам» сил NS за час їх застосування TS 
за дією управління використанням інформаційного 
ресурсу IS). Очевидний характер такого зв’язку 
в системах матеріальної природи – це «пряма» 
залежність ефекту від витрат, тому вважаємо, що 
аксіоматично справедливо –
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Тому коефіцієнт «перетворення» ES, який має 

фізичний зміст продуктивності витрат потенці-
алу здатності (ресурсів) по створенню ефекту, 
є загальною мірою «досконалості» системи (тобто 
її «доцільності» як пристосованості до викорис-
тання за призначенням) і служить об’єктивною 
оцінкою ефективності системи в акті засто-
сування; він дорівнює, як то витікає із (2) –  
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Підкреслимо, що загальносистемна харак-
теристика «ефективність» є фундаментальною 
для «складної» системи, оскільки визначається 
загально-системними «зовнішніми» показниками 
(системним ефектом VS, складом сил NS, часом 
застосування TS), що пов’язані з кінцевим резуль-
татом акту застосування системи і тому залежать 
від усіх «внутрішніх» факторів – системних ознак. 

Інформаційний ресурс СС, що містить дані 
про стан матеріальних ресурсів та умови акту 
застосування системи, інформаційні технології та 
засоби інформатизації управління, дозволяє сфор-
мувати план X розподілу «засобів» по об’єктах 
застосування, план розподілу сил по заходах про-
цесу застосування та план (сценарій) дій D «сил» 
по реалізації планів X,Y розподілу, які складають 
зміст «організаційного управління» і саме якість 
котрих визначає ефективність системи. 

Для кількісної оцінки системної ефективності 
ES потрібне обчислення значення функціонала –
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де X – «план» розподілу засобів BS 
 по об’єктах застосування;
 Y – «план» розподілу сил NS по завданнях 
 процесу застосування для реалізації плану 
 розподілу засобів X;
 D – «план» (сценарій) дій сил у часі TS 
 по виконанню завдань щодо застосування 
 засобів.

Принцип «максимуму системної ефектив-
ності» системного підходу, безумовно, є фунда-
ментальним критерієм оптимальності «рішень» 
щодо створення, застосування і розвитку СС. 

Будемо вважати, що ефективність технічної 
системи (ТС) безпеки ОКІ і ведення боротьби 
з БПЛА І КР ÅÒÑ

çàõèñòó  повинна бути не гірше при-
пустимої ÅÒÑ ïðèïçàõèñòó

� . , значення якої забезпечує збере-
ження функціональності об’єкта захисту – ОКІ, 
при мінімумі витрат ресурсів:  

 
 

ЕТС
захисту ≥ ЕТС прип.

захисту ,  при    𝐶𝐶𝐶𝐶ТС
захисту → 𝐶𝐶𝐶𝐶ТС min

захисту 

 

 (5)
де CÒÑ

çàõèñò  – ціна технічного рішення захисту;
 C Ñ

çàõèñòó
Ò min�  – припустима ціна технічного 

 рішення захисту.
З’ясування припустимого рівня ефективності 

технічних рішень захисту ОКІ і ведення боротьби 
з БПЛА і КР залежить від ступеня збереження 
функціональності об’єкта КІ. Зрозуміло, що мож-
ливі пошкодження об’єкта КІ повинні бути міні-
мальними або зовсім відсутніми. Звідси є логічним 
при відсутності будь-яких пошкоджень об’єкта КІ 
прийняти рівень ефективності технічних рішень 
біля одиниці. Але зрозуміло, що такий варіант 
передбачає реалізацію дуже вартісного технічного 
рішення, реалізація якого вкрай складна і недо-
цільна. Тому доцільно у якості припустимого рівня 
ефективності технічних рішень вибрати рівень по 
методу Фібоначчі або золотого перетину – 0,62. 
Такий рівень забезпечує виживання об’єкту КІ, 
можливість до подальшого виконання задач за при-
значенням та прийнятну вартість системи безпеки 
КІ і захисту від БПЛА і КР.

Ефективність технічної системи безпеки ОКІ 
і боротьби з БПЛА і КР ÅÒÑçàõèñòó  є результатом 
згортки часткових критеріїв ефективності вико-
нання своїх функцій складовими j підсистемами. 

Всі вище наведені критерії підсистем 
є взаємопов’язаними, однорідними, лінійними, 
нормалізованими, позитивними, потенційно 
мають різні пріоритети, та відносяться до групи 
результативних. Тому для формування загального 
критерію (суперкритерію) може бути застосована 
за аналогією мультиплікативна згортка у вигляді 
критерію ефективності (1).

Виходячи з цього, ефективність технічної сис-
теми безпеки ОКІ і боротьби з БПЛА І КР (проти-
дії) можна оцінити як результат (або рівень) функ-
ціонування всіх чотирьох підсистем, який прагне 
до максимального значення, за формулою:

Å Å i E E E E maxÒÑ
çàõèñòó

j
B B B B� � � � � � � �� �1
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4
4� � � � � �, , ,  – відповідно, ефективності 

 інформаційної, керуючої, виконавчої 
 підсистем та підсистеми ресурсного 
 забезпечення;
 B B1 4, ..,  – вагові коефіцієнти критеріїв ефек-
тивності інформаційної, керуючої, виконавчої під-
систем та підсистеми ресурсного забезпечення, 

j
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Вагові коефіцієнти Bj  цільових (часткових) 
критеріїв ефективності наведених підсистем 
зазвичай визначаються методом експертних оці-
нок (і тільки при неможливості проведення екс-
пертного опитування, ваги усіх часткових крите-
ріїв приймаються рівновагими Bj = 1 4/ ). 

Таким чином, кожна з чотирьох підсистем, 
що входять до складу технічної системи безпеки 
ОКІ і боротьби з БПЛА і КР, вносить свій внесок 
у ефективність цієї системи. Як слідує з аналізу 
виразу (6) критерії ефективності кожної з підсис-
тем повинні бути досить високими. Інакше ефек-
тивність функціонування системи буде низькою.

За результатами оцінки ефективності способів 
протидії БПЛА і КР доцільно подальше порівняння 
способів за критерієм «ефективність – вартість».

Авторами запропонована шкала оцінки ефек-
тивності системи безпеки ОКІ і боротьби з БПЛА 
і КР, що наведена у таблиці 1.

Встановивши припустимі рівні ефективності 
системи безпеки ОКІ і протидії БПЛА і КР можна 
визначити оптимальні критерії прийняття рішень 
вибору способів протидії БПЛА і КР (2): ефек-
тивність системи безпеки ОКІ і боротьби з БПЛА 
і КР (протидії) повинна бути більшою за припус-
тиму, при мінімумі витрат ресурсів. 

Оцінка ефективності існуючих та перспектив-
них систем безпеки ОКІ і боротьби з БПЛА і КР 
та її результати виходять за рамки цієї публікації 
та будуть наведені у наступній публікації.

Висновки. Засоби боротьби та протидії 
з БПЛА і КР доцільно розглядати з системних 
позицій. В роботі розроблена модель оцінювання 
безпеки критичної інфраструктури на основі 
комплексу засобів захисту її об’єктів від БПЛА 
і крилатих ракет.

1. Запропонована в моделі система критеріїв 
дозволяє:

детально дослідити ефективність роботи осно-
вних підсистем системи безпеки ОКІ і боротьби 
з БПЛА і КР;

проводити кількісну оцінку ефективності спо-
собів боротьби та протидії БПЛА і КР на рівні 
підсистем та складної системи в цілому;

виконувати порівняння між собою різних реа-
лізацій одного або декількох способів боротьби 
з БПЛА і КР;

виявляти найбільш ефективні способи 
боротьби та протидії в різних умовах обстановки 
та кліматичних умовах.

2.  Оцінка використання декількох способів 
протидії зводиться до формування єдиного кри-
терія шляхом згортки цільових критеріїв кожної 
з підсистем.

3. Результати оцінки ефективності існуючих 
та перспективних систем безпеки ОКІ і боротьби 
з БПЛА і КР будуть наведені у наступній публікації.
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Chumachenko S.M., Kutovoi O.P., Popel V.A., Guida O.G., Zaika N.V., Murasov r.K. 
SCIENTIFIC-METHODICAL APPrOACH rEGArDING CrITICAL INFrASTruCTurE SECurITY 
ASSESSMENT ON THE BASIS OF THE COMPLEX OF TOOLS FOr THE PrOTECTION 
OF ITS FACILITIES FrOM uNMANNED AErIAL VEHICLES AND CruISE MISSILES

Analysis of known approaches to assessing the assurance levels of critical infrastructure objects and processing 
risks, associated with the use of unmanned aerial vehicles and cruise missiles by terrorists and the enemy, 
including the use of modern anti-aircraft missile and anti-aircraft artillery weapons, electronic warfare systems 
shows that assessments of such risks do not always have the required accuracy. Risk measurement problems are 
related among other things, to the specifics of the weapons used, including cruise missiles and drones.

Among the determining factors that lead to errors in the assessment of these risks, which can be identified 
as a problem of the effective operation of defense complexes and the protection of critical infrastructure, is the 
solution to the problem of timely detection of drones and cruise missiles and their quality escorting.

The problems of detecting and recognizing targets are caused by their small size and mass-dimensional 
characteristics, which makes it difficult to detect them even at short distances. This applies to both radar 
and optical-electronic means of reconnaissance. In addition, the target detection process itself depends on 
the degree of its automation. The process of defeating targets depends on the accuracy of the intelligence 
coordinates provided to the means of destruction, the accuracy of aiming of these means and their tactical and 
technical characteristics.

Thus, there is a problem of creating such means of combating unmanned aerial vehicles that interact and 
work well at all stages - from identifying targets to their destruction.

In order to achieve the necessary defense results (which in the risk model corresponds to the accuracy of 
risk processing), it is advisable to divide the defense system into components and conduct an analysis of the 
impact of each component included in the system from the means of combating unmanned aerial vehicles.
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It is proposed to consider four main subsystems, such as informational, control, executive subsystem and 
support subsystem. Each of the subsystems is determined by a set of indicators and evaluation criteria. The 
contribution of each of the subsystems makes it possible to evaluate the effectiveness of the entire complex of 
means of protection of critical infrastructure as a whole.

It is proposed to consider a model for evaluating the effectiveness of the complex of means of protecting 
critical infrastructure objects and combating drones and cruise missiles, which evaluates the effectiveness 
of the main components of the complex of means. It is proposed to carry out an assessment based on the 
efficiency-cost criterion, which will help to make informed decisions regarding the construction of optimal 
schemes for the protection of critical infrastructure and the fight against drones and cruise missiles based on 
the available forces and means.

Key words: critical infrastructure, efficiency, level of efficiency, unmanned aerial vehicle, cruise missile, 
anti-aircraft missile complex, anti-aircraft artillery complex, radar station, electronic warfare, criterion, 
weighting factor.
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МОдЕлюВАННя ЕКОлОгІЧНИх хАРАКТЕРИСТИК РОБОТИ 
КОТлА дКВР-10-13 ПРИ ВИКОРИСТАННІ МЕТАНО-ВОдНЕВОЇ 
СУМІшІ яК ПАлИВНОгО гАЗУ

В сучасному світі існує актуальна проблема зниження генерації парникових газів і послаблення пар-
никового ефекту яка зумовлює необхідність істотного удосконалення процесів перетворення енергії і 
підвищення техніко-економічних характеристик систем енергопостачання на їх основі. Вирішити цю 
проблему здатні інноваційні водневі технології, які покликані зіграти важливу роль в диверсифікації 
потоків енергоносіїв, що істотно зменшить споживання вуглеводневих палив і дозволить поліпшити 
стан навколишнього середовища.

Дослідження та розробки, що пов’язані з використанням водню у якості палива на сьогоднішній день 
є надзвичайно актуальними. Найбільш поширеною є ідея використання спалювання водню у суміші з при-
родним газом для забезпечення декарбонізації атмосфери та зменшення впливу на глобальні кліматичні 
зміни шляхом скорочення викидів вуглекислого газу з продуктами згорання вуглеводневого палива [1].

Робота присвячена визначенню залежності викидів NOx водогрійному котлі типу ДКВР-10-13, що осна-
щений штатними осьовими пальниками від витрат метано-водневої суміші в якості палива. В роботі 
прийнято, що процентне співвідношення вмісту водню до об’єму паливо-повітряної суміші становить 10, 
20, 30, 40 і 50%. На основі аналізу температурних полів і гідродинамічної картини потоку поблизу пальни-
ків зроблено висновок щодо умов досягнення сталої теплової потужності пальників, режимів їх роботи і 
принципів убезпечення від шкідливих явищ проскоку, відриву полум’я та неповноти згорання палива.

В ході моделювання визначено, що викиди NОx збільшуються із зростанням витрат палива. Вод-
ночас зберігається тенденція суттєвого зменшення викидів в усьому діапазоні варіювання теплової 
потужності (паливоспоживання) із збільшенням вмісту Н2, в тому числі – для випадку максимально 
випробуваного вмісту [Н2] в паливі ([Н2] = 50%). Для такого палива концентрація [NОx] зростає від 
16,4 (37 м3/год) до [NОx] ≈ 24 ppm (при 185 м3/год).

Попередньо проведена верифікація розрахункових даних викидів окислів азоту з даними режимної 
карти котла типу ДКВР-10-13 для випадку спалювання метану. Результат порівняння свідчить, що 
модель розроблена в середовищі ANSYS-Fluent дещо завищує значення NOx на виході з котла, що свід-
чить про доцільність використання водню в якості часткової заміни традиційного природного газу 
паливоспалюючим устаткуванням.

Ключові слова: воднева енергетика, емісія, метано-воднева суміш, моделювання, завихреність, 
окисли азоту.

Постановка проблеми. При дослідженні мож-
ливості використання водню в якості часткової 
заміни традиційного природного газу паливос-

палюючим устаткуванням, основним питанням 
є визначення можливої і допустимої частки водню 
у таких горючих сумішах. Вирішення цього 
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питання є компромісом між намаганням, з однієї 
сторони, збільшити частку водню, як замінника 
природного газу, а з іншої – забезпечити основні 
принципи безпеки і ефективності використання 
таких сумішей, а також мінімізації інвестицій, які 
необхідні для переходу газоспалювальних і топ-
кових пристроїв з чистого природного газу, для 
якого вони були призначені, на горючу суміш при-
родного газу і водню. [1-3]. 

В роботі [4] приведений висновок про те, що 
у випадку спалювання метано-водневої суміші 
в пальнику, в якому реалізована технологія стру-
меново-нішевого спалювання, засобами CFD-
моделювання встановлено, що додавання водню 
в об’ємі від ¼ до ½ збільшує емісію NOx на 27 %. 
Автори роботи [3], які експериментально дослі-
дили процес спалювання метано-водневої суміші 
в побутовому двоконтурному котлі «MICRA DUO 
CS 24» фірми «RÖDA» і зробили що викиди NОx 
збільшуються із зростанням витрат палива. 

Автори представленої роботи в своїх раніше 
проведених дослідженнях зробили той же висно-
вок, проте в їх роботі не було досліджень при-
свячених впливу витрати метано-водневої суміші 
на утворення окислів азоту (NOx) в CFD-моделі 
водогрійного котла типу ДКВР-10-13, оснащеного 
штатними осьовими пальниками. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Роз-
виток цивілізації призводить до невпинного спо-
живання енергії. Внаслідок цього значно збільшу-
ється антропогенне забруднення довкілля, значна 
частина якого в’язана із викидами промислових 
і енергетичних підприємств, транспорту, жит-
лово-комунальних господарств й інших галузей 
економіки. 

Одним із способів досягнення низьких рівнів 
шкідливих речовин є додавання до паливо-пові-
тряної суміші газоподібного водню. Для класич-
ної теорії і практики спалювання горючого газу 
питання взаємозамінності двох різних горю-
чих газів не є новим. У різних країнах до цього 
питання приходили тоді, коли виникала альтер-
натива використання основного горючого газу, 
наприклад природного. Такою альтернативною 
міг бути біогаз, генераторний газ, нафто завод-
ський газ, скраплений пропан-бутан, скрапле-
ний природний газ (LNG) і інші горючі гази та їх 
суміші. Такою альтернативою може бути також 
водень, або горючі суміші водню із іншими газами 
[1]. В підтвердження цього твердження у серпні 
2020 року в Україні стартував Водневий проект 
Регіональної газової компанії [5] і розпочалися 
випробування сумішей природного газу та водню 

для використання у газорозподільних мережах. Як 
висновок представлено твердження – якщо вико-
ристати суміш з 20% водню, то можна заощадити 
на рік 6 млрд кубометрів природного газу, а якщо 
у суміші 50% водню, то економія – 15 млрд кубів.

Проте, слід враховувати, що метан (доля якого 
в природному газі становить більше 85%) і водень 
мають надзвичайно велику відмінність у горю-
чих характеристиках, що спричиняє повну від-
сутність їх взаємозамінності. Витрати повітря для 
повного згорання і об’єм продуктів згорання від-
різняються у 4 рази, швидкість розповсюдження 
полум’я – у 7 разів, кількість первинного пові-
тря, яка гарантує горіння без проскоку відрізня-
ється у 4 рази. Порівняння індексів взаємозамін-
ності Воббе для метану і водню підтверджує факт 
неможливості переведення пальників на природ-
ному газі на водень – відмінність індексу Воббе 
для цих газів становить 15%, що у 3 рази переви-
щує нормовану величину 5%. Забезпечити перехід 
роботи пальника з природного газу на водень без 
змін у конструкції пальника і без втрати теплової 
потужності установки неможливо [1]. Такі висно-
вки зроблені автором [1] шляхом дослідження, 
що проведені при спалюванні нафто-заводського 
газу на Кременчуцькому Нафтопереробному 
заводі із змінною складовою водню від 20% до 
54% об., свідчать про те, що спалювання газів із 
значною кількістю водню призводить до карди-
нальних змін у роботі газопальникових пристроїв 
і масовому переходу їх роботи у режим проскоку 
полум’я. Змінюється також емісійна тепловіддача 
факелів і конвективний теплообмін на поверхнях 
нагрівання.

Автори роботи [3], що виконали експеримен-
тальні дослідження направлені на визначення 
енергетичної ефективності та викидів шкідли-
вих речовин під час спалювання метано-водне-
вої суміші в побутовому двоконтурному котлі 
«MICRA DUO CS 24» фірми «RÖDA» роблять 
висновок, що викиди NОx збільшуються із зрос-
танням витрат палива. Водночас зберігається 
тенденція суттєвого зменшення викидів в усьому 
діапазоні варіювання теплової потужності (пали-
воспоживання) із збільшенням вмісту Н2, в тому 
числі – для випадку максимально випробуваного 
вмісту [Н2] в паливі ([Н2] = 50%). 

Автор [1] зауважує, що забезпечити перехід 
роботи пальника з природного газу на горючу 
суміш з умістом водню більше за 20–25% без 
внесення змін в конструкцію пальника і режим 
його роботи, а також конструкцію і режим роботи 
тяго-дуттьових пристроїв установки неможливо  
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з міркувань забезпечення сталості теплової потуж-
ності і оптимальних параметрів роботи установки. 
Але, крім цього, є ще одна складова цього питання. 
Це зміна характеру теплообміну у топкових при-
строях, які будуть працювати на газах – замінниках 
з підвищеним умістом водню. Так наприклад, при 
переході на спалювання суміші з умістом водню 
до 30% об. об’єм продуктів згорання зменшується 
з 11,95 м3/м3 до 7,59 м3/м3 з одночасним зменшен-
ням умісту СО2 у складі продуктів згорання. Ці два 
фактори призведуть до погіршення теплообміну 
у топках теплогенеруючих агрегатів.

Отже, питання застосування водню у якості 
домішки до основного палива з метою частко-
вого заміщення традиційного природного газу 
об’єктами побутового призначення є одним з пер-
спективним і дискусійним.

Мета дослідження. Основною метою даного 
дослідження є визначення енергетичної ефектив-
ності та викидів шкідливих речовин під час спа-
лювання метано-водневої суміші в комп’ютерній 
моделі водогрійного котла типу ДКВР-10-13 
оснащеного штатними осьовими пальниками 
за допомогою відомого пакету програм CFD-
моделювання ANSYS-Fluent, що дозволяє після 
попередньої верифікації з експериментальними 
даними взятими з робіт інших авторів, розши-
рити діапазони режимних параметрів, що можуть 
впливати на роботу котельного агрегату в цілому.

Методи, об’єкт та предмет дослідження. 
Метод дослідження – чисельний, за допомо-
гою академічної ліцензії програмного комплексу 
ANSYS Student. Дана ліцензія є абсолютно без-
коштовною (з 2015 року) і призначена для вирі-

шення ознайомлювальних і освітніх задач в ака-
демічному середовищі.

Для моделювання використовувалась акаде-
мічна ліцензія програмного комплексу ANSYS 
Student яка з 2015 року є абсолютно безкоштов-
ною і призначена для вирішення ознайомлюваль-
них і освітніх задач в академічному середовищі.

Об’єкт дослідження – процеси, що протіка-
ють під час спалювання паливної суміші метану 
і водню в комп’ютерній моделі водогрійного котла 
типу ДКВР-10-13 оснащеного штатними осьо-
вими пальниками.

Предмет дослідження – водогрійний котел 
типу ДКВР-10-13, оснащений штатними осьо-
вими пальниками без урахування топкових 
екранів. Габаритні розміри моделі становили 
4,9×2,6×3,8 м. Для побудови моделі використані 
дані з відкритих джерел [6]. Для прогнозування 
теплового NOx використовується модель частко-
вої рівноваги. В роботі прийнято, що процентне 
співвідношення вмісту водню до об’єму паливо-
повітряної суміші становить 10, 20, 30, 40 і  
50%. При формуванні граничних умов врахо-
вана незмінність кількості теплоти, що вноситься 
в топку сумішшю. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Представлена робота є продовженням раніше 
опублікованого дослідження [7]. Відмінність – 
визначення теплових і екологічних характерис-
тик процесів, що мають місце під час спалювання 
паливної суміші метану і водню в комп’ютерній 
моделі водогрійного котла типу ДКВР-10-13 
в залежності від зміни потужності котельного 
агрегату (100% від номінальної, 80%, 60%, 40% 
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Рис. 1. Залежність витрати газу та повітря в залежності від зміни потужності 
котельного агрегату
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і 20%). Зменшення потужності призводить до 
зміни витрат газу і повітря (рис. 1), при чому 
співвідношення між якими визначається незмін-
ністю кількості теплоти, що вноситься в топку 
сумішшю. Послідовність розрахунку для визна-
чення згаданих витрат паливо-повітряної суміші 
і первинного повітря описано в [7].

Як свідчать дані, що приведені на рис. 1 для 
забезпечення умови незмінності кількості теплоти 
яка вноситься в топку сумішшю, склад паливо-
повітряної суміші майже не впливає на зміну 
її витрати. Теж саме стосується і витрати пові-
тря на низьких рівнях потужності (20 і 40% від 
номінальної). Збільшення потужності призводить 
до більшого розшарування між даними витрати 
повітря зі збільшенням значення заміщення [Н2]. 
Проте, слід зазначити для випадку номіналь-
ної потужності котельного агрегату заміщення  
[Н2] = 10% (до об’єму паливо-повітряної суміші) 
зменшує витрату суміші порівняно з метаном 
всього лише на 0,6%. При подальшому збіль-
шенні величини заміщення [Н2] на 20, 30 40 і 50% 
ця цифра становить 1,2; 1,8; 3 і 3,9% відповідно.

На рис. 2 представлено значення викидів NOx 
[ppm], для комп’ютерної моделі котла типу ДКВР-
10-13 в залежності від витрат палива, кг/с. Розша-
ровуючим параметром на графіку служить спів-
відношення [H2]/[СH4] в паливній суміші.

Для верифікації результатів моделювання 
використовувалась режимна карта котла типу 
ДКВЕР-10-13 підготовлена співробітником 
Інституту газу НАН України Горбуновим О.В.  
Згідно режимної карти котла ДКВР 10-13 при 
роботі на номінальній потужності рівень утво-
рення NOХ складає ~190…200 мг/м3, що відпо-
відає ~95…100 ppm. Як свідчить рис. 2, на номі-

нальній потужності котельного агрегату рівень 
NOХ для випадку спалювання чистого метану 
склав 105 ppm, що узгоджується з даними режим-
ної карти.

Рис. 2 свідчить, що зменшення потужності 
котельного агрегату і відповідно витрати палива, 
призводять до зменшення викидів NОx. Пред-
ставлені на цьому рисунку дані свідчать, що 
заміщення метану воднем сприяє зменшенню 
генерації в середньому в 6-ть разів порівняно 
з випадком спалювання метану. При цьому із 
збільшенням вмісту Н2, спостерігається тенден-
ція до зменшення викидів в усьому діапазоні 
варіювання теплової потужності. Так, наприклад, 
заміщення [Н2] = 20% збільшує емісію [NОx] від  
20 при витраті палива 0,0141 кг/с, що відповідає 
20% номінальної потужності до [NОx] ≈ 28,6 ppm 
при витраті палива 0,0352 кг/с, що відповідає 20% 
номінальної потужності. 

На рис. 3 та 4 приведені результати CFD-
моделювання генерації NOx для випадку спа-
лювання палива з процентним вмістом водню 
в паливній суміші з метаном [Н2] = 10% (до об’єму 
паливо-повітряної суміші (рис. 3) та [Н2] = 50% 
(рис. 4).

Аналіз результатів моделювання свідчить про 
те, що картини візуалізації генерації окислів азоту 
для всіх досліджених випадків заміщення метану 
воднем подібні. Ця подібність виражається в тому, 
що генерація окислів азоту найбільш інтенсивна 
поблизу струменя нагрітих газів, а не безпосеред-
ньо в ньому. Також для всіх досліджених випадків 
подібним є те, що 2/3 об’єму топки котла в димо-
вих газах має максимальну концентрацію NОx. 
Далі відбувається перемішуванні потоків і в кон-
вективній шахті потік NОx однорідний. 

Рис. 2. генерація NOx, [ppm] на виході з топкової камери водогрійного котла типу дКВЕР-10-13 
в залежності від номінальної потужності (а) і від витрат палива, м3/год (б)
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Представлений на рис. 4 розподіл свідчить роз-
поділ про залежність генерації окислів азоту від 
витрати паливо-повітряної суміші на один пальник. 

Слід зазначити, що збільшенням вмісту Н2, 
більше 50% не призведе до зменшення генера-
ції окислів азоту. Оскільки у випадку заміщення  
[Н2] = 40% (до об’єму паливо-повітряної суміші) 
концентрація [NОx] зростає від 16,5 до 24,3 ppm, 
що відповідає витратам палива 37 і 185 м3/год або 
20 і 100% номінальної потужності котла. В той же 
час, випадку заміщення [Н2] = 50% концентрація 
[NОx] зростає від 16,4 до 24 ppm, що відповідає 
витратам палива 37 і 185 м3/год або 20 і 100% 
номінальної потужності котла.

 

Рис. 3. Розподіл оксидів азоту в топковій камері 
котла дКВР-10-13 у випадку спалювання метану з 

10%-ю добавкою водню для номінальної потужності

Обговорення отриманих результатів. Аналіз 
отриманих результатів свідчить про те , що збіль-
шення значення заміщення [Н2] до об’єму паливо-
повітряної суміші призводить до зменшення емі-
сії окислів азоту. 

Так, згідно даних осереднення по поверхні 
перерізу виходу димових газів з котельного агре-
гату результатів CFD-моделювання генерації NOx 
при різному процентному вмісту водню в паливній 
суміші з метаном [Н2] = 0…50% (до об’єму паливо-
повітряної суміші). Аналіз приведених даних свід-
чить, що заміщення [Н2] = 10% в 2,9 рази зменшує 
значення NOx. Подальше збільшення частки [Н2] 
до об’єму паливо-повітряної суміші призводить до 
поступового зменшення генерації NOx, і вже при 
досягненні [Н2] = 40% значення осереднених NOx 
по поверхні перерізу виходу димових газів з котель-
ного агрегату не змінюються. На думку авторів це 
пояснюється тим, що водень «відбирає» ту частину 
кисню, що в іншому випадку може спровокувати 
генерацію окислів азоту як у випадку спалювання 
«чистого» метану. 

Аналіз отриманих за допомогою CFD-
моделювання даних свідчить, що зі збільшен-
ням процентного співвідношення вмісту водню 
в паливо-повітряній суміші емісія викиду окислів 
азоту зменшується. Отриманий характер змен-
шення емісії оксидів азоту при заміщенні воднем 

 

Рис. 4. Розподіл утворення оксидів азоту в топковій камері котла дКВР-10-13  
у випадку спалювання метану з 50%-ю добавкою водню при зміні витрати палива: 

а) 148 м3/год; б) 111 м3/год; в) 74 м3/год; г) 37 м3/год
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метану у паливі відповідає характеру результатів 
експериментальних досліджень [3].

Висновки. На основі аналізу результатів CFD-
моделювання процесів спалювання газоподіб-
ного палива в топці парового водотрубного котла 
ДКВР 10-13 за допомогою CFD-моделі з викорис-
танням академічної ліцензії програмного комп-
лексу ANSYS Student визначено, що:

• верифікація CFD-моделі виконана за допо-
могою режимної карти котла ДКВР 10-13, яку надав 
співробітник Інституту газу НАН України Горбуно-
вим О.В. Згідно даних режимної карти, при роботі 
на номінальній потужності рівень утворення NOХ 
складає ~190…200 мг/м3 (дані), що відповідає 
~95…100 ppm. Даний рівень оксидів азоту добре 
співвідноситься з результатами CFD-моделювання, 
який для чистого метану склав 105 ppm;

• заміщення [Н2] = 0…50% (до об’єму паливо-
повітряної суміші) дозволяє майже в 4 рази змен-

шити генерацію окислів азоту в димових газах на 
виході з котельного агрегату;

• заміщення метану воднем сприяє змен-
шенню генерації в середньому в 6-ть разів порів-
няно з випадком спалювання метану;

• визначено, що викиди NОx збільшуються із 
зростанням витрат палива. Водночас зберігається 
тенденція суттєвого зменшення викидів в усьому 
діапазоні варіювання теплової потужності із 
збільшенням вмісту Н2; 

• встановлено, що перевищення вмісту [Н2] 
більше 50% не призведе до суттєвого зменшення 
викидів NОx.

Таким чином комп’ютерне моделювання 
дозволяє проводити попередню, досить точну 
оцінку емісійних характеристик спалювання газо-
подібних палив різного складу. Отримані дані 
численних розрахунків можуть бути використані 
при проектуванні енергетичного обладнання. 
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Baranyuk A.V., Vorobiov M.V., ryabtsun r.S. SIMuLATION OF ENVIrONMENTAL 
CHArACTErISTICS OF DKVr-10-13 BOILEr OPErATION uSING METHANE-HYDrOGEN 
MIXTurE AS FuEL GAS

In the modern world, there is an urgent problem of reducing the generation of greenhouse gases and 
weakening the greenhouse effect, which necessitates a significant improvement of energy conversion processes 
and an increase in the technical and economic characteristics of energy supply systems based on them. This 
problem can be solved by innovative hydrogen technologies, which are designed to play an important role in 
the diversification of energy flows, which will significantly reduce the consumption of hydrocarbon fuels and 
improve the state of the environment.

Research and development related to the use of hydrogen as a fuel is extremely relevant today. The most 
widespread idea is the use of burning hydrogen in a mixture with natural gas to ensure de-carbonization of 
the atmosphere and reduce the impact on global climate change by reducing carbon dioxide emissions with 
hydrocarbon fuel combustion products [1].
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The work is devoted to the determination of the dependence of NOx emissions of a DKVR-10-13 type water 
heating boiler equipped with standard axial burners on the consumption of methane-hydrogen mixture as fuel. 
In the work, it is assumed that the percentage ratio of hydrogen content to the volume of the fuel-air mixture is 
10, 20, 30, 40 and 50%. On the basis of the analysis of temperature fields and the hydrodynamic picture of the 
flow near the burners, a conclusion was made regarding the conditions for achieving a stable thermal power 
of the burners and the principles of protection against the harmful phenomena of flashover, flame separation, 
and incomplete combustion of fuel.

In the course of modeling, it was determined that NOx emissions increase with increasing fuel consumption. 
At the same time, there is a trend of a significant decrease in emissions in the entire range of variation of 
thermal power (fuel consumption) with an increase in the H2 content, including for the case of the maximum 
tested content of [H2] in the fuel ([H2] = 50%). For such fuel, the concentration of [NOx] increases from 16.4 
(37 m3/h) to 24 ppm (at 185 m3/h).

Preliminary verification of the calculated data of nitrogen oxide emissions with the data of the mode map of 
the DKVR-10-13 type boiler for the case of methane combustion was carried out. The result of the comparison 
shows that the model developed in the ANSYS-Fluent environment slightly overestimates the value of NOx 
at the boiler outlet, which indicates the feasibility of using hydrogen as a partial replacement of traditional 
natural gas with fuel-burning equipment.

Key words: hydrogen energy, emission, methane-hydrogen mixture, modeling, vorticity, nitrogen oxides.
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ОцІНКА ЕФЕКТИВНОСТІ  ВИКОРИСТАННя 
ПАРОКОМПРЕСІйНОгО цИКлУ ПОВІТРяНОгО ТЕПлОВОгО 
НАСОСА В АгРОПРОМИСлОВОМУ ВИРОБНИцТВІ

Натепер зміни, які відбуваються в агропромисловому виробництві України потребують розробки 
та створення сучасних теплонасосних технологій для теплопостачання та гарячого водопостачання 
агропромислових підприємств. У статті розглядається проблема використання повітряного теплового 
насоса (ТН), що працює на альтернативних джерелах енергії для теплопостачання та гарячого водопос-
тачання сільськогосподарських підприємств. У своїй роботі повітряний ТН використовує низькопотен-
ційну теплоту повітря. Метою роботи є оцінка ефективності використання парокоспресійного циклу 
повітряного ТН  в агропромисловому виробництві. Виконано аналіз характеристик та оцінені особли-
вості роботи повітряних ТН для агропромислових підприємств. Визначено фактори, які впливають на 
енергетичну ефективність повітряного ТН. Проаналізовано вплив тривалості температур повітря різ-
них величин на теплопродуктивність повітряного ТН. Для підвищення ефективності роботи теплона-
сосної системи запропоновано схему відбору низькопотенційної теплоти з використанням повітряного 
ТН. На підставі проведених досліджень встановлено, що перевагою повітря як теплоносія є те, що 
повітряні ТН можуть працювати практично повсюди і не вимагають облаштування низькотемпера-
турного контуру. Перспективним способом підвищення ефективності теплопостачального обладнання 
агропромислових підприємств є застосування повітряного ТН при річному циклі його роботи. Повітряні 
ТН мають значну перевагу перед іншими теплоенергетичними установками. Вони споживають енергію 
поновлюваних джерел, знижують витрати на електропостачання більш, ніж в половину – це повністю 
автоматизований пристрій. Викорисання повітряних ТН для утилізації низькопотенційних теплових 
потоків економічно вигідно. Аналіз ефективності систем теплопостачання показує, що в сучасних еко-
номічних умовах тенденція систем теплопостачання може розвиватися із застосуванням парокомпре-
сійних повітряних ТН, це може суттєво підвищити економічні і технічні характеристики теплопоста-
чального обладнання для будівель агропромислового виробництва.

Ключові слова: повітряний тепловий насос, підприємства агропромислового виробництва, низько-
потенційне джерело теплоти, системи теплопостачання, коефіцієнт трансформації, ексергетичний 
коефіцієнт корисної дії  ТН.

Постановка проблеми. Запаси традиційних 
вуглеводнів, таких як нафта, газ, вугілля зовсім не 
є нескінченними. А використання їх пов’язане з нега-
тивним впливом на екосистему. Нині одним з питань, 
що найгостріше стоїть перед Україною та світовою 
спільнотою  взагалі і потребує нагального вирішення, 
є питання забезпечення енергетичної та екологічної 
безпеки підприємств агропромислового виробництва.

Одним із актуальних та першочергових 
завдань ефективного  розвитку в України є про-

блема енергозбереження,  як в економічному сек-
торі, так і в агропромисловому виробництві при 
використанні енергетичних потоків різної якості. 
Первинні природні енергетичні ресурси і, в першу 
чергу, природний газ, займають провідне, а інколи 
і визначальне місце в енергетичних системах біль-
шості країн, незважаючи на високі темпи впро-
вадження альтернативних та відновлювальних 
енергетичних джерел енергії, особливо сучасних 
теплотнасосних технологій [1-7].



163

Енергетика

Тому перспективним напрямком на даному 
етапі є використання безкоштовної теплоти пові-
тря як природного джерела енергії для тепло-
постачання агропромислових підприємств, яке 
може забезпечити чималі потреби в теплоті навіть 
в умовах територій помірного клімату. Методи 
використання теплової енергії повітря загалом 
економічно ефективно, однак частка застосування 
теплової енергії довкілля доволі мала. Значно 
підвищити ефективність використання природ-
них джерел енергії особливо повітря для потреб 
агропоромитслового виробництва можливо при 
наявності теплових агрегатів, таких як парокомп-
ресійні теплові насоси [3].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Теплові насоси – це компактні, економічні та еколо-
гічно чисті системи опалення, що дозволяють отри-
мувати теплоту для гарячого водопостачання та опа-
лення приміщень за рахунок використання теплоти 
низькопотенційного джерела зовнішнього повітря, 
грунту, грунтових, артезіанських та термальних 
вод; природніх вод річок, озер, морів; промислові та 
очищені побутові стоки; вода технологічних циклів. 
Витративши 1 кВт електричної енергії, можна отри-
мати 3–5 кВт для опалення [8-12].

Завдяки високій енергоефективності тепло-
вих насосів все більше  роблять вибір на користь 
таких систем, як теплопостачання і нагріву води 
для агропромислових сільськогосподарських під-
приємств різного призначення [3].

Принцип роботи парокомпресійного теплового 
насоса «повітря-повітря» наведений на рис. 1.

Газоподібний холодоагент надходить на вхід 
компресора. Компресор стискає газ, при цьому 
його тиск і температура збільшуються. Нагрі-
тий газ подається в теплообмінник (конденса-
тор), в якому він охолоджується, передаючи свою 
теплоту повітрю або воді, і конденсується – пере-
ходить в рідкий стан.

Далі на шляху рідини високого тиску встанов-
лений розширювальний вентиль, який знижує тиск 
холодоагента. Компресор і розширювальний вен-
тиль ділять замкнений гідравлічний контур на дві 
частини: високого і низького тиску. Під час про-
ходження через розширювальний вентиль частина 
рідини випаровується,  і температура потоку зни-
жується. Далі цей потік надходить в теплообмін-
ник (випаровувач), який пов'язаний із навколишнім 
середовищем (наприклад, повітряний теплообмін-
ник на вулиці). При низькому тиску рідина випа-
ровується (перетворюється на газ) при температурі 
нижчій, ніж температура зовнішнього повітря, 
води або грунту.  Внаслідок  цього частина теплоти 

зовнішнього повітря, води або грунту перетворю-
ється у внутрішню енергію  холодоагента.  Газопо-
дібний холодоагент знову надходить в компресор – 
контур замикається  [13-18].

 

Рис. 1.  Схема компресійного теплового насоса 
«повітря-повітря»

Для систем «повітря-повітря» теплові насоси 
аналогічні настінним, касетним, канальним та 
іншим типам внутрішніх блоків звичайних кон-
диціонерів. За їх допомогою нагрівається повітря 
у приміщенні (рис. 2).

 
Рис. 2. Повітряний тепловий насос

Для систем «повітря-вода» за допомогою 
теплового насоса нагрівається вода у системі 
теплопостачання в приміщенні (рис. 3).

Ефективність та технікоекономічна доціль-
ність систем теплопостачання в різних сферах 
економіки та агропромислового виробництва при 
технологічній підготовці може бути суттєво під-
вищена при впровадженні сучасних повітряних 
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теплонасосних технологій теплопостачання та 
енергозбереження. В першу чергу це відноситься 
до утилізації повітря як низькопотенційної енергії 
природного джерела [2, 3, 19-22].

 
Рис. 3. Тепловий насос «повітря-вода»

Постановка завдання. Метою статті є оцінка 
ефективності та доцільності використання паро-
компресійного циклу повітряного ТН на підпри-
ємствах агропромислового виробництва.

Виклад  основного матеріалу дослідження.  
Розрахункова схема повітряного ТН з використан-
ням в системі теплопостачання підприємств агро-
промислового виробництва наведена на рис. 4 
[2, 3, 23-25].

 
Рис. 4. Схема повітряного ТН  в системі 

теплопостачання підприємств агропромислового 
виробництва

1– випарник; 2 – компресор; 3 – електродвигун;  
4 – конденсатор; 5– система таплопостачання  

для АПК; 6 – дросель; 7 – вентилятор

Повітря з температурою t0  і питомою об’ємною 
витратою vï  вентилятора подається у випарник 
повітряного ТН. У випарнику повітря охолоджу-
ється і на виході має параметри t vâèõ.â ï, . Система 
теплопостачання має теплові втрати в довкілля qê .  
Для їхньої компенсації використовується питомий 

тепловий потік від конденсатора повітряного ТН 
qê  з температурою теплоносія tê  на вході в сис-
тему теплопостачання  [1, 2, 5,  26, 27].

Для визначення оптимальних режимів роботи 
повітряного ТН та вентилятора проаналізуємо 
питомі сумарні витрати енергії на систему тепло-
постачання, які можна представити у вигляді:

l l q l l qñóì ê ê â êòï � � �� � ,              (1)

де l lê â, −  питомі витрати енергії на компрессор 
 ТН і вентилятор, кВт‧год/кг; кВт‧год/м3;
 qê  − питомий тепловий потік 
 від конденсатора повітряного ТН, кВт/м2.

      Величина lê  визначається за формулою:

l q COPê âèï� �� �1 ,                 (2)

де qâèï − питомий тепловий потік у випарнику 
 повітряного ТН, кВт/м2;
 COP − коефіцієнт трансформації теплового 
 насоса.
 COPÒ − теоретичний коефіцієнт трансфор-
мації повітряного ТН, визначаємо за співвідно-
шенням: [3, 15, 22-24].

COP
Ò

Ò Ò
ê

ê â
Ò �

�
�

�
�

348
348 279

5 ,         (3)

де Òâ  = 279 – температура випаровування 
 робочого агенту R134a у випарнику 
 повітряного ТН,  К;  Òê  =  348 – температура 
 конденсації робочого агенту R134a 
 у конденсаторі повітряного ТН, К [27, 29].

Величина ÑOP  може бути представлена 
у вигляді:

COP COP� � � � �Ò ÒÍ� 5 0 7 3 5, , ,       (4)

де �ÒÍ � коефіцієнт втрат повітряного ТН 
 можна прийняти �ÒÍ � 0 7,  [18, 19].

q v c t tâèï ï ï p,ï o âèõ.â� � � �� �� ,          (5)

де vï − питома об’ємна витрата повітря, м3/кг; r
 ρп – густина повітря, кг/м3;
 ср,п – питома теплоємність повітря, кДж/кг⋅К.

Витрати енергії на привід вентилятора визна-
чаємо за формулою:

l v pâ ï â ïð� � �� � � ,                 (6)

де  ∆p – питомі витрати тиску у випарнику 
 повітряного ТН, кПа;
 � �â ïð0,8 і 0,95� �  – ККД вентилятора 
 і його приводу.

Питомий тепловий потік qê  у формулі (1) 
визначається за рівнянням теплового балансу 
повітряного ТН:

q q lê â ê� � .                          (7)
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Необхідно визначити температуру повітря на 
виході з випарника tâèõ.â , для даної температури 
навколишнього середовища t0 5 0 5 10 15� � ; ; ; oC .

Температура повітря на виході з випарника 
tâèõ.â  визначається за наступною формулою [1, 2]:

t t
COP
COP

t tâèõ . â 0 ê ï

1
� �

�
�� � ,            (8)

де t0 − температура довкілля, °С;
 tê − температура теплоносія, що подається 
 в систему теплопостачання, °С;
 tï − температура повітря в системі 
 теплопостачання, °С.

Розраховані значення температури повітря на 
виході з випарника tâèõ.â  наведені  в табл. 1.

Таблиця 1
Розраховані значення tâèõ.â

t C0,
î -10 -5 0 5 10 15

t Ñâèõ.â
î, -13 -7 -3 3 8 12

Температура води на виході з конденсатора 
tê  дорівнює температурі нагрітого теплоносія на 
вході в систему теплопостачання. При визначенні 
цієї температури враховуємо наступне. В опа-
лювальній системі існує різниця температур між 
температурою нагрітого теплоносія tê  та темпе-
ратурою в приміщенні tïð .

При зниженні температури довкілля збільшу-
ється тепловий потік, необхідний для теплопос-
тачання, за рівнянням теплопередачі необхідно 
підвищувати дану різницю температур t tê ïð�� �  
і температуру теплоносія tê . Отже, tê  і qê  збіль-
шується зі зниженням температури навколиш-
нього середовища to .

Температура теплоносія, що подається в сис-
тему теплопостачання визначається за рівнянням, 
яке виводиться на основі аналізу процесів тепло-
обміну в системі нагріта вода – повітря в примі-
щенні [1, 2, 12].

t t t t
t t

t t

n

ê ïð ò
ð

ïð
ïð î

ïð î
ð

� � �� � � �
�

�

�
��

�

�
��

�
1

1

,          (9)

де tò
ð − розрахункова  температура нагрітого

 теплоносія, приймаємо 50°С;
 to

p −  розрахункова температура 
 навколишнього середовища,
 0C ; n = 0  – для низькотемпературних 
 систем теплопостачання.

Розраховані значення температури теплоносія, 
що подається в систему теплопостачання наведені 
в табл. 2.

Таблиця 2
Розраховані значення tê

t0,
0 C -10 -5 0 5 10 15

tê Ñ,0 49 46 40 36 33 28

З урахуванням формул (2) – (7) вираз (1) для 
визначення питомих сумарних витрат енергії на 
систему теплопостачання приймає вигляд:

l
COP

p ñ COP

t tòï
ï ð

o âèõ.â â ïð

� �
�� �

�� � � �

�

�
�
�

�

�
�
�

1
1

1� �
� �

.      (10)

Таким чином, питомі витрати енергії на тепло-
постачання залежать від t tâèõ â0, ,.  �p ñ�ï ð .

Питомі сумарні витрати енергії на систему 
теплопостачання розраховані за формулою (10) 
становлять

lòï � �
� �� �

� � �� � � �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

1
3 5

1
0 5 3 5 1

15 21 0 8 0 95
0 36

,

, ,

( , ,
, .

Проведемо дослідження термодинамічної 
ефективністі повітряного ТН при різних значен-
нях температури зовнішнього джерела теплоти – 
повітря табл. 3.

Таблиця 3
Термодинамічний розрахунок ТН «повітря-вода» 

Параметр Розмір- 
ність

Розра-
хункові 

значення
Температура випаровування 
пропану, Tв

К 276

Тиск пропану у випарнику, рв МПа 0,45
Температура конденсації 
пропану, Tк

К 342

Ентальпія пропану після 
конденсатора, h3

кДж/кг 210

Тиск конденсації пропану, Рк МПа 2,70
Ентальпія пропану на вході в 
компресор, h1

кДж/кг 538

Ентальпія пропану після 
компресора, h2

кДж/кг 654

Ентальпія пропану перед 
випарником, h4

кДж/кг 210

Питоме теплове навантаження 
випарника, qв

кДж/кг 328

Питоме теплове навантаження 
конденсатора, qк

кДж/кг 444

Робота стиснення в 
компресорі, lcт

кДж/кг 116

Перевірка теплового баланса 
ТН, qтб.тн

- 444

Коефіцієнт перетворення 
теплоти, СОР - 3,62

Ексергетичний ККД ТН, ηех. - 0,40
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Аналіз енергоефективності повітряного ТН 
«повітря-вода», проводився для робочого тіла 
холодоагента пропану. Для пропану температура 
випаровування становить tâ = 3 °С, а конденсації – 
tê = 69 °С. Вибираємо низькопотенційне джерело 
теплоти – повітря, на вході у випарник має темпера-
туру � �tíò 10 18... °С, а на виході з нього  �� �tíò 5 10... °С.  
Температура мережевої води (теплоносія) на вході 
в конденсатор становить � �tìâ 30 °С, а на виході 
з нього – �� �tìâ 53 °С. [26, 28, 30].

Таким чином, визначені питомі сумарні витрати 
енергії на систему теплопостачання підприємств 
агропромислового виробництва, ефективність 
повітряного теплового насоса за допомогою кое-
фіцієнта трансформації ТН, а також температуру 
теплоносія, що подається в систему теплопоста-
чання та температуру повітря на виході з випар-
ника теплового насоса.

Ефективність роботи повітряних теплових насо-
сів визначається наступними факторами: темпера-
турним режимом роботи, коефіцієнтом перетво-
рення теплового насоса СОР, видом холодоагента, 
вартістю електричної енергії, яка витрачається на 
привід компресора та роботу вентилятора.

Висновки 
1. Використання ТН для теплопостачання 

є перспективним напрямком використання альтер-
нативних природних низькопотенційних джерел 
енергії для забезпечення потреб систем теплопос-
тачання, вентиляції та гарячого водопостачання 
підприємств агропромислового виробництва, але 
даний процес суттєво залежить від місцезнахо-
дження об’єкта та наявності доступу до певного 
оптимального для нього джерела низькопотенцій-
ної теплової енергії. 

2. Повітряні ТН покривають теплове наван-
таження підприємств агропромислового вироб-
ництва в певних межах. Необхідно поєднувати 
їх експлуатацію з додатковим джерелом теплоти: 
електричним, газовим або твердопаливним кот-
лом, які будуть вмикатися при досягненні вулич-
ної температури певного критичного значення 
(точки бівалентності). 

3. Ефективним джерелом низькопотенційної 
теплової енергії є безкоштовна теплота повітря, 
при цьому коефіцієнт перетворення повітряного 
ТН за розрахунками становить 3,62, а ексергетич-
ний коефіцієнт корисної дії 40 %. 
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Bosyi  M.V., Bosa O.A., Botnarenko V.O., Gerasymenko I.O. ASSESSMENT OF THE EFFICIENCY 
OF uSING THE STEAM COMPrESSION CYCLE OF THE AIr HEAT PuMP IN 
AGrICuLTurAL PrODuCTION

Currently, the changes taking place in the agro-industrial production of agriculture in Ukraine require the 
development and creation of modern heat pump technologies for heat and hot water supply of agro-industrial 
enterprises. The article examines the problem of using an air heat pump (TN) operating on alternative energy 
sources for heat and hot water supply of agricultural enterprises. In its work, the air TN uses the low-potential heat 
of the air. The purpose of the work is to evaluate the efficiency of using the steam compression cycle of air TN in 
agro-industrial production. The analysis of the characteristics was performed and the peculiarities of the operation 
of air TN for agro-industrial enterprises were evaluated. Factors affecting the energy efficiency of air heating are 
determined. The influence of the duration of air temperatures of different values on the heat productivity of air TN 
was analyzed. In order to increase the efficiency of the heat pump system, a scheme for the selection of low-potential 
heat using air TN is proposed. On the basis of the conducted research, it was established that the advantage of air as a 
heat carrier is that air heaters can work almost everywhere and do not require the arrangement of a low-temperature 
circuit. A promising method of increasing the efficiency of heat supply equipment of agro-industrial enterprises is 
the use of air heating during the annual cycle of its operation. Air TNs have a significant advantage over other 
thermal power plants. They consume energy from renewable sources, reduce electricity costs by more than half - it is 
a fully automated device. The use of air TNs for the disposal of low-potential heat flows is economically beneficial. 
The analysis of the efficiency of heat supply systems shows that in modern economic conditions, the trend of heat 
supply systems can develop with the use of vapor compression air heating systems, this can significantly improve 
the economic and technical characteristics of heat supply equipment for buildings of agro-industrial production.

Key words: air heat pump, enterprises of agro-industrial production, low-potential heat source, heat supply 
systems, transformation coefficient, exergetic efficiency coefficient.
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ТЕОРЕТИЧНЕ дОСлІдЖЕННя шВИдКОСТІ 
дИСОцІАцІЇ гАЗОгІдРАТУ МЕТАНУ 

Нині Україна вкрай зацікавлена в розвитку газогідратних технологій. Видобування метану з при-
родних газових гідратів дасть змогу замінити значну частину імпорту природного газу, а в подаль-
шому – відмовитися від нього взагалі. Транспортування природного газу у вигляді газогідратів також 
є актуальним, як альтернатива його перевезенню у зрідженому (скрапленому) стані. У результаті 
досліджень, здійснених у 1990-х роках Інститутом геологічних наук НАН України, у Чорному морі було 
виявлено три зони гідратоутворення із запасами, загальні обсяги яких оцінюються в 50–60 трлн. м³  
метану. Натепер газогідрати метану – це альтернатива всім існуючим природним органічним енер-
горесурсам. У даній статті розглядається проблема визначення швидкості дисоціації газогідрату 
метану на газ і воду. Натепер відсутні дані і повне розуміння фізичних процесів дисоціації газогідрату 
метану при стискуванні природного газу, особливо метану, в теплотехнологічних системах та уста-
новках, в яких застосовується газогідратна технологія. Особливістю даної задачі є змінний розмір 
області, в якій досліджується процес дисоціації газогідрату метану на поверхні розділу фаз «гідрат –  
газ+рідина». Тому, вивчення поведінки процесу дисоціації газогідрату метану на поверхні розділу фаз 
«гідрат – газ+рідина» з часом в реакторі циліндричної форми і складає основну мету задачі. Загальні 
аналітичні рішення цієї задачі при довільній області дисоціації газогідратів і різних температурних 
режимах на границі розділу фаз «гідрат – газ+рідина» не відомі. А розробка моделювання процесу дис-
оціації газогідрату метану є актуальною науковою проблемою. Запропонована і побудована спрощена 
теоретична модель, яка описує процес дисоціації газогідрату метану та визначено швидкість дис-
оціації газогідрату метану (CH4⋅6H2O)гідрат в реакторі. Показано, що дана модель, хоча із припущен-
нями, достаньо добре описує процес дисоціації газогідрату метану на поверхні розділу фаз «гідрат –  
газ+рідина» в реакторі. Приведені рівняння, за якими визначається швидкість дисоціації твердого 
тіла газогідрату метану. Таким чином, за допомогою математичного моделювання з використанням 
диференціального рівняння одержано розрахункові дані по швидкості дисоціації газогідратів метану 
в умовах фазоперехідних процесів на поверхні розділу фаз «гідрат – газ+рідина». Показано, що ця 
модель, хоча із припущеннями, достаньо добре описує процес дисоціації газогідрату метану в реак-
торі. Розрахована швидкість дисоціації газогідрату метану розміром R = 200 мкм в реакторі стано-
вить rд =1,5‧10-8 кг/с.

Ключові слова: газогідрат метану, моделювання, процес дисоціації, теплота фазового перетво-
рення, температура дисоціації газогідрату.

Постановка проблеми. З метою розробки 
ефективних технологій транспортування, збері-
гання газів в газогідратному стані, стискування 
та акумулювання газу для підвищення тиску газу 
в теплотехнологічних системах, необхідно ство-
рення наукових основ управління процесом дис-
оціації газогідратів. Важливим є опис механізму 
дисоціації газогідратів, що дозволяє розвивати 
і розробляти газогідратні технології, пропонувати 
нові методики дослідження фазовоперехідних 
процесів.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Газові гідрати або клатрати – кристалічні спо-
луки, що утворюються при певних термодинаміч-
них умовах з води і газу. До них належить і газо-
гідрат метану [1-4].

На рис. 1 наведено схематичне зображення 
структури газогідрату. Розмір кристалів газогі-
драту в залежності від умов утворення і агенту, 
який використовується, складає 10…200 мкм [3].

 
Рис. 1. Схематичне зображення 

структури газогідрату

Термобаричні умови процесів утворення, 
зберігання і плавлення газогідратів є досить 
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«м’якими», що дозволяє їх ефективно використо-
вувати в різних технологічних напрямках вироб-
ництва. В газогідратах дві і більше речовини 
пов’язані між собою не за допомогою хімічного 
(водневого) зв’язку, а шляхом включення молекул 
одного компонента в решітку іншого. Газогідрат 
являє собою твердий розчин «другорядних» моле-
кул гідратоутворюючої речовини в кристалічній 
решітці «основних» молекул – молекул води [2].

В роботах [1-5, 10-14] описані властивості 
газових гідратів, основні умови і закономірності 
їх утворення і дисоціації, представлені механізми 
утворення газових гідратів і типи їх кристалізації. 
Велика увага приділяється фізико-хімічним мето-
дам вивчення як штучно отриманих, так і природ-
них газових гідратів.

Газогідрати можуть утворюватись і стабільно 
існувати в широкому інтервалі тисків і темпера-
тур (для метану від 2⋅10-8 до 2⋅103 МПа при тем-
пературі від 70 до 350 К). Процес утворення газо-
гідрату відбувається з виділенням теплоти, а його 
дисоціація з поглинанням теплоти. Теплота дис-
оціації газогідрату метану (CH4 ⋅ 6H2O)гідрат на газ 
і рідку воду складає 54,2 кДж/моль [4].

Постановка завдання. Метою статті є дослі-
дження процесу дисоціації газогідрату метану 
і визначення швидкості його дисоціації. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Дисоціації газових гідратів є складним процесом 
і залежить від термобаричного і фазового стану 
середовища, яке оточує газогідрат. Лімітуючою 
стадією процесу дисоціації газогідрату є тепло- 
і масообмін [6-9, 10-12].

Фізичний зміст процесу дисоціації газогідрату 
метану при певних термобаричних умовах наступ-
ний. При підведенні до поверхні кристала газогі-
драту теплоти через деякий проміжок часу dτ шар, 
який складається з висококонцентрованої гідрато-
утворюючої фази та дрібних включень, перетво-
рюється в рухомий шар з частинок гідратоутво-
рюючої речовини метану і рідкої фази води, тобто 
маємо двошарове середовище, одна із меж якого 
є рухомою – це плівка води, що стікає з поверхні 
газогідрату. Ця плівка буде сприяти теплопередачі 
до частинки газогідрату від зовнішнього серед-
овища. Процес дисоціації частинки газогідрату 
метану в реакторі може відбуватись на поверхні 
фазових переходів, як приведено за формулою 
[6-9, 11, 12].

(CH H O) CH H O4 2 4 26� � �ãіäðàò ã ð             (1)
Практичний інтерес являє розробка моделі для 

дисоціації газогідрату метану в реакторі «криста-
лізатор-плавитель».

Як правило такі моделі будуються з припущен-
ням, що лімітуючою стадією процесу дисоціації 
газогідрату метану є тепломасообмін.

Газ, який виділяється на границі розділу фаз 
«газ–вода», не впливає на тепловіддачу, а виноситься 
потоком рідини. Вода при виділенні із газогідрату 
має температуру поверхні газогідрату і не впливає 
на теплообмін. Газогідрат являє собою тверду фазу 
і конвекція в середині частинки відсутня [6-9].

Швидкість дисоціації газогідрату метану 
визначаємо з теплового балансу. Рівняння тепло-
вого балансу для процесу дисоціації частинки 
газогідрату метану в реакторі наступне. 

� �Q Qð
cò

ä
ãã� ,                              (2)

де �Qð
cò � теплота, яка передається від стінки 

 реактора до газогідрату через рідину, кДж;
 �Qä

ãã �  теплота, яка йде на дисоціацію 
 газогідрату, кДж.

Дисоціація газогідрату метану в замкненому 
об’ємі реактора «кристалізатор-плавитель» відбува-
ється для умов, що газогідрат, який дисоціює є «тон-
ким» тілом, тобто в нього коефіцієнт теплопровід-
ності є низьким і теплота від стінки реактора до 
газогідрату передається згідно із законом Ньютона-
Ріхмана при сталій температурі стінки реактора.

В момент часу τ	від початку дисоціації за про-
міжок часу dτ від стінки реактора до газогідрату 
буде передано теплоти

� � �Q T Ò F dð
cò

cò ïã� �� � � � ,               (3)
де α – ефективний коефіцієнт тепловіддачі 
 від стінки реактора до газогідрату метану, 
 Вт/м2 ‧К;
 T Òcò ïã, – температура стінки реактора 
 і поверхні газогідрату, К;
 F – теплосприймаюча поверхня газогідрату, м2.

Теплота δQä
ãã  піде на дисоціацію газогідрату на dTд 

� �Q Q H dmä
ãã

ïë
ãã

ä� � �� ,                 (4)
де �Qïë

ãã �  теплота плавлення газогідрату 
метану, кДж; �H ä �  прихована теплота фазового 
переходу дисоціації газогідрату метану, кДж/кг; 
dm − маса газогідрату метану, кг.

Прирівнявши праві частини рівняння (3) і (4) 
одержуємо диференціальне рівняння процесу, яке 
пов’язує між собою дві змінні величини – час дис-
оціації і масу газогідрату метану

� �T Ò Fdcò ïã�� � � �H dmä � .             (5) 
Рівняння (5) розв’язуємо методом відокрем-

лення змінних 
r

dm
d

F
Hä

ä

� �
�

�
�
�

T Òcò ïã�� � ,               (6)

де dm d r� � ä  – швидкість дисоціації 
 газогідрату метану, кг/с.



171

Енергетика

На рис. 2 показано стан дисоціації газогідрату 
метану в момент часу t.

 
Рис. 2. Модель теплообміну при дисоціації 

газогідрату метану в реакторі
R(t) – радіус газогідрату метану, який змінюється  

з часом t; r(t) – радіус фронту дисоціації газогідрату 
метану; Тд – температура дисоціації  

газогідрату метану, K

При виведенні рівняння для визначення швид-
кості дисоціації газогідрату (CH4⋅6H2O)гідрат вико-
ристовуємо модель теплообміну його дисоціації 
(рис. 2).

Аналіз результатів розрахунку: за допомо-
гою рівняння (6) розраховуємо швидкість дис-
оціації кристалогідратів (CH4⋅6H2O)гідрат розміром 
200 мкм. Теплофізичні властивості газогідрату 
метану взяті за даними [1-4]:

При виведенні рівняння для визначення швид-
кості дисоціації газогі-драту (CH4⋅6H2O)гідрат  вико-
ристовуємо модель теплообміну його дисоціації 
(рис. 2).

Аналіз результатів розрахунку: за допомо-
гою рівняння (6) розраховуємо швидкість дис-
оціації кристалогідратів (CH4⋅6H2O)гідрат  розміром 

200 мкм. Теплофізичні властивості газогідрату 
метану взяті за даними [1-4]:

λг = 0,55 – коефіцієнт теплопровідності газо-
гідрату метану, Вт/м⋅К;

ρг = 910 – густина газогідрату метану, кг/м3;
∆HД = 443– прихована теплота дисоціації газо-

гідрату метану, кДж/кг;
α = 2961 – ефективний коефіцієнт тепловіддачі від 

стінки реактора до газогідрату метану, Вт/м2‧К [10];
α = 4 – коефіцієнт тепловіддачі газогідрату,  

Вт/м2‧К [8];
Тст = 298 – температура стінки кристалізатора, К;
Тд = 293 – температура дисоціації газогідрату 

метану, К;
R = 200 – розмір кристалогідратів метану, мкм;
Модель теплообміну для дисоціації газогідрату 

метану коректно відображає фізичні процеси його 
дисоціації. Вона враховує зміну теплофізичних 
характеристик газогідрату метану, зміну розміру 
шару газогідратів метану, теплообмінні процеси 
на границі дисоціації газогідрату метану та фазо-
оперехідні процеси газогідрату метану.

Висновки
1. Таким чином, за допомогою моделювання 

отримано рівняння, за яким визначається швид-
кість дисоціації газогідрату метану. Дану мето-
дику можна використовувати для оцінки термо-
динамічних параметрів процесів дисоціації інших 
газогідратів.

2. Розрахована швидкість дисоціації газогі-
драту метану розміром R = 200 мкм в реакторі 
становить rД = 1,5‧10-8 кг/с. На підставі отрима-
них результатів можна стверджувати, що вони 
задовільно узгоджуються з експериментальними 
даними.

3. Наукове дослідження швидкості дисоціа-
ції газогідрату метану по-лягає в тому, що його 
результати можуть бути використані і для прак-
тичних розрахунків інших газогідратів та для роз-
робки і створення газогідратних пристроїв.
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Bosyi  M.V.  NuMErICAL METHOD OF DETErMINING THE rATE OF DISSOCIATION 
OF METHANE GAS HYDrATE

Currently, Ukraine is extremely interested in the development of gas hydrate technologies. The extraction 
of methane from natural gas hydrates will make it possible to replace a significant part of the import of natural 
gas, and in the future - to abandon it altogether. Transportation of natural gas in the form of gas hydrates 
is also relevant as an alternative to its transportation in a liquefied (liquefied) state. As a result of research 
carried out in the 1990s by the Institute of Geological Sciences of the National Academy of Sciences of Ukraine, 
three zones of hydrate formation with reserves were discovered in the Black Sea, the total volume of which is 
estimated at 50–60 trillion. m³ of methane. Currently, methane gas hydrates are an alternative to all existing 
natural organic energy resources. This article considers the problem of determining the rate of dissociation 
of methane gas hydrate into gas and water. Currently, there is no data and a complete understanding of 
the physical processes of dissociation of methane gas hydrate during compression of natural gas, especially 
methane, in heat-technology systems and installations in which gas hydrate technology is used. The peculiarity 
of this problem is the variable size of the area in which the process of dissociation of methane gas hydrate 
at the interface of the "hydrate - gas + liquid" phases is investigated. Therefore, the study of the behavior of 
the dissociation process of methane gas hydrate at the interface of the "hydrate - gas + liquid" phases over 
time in a cylindrical reactor is the main goal of the task. General analytical solutions of this problem for 
an arbitrary area of dissociation of gas hydrates and different temperature regimes at the interface of the 
"hydrate - gas + liquid" phases are not known. And the development of modeling of the dissociation process 
of methane gas hydrate is an urgent scientific problem. A simplified theoretical model was proposed and 
constructed, which describes the process of dissociation of methane gas hydrate, and the rate of dissociation 
of methane gas hydrate (CH4‧6H2O)hydrate in the reactor was determined. It is shown that this model, although 
with assumptions, describes quite well the process of dissociation of methane gas hydrate at the interface of 
the "hydrate - gas + liquid" phases in the reactor. The equations used to determine the rate of dissociation of a 
solid body of methane gas hydrate are given. Thus, with the help of mathematical modeling using a differential 
equation, calculated data on the rate of dissociation of methane gas hydrates in the conditions of phase 
transition processes at the interface of "hydrate - gas + liquid" phases were obtained. It is shown that this 
model, although with assumptions, describes the process of dissociation of methane gas hydrate in the reactor 
quite well. The calculated rate of dissociation of methane gas hydrate with size R = 200 μm in the reactor is 
rd = 1.5‧10-8 kg/s.

Key words: methane gas hydrate, modeling, dissociation process, heat of phase transformation, gas hydrate 
dissociation temperature.



173

Енергетика

УДК 621.311
DOI https://doi.org/10.32782/2663-5941/2023.1/26

Вербинець В.М.
ПрАТ «Північний гірничо-збагачувальний комбінат»

Шерстньов Ю.В. 
Криворізький національний університет

Сільченко С.А.
ПрАТ «Північний гірничо-збагачувальний комбінат»

Купін А.І.
Криворізький національний університет

Осадчук Ю.Г. 
Криворізький національний університет

Савицький О.І. 
Криворізький національний університет

АлгОРИТМ КЕРУВАННя ФІльТРО-КОМПЕНСУюЧИМИ 
ПРИСТРОяМИ ЗА УМОВИ НАяВНОСТІ СИНхРОННИх дВИгУНІВ

Метою роботи є обґрунтування, розробка та застосування алгоритму до процесу компенсації реак-
тивної потужності за допомогою фільтро-компенсуючих пристроїв (ФКП) та синхронних двигунів.

Виконано технологічний аудит підвищення ефективності компенсаційних пристроїв підстанцій 
гірничо-збагачувальних комбінатів. Проведено лабораторні експериментальні дослідження, електро-
нне моделювання, а також теоретичний аналіз та узагальнення результатів досліджень за стан-
дартними та новими методиками. В результаті проведено розрахунки ефективності використання 
запропонованого алгоритму керування ФКП та синхронними двигунами (СД), визначений економічний 
ефект від запропонованого рішення. 

Виконано розрахунки та статистично обґрунтовано вибір рівнів компенсації за допомогою конден-
саторних установок ФКП. Запропоновані методи корекції параметрів потужності ФКП, які забез-
печують мінімальну плату підприємства за реактивну потужність з урахуванням реальних добових 
режимів навантаження споживачів.

Для поліпшення якості параметрів мережі найчастіше застосовуються ФКП, що виконують функ-
цію компенсації реактивної потужності і фільтрації складових гармонійних параметрів електроме-
режі. Синхронні двигуни також використовуються з метою компенсації реактивної потужності, 
працюючи з випереджаючим cosφ. 

Наведено основні наукові та практичні результати при обґрунтуванні використання алгоритму 
керування компенсуючими пристроями підстанцій гірничо-збагачувальних комбінатів. В результаті 
розрахунків за допомогою статистичного аналізу визначено раціональні рівні потужності ступенів 
компенсуючого пристрою (КП). Обґрунтовано періодичність перевірки необхідності підключення/від-
ключення ступенів КП. Подальші розрахунки встановлюють рівень регулювання струмом збудження 
для досягнення певного рівня компенсації, який не було забезпечено КП. При цьому використовуючи 
вказаний алгоритм значно знижується плата підприємства.

Ключові слова: гірничо-збагачувальні комбінати, мережі живлення, якість параметрів електро-
мережі, енергоефективність, фільтро-компенсуючі пристрої, синхронні двигуни, алгоритм.

Постановка проблеми. Сучасні потужні спо-
живачі електроенергії підстанцій гірничо-мета-
лургійного комплексу мають часто нелінійне 
навантаження, що призводить до погіршення 
якості енергії живлення. Це, в свою чергу, призво-

дить до збільшення втрат за рахунок виникнення 
вищих гармонійних складових напруги і струму 
та інших показників. Означене зумовлює збіль-
шення втрат електроенергії та зниження терміну 
служби обладнання. Також при цьому на підпри-
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ємство можуть накладатися додаткова оплата за 
перевищення показників споживання реактивної 
потужності.

Для підстанцій, які живлять обладнання, керо-
ваних напівпровідниковими перетворювачами 
і маючих значну споживчу потужність, реко-
мендовано встановлювати фільтро-компенсуючі 
пристрої (ФКП). Їх мета – зменшити вплив на 
живлячу мережу вищих гармонійних складових 
і підвищити тангенс навантаження об’єкта (на 
рівні tgφ<0,25 [1]) системи електропостачання за 
рахунок компенсації реактивної потужності «на 
місцях» (тобто не брати її з системи).

На рис. 1 представлено типові потоки реактив-
ної енергії на підстанції. 

Підприємствам, що мають у активі підстанцій 
синхронні двигуни (СД), також рекомендують за 
можливістю впровадити їх у процес компенсації. Для 
досягнення такої мети потрібно раціонально вико-
ристовувати вищезгадане обладнання. Тобто розро-
бити оптимальний алгоритм роботи, який дозволить 
мінімізувати втрати у мережі. З цією метою пропо-
нується наступний алгоритм роботи компенсуючих 
пристроїв (графічно представлений на рис. 2):

1) Вимірюється або задається Q та гармоній-
ний склад.

2) Перевірка, чи є ФКП? Якщо так – одна сту-
пінь використовується для компенсації гармоній-
них складових напруги і струму, якщо є потреба 
у другій ступені – КРМ. Перевіряється: 

Q QÔÊÏ2 � �< ,

Якщо так – вводиться друга ступінь ФКП, далі 
перевіряється:

Q Q QÔÊÏ ÔÊÏ2 3� � � �� � ,

вводиться третя ступінь, тощо.

Якщо Q2ФКП>Q або QiФКП<Q<Qi+1ФКП, то йде 
регулювання залишку реактивної потужності 
з компенсації синхронного двигуна:

Q Q Qі ÔÊÏ ÑÄ êîìï� �� �� � .

3) Перевіряється наявність та можливість СД 
на компенсацію QСД. Розподіляється між заді-
яними в компенсації синхронними двигунами.

4) Йде постійна перевірка:

Q Q Qі ÔÊÏ і ÔÊÏ� ��1 � � �,

Якщо так, то вводиться i+1 ступінь ФКП, при 
цьому уставка регулюючих СД буде спрямована 
на наступну величину:

Q Q Q QÔÊÏ і ÔÊÏ ÑÄ� � ��1 �
`

Q`СД Розподіляється поміж СД, забезпечуючи 
S*i=const.

5) Якщо можливості ФКП вичерпано, то реа-
лізація процесу йде виключно за допомогою синх-
ронних двигунів.

По-перше. Значення QN ФКП необхідно забез-
печити за рахунок підключення ступенів ФКП, 
які дискретно забезпечують ступінчаті генеруючі 
значення реактивної потужності. Ступені ФКП, 
які залишаються, повинні забезпечувати компен-
сацію вищих гармонійних складових. Останні 
виміряються або попередньо встановлюються по 
результатам експлуатації тиристорного облад-
нання. Тобто фільтри налаштовуються на ком-
пенсацію необхідних (найвищих за амплітудою) 
вищих гармонійних складових напруги і струму 
(наприклад, під номером 3, 5, 7).

По-друге. Синхронні двигуни, працюючи 
з випереджаючим cos φ, можуть генерувати реак-
тивну потужність інших споживачів підстанції 

 

Рис. 1. Потоки реактивної енергії на підстанціях
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(асинхронні двигуни, трансформатори, двигуни 
постійного струму тощо). Тобто не беручи її 
з енергосистеми. Виконані науково-дослідницькі 
роботи дозволили авторам отримати деклараційні 
патенти [2, 3] на винаходи, які дозволяють раці-
онально використовувати компенсаційні мож-
ливості синхронних двигунів в залежності від 
значень живлячої напруги, навантаження, темпе-
ратури охолоджуючого повітря, статора ротора, 
забезпечуючи їх повне завантаження по повній 
потужності. Тобто пристрої визначають опти-
мальне значення Qг для даних умов експлуата-
ції двигуна. При цьому потрібно врахувати і той 
факт, що завдяки диференційованим тарифам на 
активну і реактивну потужність, процес компенса-
ції може бути вигідним та нецілодобовим. Таким 
чином, встановлюючи необхідні для компенсації 
реактивної потужності значення Qп (або з датчика 
реактивної потужності, або з блока задання), ми 
забезпечуємо пропорційний її розподіл на синх-
ронні двигуни різної номінальної потужності. Це 
забезпечує їх однакове завантаження по повній 
потужності з контролем технологічних режимів 
роботи.

Авторами запропонована структура системи 
автоматизованого керування (на основі програмо-
ваних контролерів) збудженням СД та переклю-
ченням ступенів ФКП для компенсації реактивної 
потужності в середині мережі підприємства [4], 

яка реалізована алгоритмом керування (рис. 2). 
Також функції балансу її потоків між споживачами 
(двигуни АД, трансформаторами) та від ФКП та 
СД, напрямки цих потоків показані на рис. 3.

 
Рис. 3. Структурна схема системи керування 
реактивною потужністю (САКРП): САКЗ – 

система автоматичного керування збудженням 
Сд; САКФКП – система автоматичного керування 

щаблями ФКП

Для достатнього обґрунтування запропо-
нованого алгоритму роботи необхідно спо-
чатку проаналізувати енергетичний стан мережі.  
На рис. 3 представлений графік споживання 
електричної енергії однієї з підстанцій ПрАТ 
«ПівнГЗК» за червень 2019 року та на рис. 4 
січень 2019 року відповідно.
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Рис. 4. Споживання активної, реактивної та 
генерація реактивної потужності за червень 

2019 року підстанції ПрАТ «ПівнгЗК»

При цьому значення tgφ за червень знаходилося 
у межах від 0,28 до 0,31 з середнім значенням 0,3. Міні-
мальне значення реактивної потужності на підстанції 
склало 7000 кВАр·год, максимальне – 11300 кВАр·год  
із середнім значенням у 9800 кВАр·год.  
Порівняємо зі значенням добової спожитої реактив-
ної потужності за січень (рис. 5).

 
Рис. 2. Алгоритм роботи фільтро-компенсуючих 

пристроїв підстанцій
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У січні показник tgφ знаходився в межах від  
0,26 до 0,29 із середнім значенням 0,28. Міні-
мальне значення реактивної потужності на під-
станції склало 4800 кВАр·год, максимальне –  
10200 кВАр·год із середнім значенням  
у 8400 кВАр·год. 

Таким чином, показники споживання реактив-
ної потужності за зимовий та літній періоди не 
знаходяться у нормативних рамках. З метою сти-
мулювання заходів щодо компенсації реактивної 
потужності на промислових підприємствах запро-
ваджено систему знижок та надбавок до тарифу 
за електроенергію. Штрафи у вигляді надбавки 
до тарифу за електроенергію, що сплачуються 
підприємством за недотримання режиму компен-
сації, не усувають реальних втрат в електричних 
мережах, а лише перерозподіляють їхню вартість 
між енергосистемою та промисловим підприєм-
ством. Однак зазначені надбавки до тарифу сти-
мулюють підприємства до вжиття заходів щодо 
раціональної експлуатації КП. Відповідно, за це 
при нарахуванні оплати за електроенергію врахо-
вується додатковий показник штрафу [1]. Проте, 
мінімізувавши показник tgφ, в формулі сплати за 
реактивну потужність, врахована знижка:

П = П1 + П2 – П3,
де:

– П1 – основна плата за перетікання реактивної 
електроенергії, грн;

– П2 – надбавка за недостатнє оснащення елек-
тричної мережі споживача засобами КРП, грн;

– П3 – знижка плати у разі залучення спожи-
вача до регулювання балансу реактивної потуж-
ності (електроенергії), грн.

Отже, власник сплачує не лише за споживання 
електрообладнанням реактивної потужності (яка 
в даному випадку може скласти від 12000 грн на 

день у зимовий та 14000 грн у літній періоди), 
а й за додаткові нарахування П2 (які можуть ста-
новити від 60 до 90 грн на день).

Виходячи з вищесказаного, першим етапом 
вирішення задачі це встановлення мінімального 
рівня компенсації. Алгоритм (рис. 2) в першу 
чергу враховує компенсаційні потужності кон-
денсаторних установок через те, що в серед-
ньому втрати у перерахунку на кВт/кВАр для КП 
складають 0,002-0,0045 кВт/кВАр. В той же час, 
як для синхронних двигунів цей показник ста-
новить для наших умов та існуючих параметрів  
0,013 кВт/кВАр, що відповідає загальним тенден-
ціям оцінки [5]. Тобто більш сприятливим проце-
сом компенсації є залучання в першу чергу саме 
конденсаторних установок.

Наступним питанням є вибір раціональ-
них рівнів КП. Виходячи з добових даних спо-
живання реактивної потужності, потужність 
постійної ступені КП становитиме 7500 кВАр. 
Тобто рівень споживання реактивної потужності 
нижче за цю величину не є нормальним. Це від-
бувається лише у випадку відключень потужних 
споживачів (наприклад, однієї чи двох ліній спо-
живання РЗФ1). Враховуючі те, що в середньому 
різниця між січнем червнем може доходити до 
1000 кВАр·год, пропонується спосіб визначення 
потужності ступенів за допомогою закону нор-
мального розподілу. 
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впровадження «базової ступені»

Після врахування використання ступені 
потужністю 7500 кВАр, було складено закон 
нормального розподілу для балансу реактивної 
потужності підстанції. З метою подальшого зни-
ження споживання реактивної потужності, за 
допомогою даного графіку можна розрахувати 
потужність наступних ступенів. Так, для січня 
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(синя лінія) найбільш доцільним буде викорис-
тання ступені потужністю 750кВАр, а для червня 
(червона лінія) – 2250кВАр. Також, прогнозова-
ний баланс реактивної потужності для червня та 
січня буде знаходитися на одному рівні на зна-
ченні 1500кВАр. Проте, щоб не використову-
вати більш потужні ступені (і тим самим значно 
збільшувати плату за установки), пропонується 
використати 3 ступені по 750кВАр. Таким чином, 
використання останніх дасть змогу більш точно 
контролювати баланс реактивної потужності на 
підстанції. Також варто відзначити, що контроль 
за переключенням КП відбувається на півгодин-
ному інтервалі часу. Такий вибір зумовлено тим, 
що у випадку меншого часу переключення є ймо-
вірність частих комутацій установок. Це в свою 
чергу може призвести до скорого виходу з ладу 
комутаційного або захисного обладнання.

Відповідно до алгоритму, у разі недостат-
ності компенсації реактивної потужності, у про-
цес включаються синхронні двигуни. Напри-
клад, в даному випадку в наявності на підстанції 
є синхронний двигун з Pном=2500кВт. На рис. 7 
зображена U-подібна характеристика та від-
повідний рівень споживаної/генерованої реак-
тивної потужності. Номінальний струм збу-
дження – Із=225А, струм статора – Іс=281А. При 
збільшенні струму збудження знову і збільшу-
ється реактивна складова струму статора, але 
з випереджальної фазою. Синхронний двигун 
починає працювати генератором реактивної 
енергії з віддачею в мережу. Відповідно, необхід-
ний струм збудження розраховується з компенса-
ційних можливостей двигунів, наявних у мережі 
та кількості двигунів, що можна задіяти у про-
цесі генерації реактивної потужності.
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Відповідно до компенсаційної здатності ступе-
нів КП, для компенсації частки реактивної потуж-
ності, яка залишилась, необхідно підвищити 
струм збудження від номінального значення 225А 
в середньому на 2,5%.

На рис. 8 та 9 зображено результат процесу 
роботи алгоритму компенсації реактивної потуж-
ності за допомогою КП та СД за добу у січень та 
червень відповідно. 
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Як видно на рис. 8 та 9, відповідно до алго-
ритму, потужність генерації за допомогою кон-
денсаторних установок не перевищує потужність 
споживання. За добу у січні задіяні три ступені 
(постійна на 7500кВАр, та дві по 750кВАр). 
За добу влітку задіяні три ступені по 750кВАр 
та постійна на 7500кВАр. Залишок реактивної 
потужності компенсується синхронним двигуном.
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Відповідно, на рис. 10 зображено економічний 
ефект від впровадження алгоритму компенсації 
реактивної потужності. 
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Аналізуючи отримані дані, можна сказати що 
впровадження алгоритму компенсації запропо-
нованим методом дозволить знизити плату за 
реактивну потужність підприємством з загальною 
встановленою активною потужністю 283МВт 
з приблизно 400 тисяч гривень на місяць до однієї 
тисячі. Звичайно, запропонований метод враховує 
сплату лише за сплату за реактивної потужності 
за тарифом. Якщо враховувати термін окупності 
впровадження, то він буде залежати від багатьох 
факторів, де одним із головних виступатиме спосіб 
реалізації даного методу. Тому термін окупності 
впровадження алгоритму керування КП повинен 
розраховуватися у індивідуальному порядку.

Перспективні напрями досліджень.
Як варіанти для подальших досліджень у цій 

темі можливо, наприклад, розглянути необхід-
ність наявності реактивної потужності для збере-
ження ККД трансформаторів.

Висновки: 
1. На основі статистичних даних споживання 

реактивної потужності потужних підстанцій під-
приємства ПрАТ «ПівнГЗК» було запропоновано 
методику вибору потужності компенсуючих при-

строїв для забезпечення мінімальної плати під-
приємства за реактивну потужність.

2. Розроблено алгоритм системи автоматич-
ного керування компенсаційними пристроями 
(переключенням щаблів ФКП) та регулюванням 
збудження СД (для компенсації реактивної потуж-
ності) в функції балансу її перетоків між спожива-
чами (двигунами постійного струму, асинхронними 
двигунами, трансформаторами тощо), з контролем 
технологічних параметрів роботи СД [2].

3. Проведено розрахунки та розглянуті очіку-
вані економічні результати за сплату реактивної 
потужності після впровадження запропонованого 
алгоритму.

4. Для типового підприємства, яким є ПівнГЗК 
з загальною встановленою активною потужністю 
283МВт очікуване зменшення плати підприєм-
ства за реактивну потужність може складати до 
400 тис. грн. за місяць. Термін окупності впрова-
дження запропонованої системи повинен розра-
ховуватися окремо та у індивідуальному порядку, 
враховуючи різні можливості реалізації алгоритму 
та зміни розрахунків за активну та реактивну потуж-
ність між підприємством та енергосистемою.
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Verbynets V.M., Sherstnov Yu.V., Silchenko S.A., Kupin A.I., Osadchuk Yu.G., Savytsky O.I. 
CONTrOL ALGOrITHM OF FILTEr-COMPENSATING DEVICES uNDEr THE CONDITIONS 
OF THE PrESENCE OF SYNCHrONOuS MOTOrS

The method of work is the justification, development and application of the algorithm to the process of 
compensation of reactive power with the help of filter-compensating devices (FCD) and synchronous motors.

The technological improvement of the audit efficiency of compensation devices of substations of mining 
and beneficiation plants was carried out. Laboratory experimental studies, electronic modeling, as well as 
theoretical analysis and generalization of research results using standard and new methods were carried out. 
As a result, calculations of the efficiency of using the proposed control algorithm of FCD and synchronous 
motors (SD) were carried out, and the economic effect of the proposed solution was determined.

Calculations were made and the selection of compensation levels with the help of FCD capacitor units was 
statistically substantiated. The proposed methods of correction of power parameters of FCD, which ensure the 
minimum payment of the enterprise for reactive power, taking into account the real daily load regimes of consumers.

To improve the quality of the network parameters, the FCD is changed, which provides the function of 
reactive power compensation and filtering of complex harmonic parameters of the power network. Synchronous 
motors are also used with the purpose of reactive power compensation, operating with leading cosφ.

The main scientific and practical results for the justification of the use of the algorithm for controlling 
compensating devices of substations of mining and beneficiation plants are given. As a result of calculations 
with the help of statistical analysis, rational power levels of the compensation stages of the device (CD) 
were determined. The time for checking the necessity of connecting/disconnecting CD stages is substantiated. 
Additional calculations establish the level of adjustment of the excitation flow to achieve a certain level of 
compensation that was not provided by the KP. At the same time, with the help of the selected algorithm, the 
company's fee is significantly reduced.

Key words: mining and beneficiation plants, power networks, quality of power grid parameters, energy 
efficiency, filter-compensating devices, synchronous motors, algorithm.
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ВПлИВ ЗАТІНЕННя ТА ПОшКОдЖЕНь СОНяЧНИх БАТАРЕй 
НА Їх ПАРАМЕТРИ

У статті досліджується вплив затінення та пошкоджень сонячних батарей на їх параметри. Про-
аналізовані види та наслідки затінення сонячних батарей. При затіненні знижується генерація електро-
енергії сонячних елементів, при цьому знижується результуюча потужність всієї сонячної батареї. 

Проаналізовані види пошкоджень поверхні сонячних батарей та причини їх виникнення. Пошко-
дження поверхні сонячної батареї виникають в наслідок екстремальних погодних умов: граду, вітру, 
температури; виробничого браку; неправильної експлуатації;зношування та деградації сонячних еле-
ментів протягом часу. 

Проведено аналіз видів деградації сонячних батарей та її наслідки. Деградація виникає внаслідок 
хімічних реакцій між активними металами у складі сонячної батареї, екстремальних погодних умов: 
різких перепадів температур, вологості, постійного змерзання або відтавання. Деградація призво-
дить до зменшення провідності струму сонячною батареєю, появи паразитного опору сонячної бата-
реї, виникнення тріщин, мікропор та неоднорідностей на поверхні сонячної батареї.

У статті розглянуті методи виявлення пошкоджень сонячних батарей – метод тепловізійного 
контролю та метод електролюмінесценції. При використанні методу тепловізійного контролю 
сонячна батарея досліджується тепловізором, при цьому виявляються ділянки поверхні сонячної 
батареї які нагріваються. Метод електролюмінесценції полягає у тому, що сонячні елементи, які під-
ключаються до блоку живлення, починають генерувати випромінювання в близькому інфрачервоному 
діапазоні та за допомогою спеціальної камери, отримуються фотографії сонячної батареї з місцями 
ушкоджень та тріщин. 

Отримано графічні залежності впливу струму короткого замикання та напруги холостого ходу 
від площі затіненого сонячного елемента. Отримано залежності впливу струму короткого замикання 
та напруги холостого ходу від площі пошкодженої поверхні сонячного елемента. Визначено, що при 
затіненні сонячної батареї струм короткого замикання зменшується, а напруга холостого ходу прак-
тично не змінюється. Визначено, що при пошкодженні поверхні сонячної батареї струм короткого 
замикання та напруга холостого ходу зменшуються.

Ключові слова: сонячна батарея, затінення, струм короткого замикання, напруга холостого ходу, 
потужність, пошкодження сонячної батареї, сонячна енергія, коефіцієнт корисної дії.

Постановка проблеми. На сьогоднішній день 
дуже багато уваги приділяється альтернативним 
джерелам енергії, оскільки закінчуються запаси 
традиційних викопних джерел енергії, а саме 
вугілля, газу, нафти. У майбутньому видобуток 
традиційних джерел енергії буде дуже дорогим, 
через те, що енергетичним компаніям треба буде 
використовувати більш складніші і дорожчі техно-
логії видобутку ресурсів [2]. Враховуючи ці про-
блеми є актуальним дослідження характеристик 
та режимів роботи альтернативних джерел енер-
гії. Особливе місце серед альтернативних джерел 

енергії займає сонячна енергетика. Сонячна енер-
гія є одним з найдоступнішим джерелом енергії. 
Саме тому вже зараз можна спостерігати великі 
фінансові вкладення енергетичних компаній 
у розвиток сонячної енергетики [5].

Серед основних причин різкого падіння гене-
рації енергії на сонячній станції є затінення та 
пошкодження сонячних батарей. При цьому 
далеко не завжди вони можуть бути спричинені 
втручанням людини, а спричинені впливом навко-
лишнього середовища. До зовнішніх чинників, які 
можуть створювати затінення, відносяться: заті-
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нення хмарами, опалим листям, снігом, пташиний 
послідом. До зовнішніх природних факторів, які 
можуть спричинити пошкодження сонячної бата-
реї відносяться: град, підвищена температура, 
тощо. Дію навколишнього середовища на сонячні 
батареї неможливо зменшити, оскільки ефектив-
них методів впливу на природні явища не існує. 
Дослідження впливу затінення та пошкоджень 
сонячних батарей на їх параметри є актуальною 
проблемою, тому що затінення та пошкодження 
сонячних батарей впливає на вироблення елек-
троенергії сонячною батареєю та знижує їх ККД.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Дослідженням впливу затінення та пошкоджень 
сонячних батарей на їх параметри присвячено 
багато робіт [3-14]. В роботі [1] досліджується 
вплив різних параметрів, характеристик та факторів 
на ефективність та надійність сонячних елементів 
у складі сонячної батареї. Автори роблять висно-
вок, що такі фактори, як затінення, пошкодження 
та перегрівання можуть мати критичні наслідки для 
ефективної роботи сонячних елементів. В роботі [3] 
розглядається вплив локальних неоднорідностей, 
мікротріщин та мікропор на стабільність та ефек-
тивність роботи сонячних елементів. Автори при-
ходять до висновку, що при розрахунку номінальної 
потужності та ефективності сонячних елементів 
потрібно враховувати реальну площу сприймаючої 
поверхні сонячного елемента. У роботі [7] автори 
розглядають вплив різної площі затінення на потуж-
ність, яку видає сонячна батарея. Автори експери-
ментально підвереджують, що при незначному заті-
ненні потужність сонячної батареї зменшується на 
60%, при повному затіненні – на 70%.

Постановка завдання. Метою даної статті 
є аналіз впливу затінення та пошкоджень поверхні 
сонячної батареї на її параметри. За допомогою 
даного дослідження можна оцінити вплив заті-
нення та пошкоджень на параметри сонячної бата-
реї, а саме струм короткого замикання, напруги 
холостого ходу. При затіненні та пошкодженнях 
сонячної батареї відбувається зменшення її ККД, 
що впливає на ефективність її роботи. Тому дослі-
дження впливу затінення та пошкодження соняч-
них батарей є актуальною проблемою.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
При експлуатації сонячних батарей вони повинні 
видавати максимальну потужністю, для цього їх 
необхідно розміщувати під певним кутом нахилу, 
щоб установка знаходилася під прямим та постій-
ним сонячним світлом протягом року [6].

Затінення є однією з основних причин різкого 
падіння ефективності сонячної батареї [1]. Вини-

кає затінення під час будь-якої перешкоди між 
сонячним світлом та сонячною батареєю. Пере-
шкодою для сонячного світла може бути: дерева, 
споруди, хмари, труби, опале листя, сніг, ожеледь.

 
Рис. 1. Приклад затіненого фотоелемента СБ

При з’єднані сонячних елементів послідовно 
навіть якщо на один із них почне падати тінь, то 
результуюча потужність всього ланцюга сонячних 
елементів буде майже нульовою [7]. Тобто гене-
рація інших фотоелементів знизиться до рівня 
затіненого. Таким чином навіть незначна тінь на 
сонячній батареї може спричинити різке зниження 
ефективності всієї установки. Теж саме відбува-
ється і з послідовно з’єднаними сонячними бата-
реями на сонячній електростанції [9].

Залежно від площі тіні, затінення буває різним: 
повним, частковим, слабким та сильним. І відпо-
відно всі ці види затінення впливають на сонячну 
батарею по-різному. 

Так повне затінення накриває всю сонячну 
батарею, через що відбувається різке падіння 
вироблення енергії. Часткове затінення накри-
ває лише частину сонячної батареї і, відповідно, 
зменшення потужності буде не значним [4]. Однак 
у довгостроковій перспективі часткове затінення 
матиме більш серйозні наслідки, ніж повне, 
оскільки буде призводити до швидкого виходу 
з ладу сонячної батареї, внаслідок перегрівання 
сонячних елементів, послаблення контактів між 
ними та зносу струмопровідних частин сонячного 
елементу [8].

Сильна тінь має явні, чіткі контури та утво-
рюється об'єктами, що знаходяться у безпосеред-
ній близькості до сонячної батареї. Слабка тінь 
має розмиті контури і утворюється об'єктами, що 
знаходяться на деякій відстані від установки або 
в похмуру погоду. Під впливом сильної тіні від-
бувається зниження напруги на затіненій соняч-
ній батареї. Під впливом слабкої тіні починається 
зниження сили струму [7].

Ще однією вірогідною причиною зниження 
потужності та генерації сонячної батареї може 
стати пошкодження її поверхні. Причиною цього 
може бути: екстремальні погодні умови (град, 
вітер, підвищена температура), виробничий брак, 
неправильна експлуатація, зношування та деграда-
ція сонячних батарей протягом певного часу [14].

До деградації сонячних батарей відноситься 
зменшення виробництва електроенергії сонячною 
батареєю через фізичні зміни в його структурі. 
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Процес деградації може відбуватися сам собою 
протягом років, в результаті яких результуюча 
потужність сонячної батареї буде різко знижу-
ватися. Але цей процес може бути прискорений 
через вплив зовнішніх і внутрішніх чинників [12].

Причиною прискореної деградації сонячних 
елементів може стати натрій чи інші активні 
метали, які є в складі матеріалів, з яких виготов-
лена сонячна батарея, і це призводить до змен-
шення провідності струму сонячною батареєю. 
Також іншою причиною деградації може бути 
екстремальна погода: різкі перепади темпера-
тури, вологість, цикли замерзання або відтавання 
фотоелемента, що часто повторюються. Зовнішні 
фактори підсилюють паразитний опір сонячної 
батареї, який розсіює потужність і таким чином 
зменшує загальну ефективність генерації елек-
троенергії на сонячних батареях.

Вчасно виявити деградацію сонячних батарей 
допомагають регулярні виміри напруги холостого 
ходу кожного модуля. Якщо доступ до об'єкта 
обмежений, використовують метод діагностики 
сонячної батареї електролюмінесценцією [13]. 
Цей метод полягає в тому, що сонячні елементи, 
при підключенні їх до блоку живлення, почина-
ють генерувати випромінювання в близькому інф-
рачервоному діапазоні. За допомогою спеціальної 
камери отримують фотографію сонячної батареї 
і з цього випромінювання визначають місця ушко-
джень та тріщин (рис. 2).

 
Рис. 2. Виявлення пошкоджень методом 

електролюмінісценції

Пошкодження окремих ділянок сонячної бата-
реї є фізичним процесом, який можна побачити 
не озброєним оком. При огляді сонячних батарей 
можна виявити тріщини, затемнення, вм'ятини 
і т.д. Однак іноді пошкодження не можливо поба-
чити одразу. Тоді треба робити огляд сонячної 
батареї за допомогою тепловізора.

За допомогою тепловізора, можна побачити 
пошкоджені ділянки сонячної батареї, які спри-

чиняють зменшення потужності та прискорюють 
деградацію всієї сонячної установки [10].

Якість виготовлення сонячної батареї є осно-
вним чинником її експлуатації. Від цього безпосе-
редньо залежить термін служби установки, а також 
перетворення сонячної енергії в електричну. Здат-
ність сонячної батареї працювати безперебійно 
тісно пов'язана з її ефективністю. Так, наприклад, 
низька якість фотокомпонентів, які використову-
ються у виробництві сонячних елементів, згодом 
може призвести до таких наслідків, як локальне 
перегрівання [11].

З метою дослідження впливу затінення та пошко-
джень сонячної батареї на її параметри були про-
ведені дослідження сонячного елементу, площею 
25 см2. У дослідах сонячний елемент піддавався 
затінюванню та пошкодженню. Площа затінення та 
пошкодження з кожним дослідом збільшувалася на 
1мм2. Результати досліджень представлені у таблиці 
1. Результати експерименту були опрацьовані за 
допомогою програми Excel та були побудовані гра-
фіки, які представлені на рис. 3–6.

На рис. 3, 4 представлено залежність заті-
нення на струм короткого замикання та напругу 
холостого ходу. На рис. 3, при затіненні сонячного 
елемента на 0,03 см2, сила струму різко змен-
шується до 4,57 мА. При затинінні на 0,11 см2 
струм продовжує зменшуєтися і станове 4,52 мА. 
З рис. 3, 4 випливає, що при затіненні сонячної 
батареї струм короткого замикання зменшується, 
а напруга практично не змінюється.

Таблиця 1
Результати експериментальних досліджень 
по затіненню та пошкодженню сонячного 

елементу

Номер 
досліду ΔSзатін(ΔSпошк)

Затінення Пошко- 
дження

I, u, I, u,

n/n см2 мА В мА В
1  4,85 0,46 4,85 0,46
2 0,01 4,83 0,46 4,71 0,45
3 0,02 4,63 0,46 4,62 0,44
4 0,03 4,57 0,46 4,62 0,42
5 0,04 4,57 0,46 4,62 0,42
6 0,05 4,57 0,46 4,54 0,41
7 0,06 4,57 0,45 4,51 0,41
8 0,07 4,57 0,45 4,49 0,4
9 0,08 4,57 0,45 4,43 0,39
10 0,09 4,55 0,45 4,4 0,39
11 0,1 4,52 0,45 4,4 0,38
12 0,11 4,52 0,45 4,4 0,38



183

Енергетика

 

4,5

4,6

4,7

4,8

4,9

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11

I, мА

Sзатін, см2

Залежність струму від площі 
затінення

 

0,44

0,45

0,46

0,47

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11

U, В

Sзатін, см2

Залежність напруги від площі 
затінення

Рис. 3. Залежність струму від площі затінення

Рис. 4. Залежність напруги від площі затінення
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На рис. 5, 6 представлено залежність пошко-
джень поверхні сонячної батареї від струму корот-
кого замикання та напруги холостого ходу. На рис. 
5, при пошкодженні поверхні сонячного елемента 
струм короткого замикання поступове зменшу-
ється з 4,85 до 4,4 мА. На рис. 6 представлено 
поступове зменшення напруги холостого ходу при 
пошкодженні поверхні сонячного елемента з 0,46 
до 0,38 В. З рис. 5, 6 випливає, що при пошкодженні 
поверхні сонячної батареї струм короткого зами-
кання та напруга холостого ходу зменшуються.

Висновки. В статті проаналізовані причини 
затінення та пошкодження сонячних батарей та їх 
наслідки. 

Проведені дослідження та отримані залеж-
ності:

1. Струму короткого замикання та напруги 
холостого ходу від площі затіненої поверхні 
сонячної батареї. 

2. Струму короткого замикання та напруги 
холостого ходу від площі пошкодженої поверхні 
сонячної батареї.
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Kyrysov I.G., Mykhailov B.K., Losenko Yе.V. INFLuENCE OF SHADING AND DAMAGE 
OF SOLAr BATTErIES ON THEIr PArAMETErS

The article examines the influence of shading and damage of solar panels on their parameters.
Analyzed types and consequences of solar panel shading. With shading, the electricity generation of solar 

cells decreases, while the resulting power of the entire solar cell decreases.
The types of damage to the surface of solar batteries and their causes are analyzed. Damage to the surface 

of the solar battery occurs as a result of extreme weather conditions: hail, wind, temperature; production 
shortage; improper operation; wear and tear of solar cells over time.
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An analysis of the types of degradation of solar batteries and its consequences was carried out. Degradation 
occurs as a result of chemical reactions between the active metals in the solar battery, extreme weather 
conditions: sharp changes in temperature, humidity, constant freezing or thawing. Degradation leads to a 
decrease in the current conductivity of the solar cell, the appearance of parasitic resistance of the solar cell, 
the appearance of cracks, micropores and inhomogeneities on the surface of the solar cell.

The article discusses the methods of detecting damage to solar batteries - the thermal imaging control 
method and the electroluminescence method. When using the method of thermal imaging control, the solar 
battery is examined with a thermal imager, while areas of the solar battery surface that are heated are detected.
The electroluminescence method consists in the fact that the solar cells that are connected to the power supply 
unit begin to generate radiation in the near-infrared range, and with the help of a special camera, photographs 
of the solar cell with places of damage and cracks are obtained.

Graphical dependences of the effect of short-circuit current and open-circuit voltage on the area of the 
shaded solar cell were obtained. The dependences of the effect of short-circuit current and open-circuit voltage 
on the area of the damaged surface of the solar cell were obtained. It was determined that when the solar 
battery is shaded, the short-circuit current decreases, and the no-load voltage practically does not change. It 
was determined that when the surface of the solar cell is damaged, the short-circuit current and open-circuit 
voltage decrease.

Key words: solar cell, shading, short-circuit current, no-load voltage, power, solar cell damage, solar 
energy, efficiency.
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ТЕхНІЧНІ ПИТАННя РОБОТИ ОБ’ЄКТІВ РОЗПОдІлЕНОЇ 
гЕНЕРАцІЇ У СКлАдІ ЕНЕРгОСИСТЕМИ

У статті представлена оцінка змін, які привели до перегляду вимог до об’єктів генерації, до мере-
жевої інфраструктури і, в цілому, до організації електроенергетики та енергетичних ринків. Зроста-
ючий знос електроенергетичних об’єктів, залучення розподілених енергетичних ресурсів, зміна ролі 
традиційних джерел енергії та енергоносіїв потребує вивчення факторів нових технологій в електро-
енергетиці. Зростаючий знос електроенергетичних об’єктів, залучення розподілених енергетичних 
ресурсів, зміна ролі традиційних джерел енергії та енергоносіїв, збільшення попиту на електроенергію 
та трансформація його якісних характеристик, зміна моделі поведінки споживачів – все це потре-
бує вивчення факторів поширення нових технологій в електроенергетиці для переходу до наступного 
етапу. У багатьох країнах світу зараз, поряд з розвитком централізованого енергопостачання, все 
більш активно підтримується тенденція широкомасштабного переходу до розподіленої генерації 
(РГЕ). Нерідко ці два виду енергопостачання протиставляються друг відносно друга з переважною 
перевагою РГЕ, яка має найбільшу конкурентоспроможність. Разом з тим, кожний з них має свою 
кращу сферу застосування, де в найбільшому ступені виявляються переваги. Однак, світовий досвід 
показує, що зі збільшенням частки розподіленої генерації, виникає необхідність рішення ряду про-
блем регулювання частоти, наруги об’єктами розподіленої генерації. Розвиток розподіленої генерації 
потребує відповідних документів, які регламентують вимоги до об’єктів розподіленої генерації та їх 
підключення до енергосистеми, враховуючі особливості та характеристики цих об’єктів. У статті 
розглянуті основні проблемні технічні питання, причини їх виникнення, режими роботи систем елек-
тропостачання споживача з власним об’єктом розподіленої генерації у випадку рішення задачі забезпе-
чення надійного електропостачання від об’єкта розподіленої генерації. Найбільш суттєвими умовами 
для конкуренції технологій розподіленої енергетики та їх інтеграція з енергосистемами на конкретній 
території є наявність централізованих систем газо- та електропостачання. Визначено що об’єкти 
РГ продовжують підключатись на паралельну роботу з енергосистемою та створюють певні техно-
логічні труднощі і проблеми. Отже, їх не обхідно вирішувати вже зараз, поки не проявився негативний 
синергетичний ефект, коли стануть можливими масові відключення споживачів електроенергії через 
невиконання певних техніко-технологічних вимог до інтеграції об’єктів РГ в енергосистему. 

Ключові слова: електроенергія, електропостачання, розподілена генерація, генеруючі установки, 
енергосистема, об’єкт розподіленої генерації, відновлювані джерела енергії.

Постановка проблеми. Розподілена енерге-
тика – каталізатор та ключовий елемент «енер-
гетичного переходу» від традиційної організації 
енергосистем до нових технологій та практик. 
Енергетичний перехід здійснюється на базі децен-
тралізації, цифровізації, інтелектуалізації сис-
тем енергопостачання (СЕП), з активною участю 
самих споживачів та всіх видів енергетичних 
ресурсів. Характеризується цей перехід підви-
щенням енергетичної ефективності та зниженням 
викидів парнікових газів (за рахунок відновлю-
вальних джерел енергії).

В останні роки сталися зміни, які привели до 
перегляду вимог до об’єктів генерації, до мере-

жевої інфраструктури та в цілому до організації 
електроенергетики та енергетичних ринків. Зрос-
таючий знос електроенергетичних об’єктів, залу-
чення розподілених енергетичних ресурсів, зміна 
ролі традиційних джерел енергії та енергоносіїв, 
збільшення попиту на електроенергію та транс-
формація його якісних характеристик, зміна моделі 
поведінки споживачів – все це потребує вивчення 
факторів поширення нових технологій в електро-
енергетиці для переходу до наступного етапу.

У багатьох країнах світу зараз, поряд з роз-
витком централізованого енергопостачання, все 
більш активно підтримується тенденція широко-
масштабного переходу до розподіленої генера-
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ції (РГЕ). Нерідко ці два виду енергопостачання 
протиставляються друг відносно друга з пере-
важною перевагою РГЕ, яка має найбільшу кон-
курентоспроможність. Разом з тим, кожний з них 
має свою кращу сферу застосування, де в найбіль-
шому ступені виявляються переваги.

Однак, світовий досвід показує, що зі збіль-
шенням частки розподіленої генерації (РГ), 
у тому числі і на основі відновлювальних дже-
рел енергії (ВДЕ), виникає необхідність рішення 
ряду проблем регулювання частоти об’єктами РГ. 
Забезпечення стійкої роботи РГ тощо. В Україні 
ці проблеми пов’язані, з однієї сторони, із станом, 
експлуатацією та особливостями побудови розпо-
дільчих мереж, з іншої – особливостями побудови 
розподільчих мереж, з іншої – особливостями 
функціонування самого джерела РГ у нормальних 
та аварійних умовах [1].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Сві-
тові тенденції розвитку енергетики демонструють 
пріоритетну реалізацію нових можливостей на 
основі втілення технологій інтелектуальних елек-
троенергетичних систем (smart grid), когерації, 
виробництва енергії на основі використання ВДЕ. 
У ряді країн спостерігається тенденція уходу від 
централізованої енергетики у напряму розви-
тку розподіленої енергетики. Наприклад, у США 
експлуатується біля 12 млн установок малої роз-
поділеної енергетики загальною встановленою 
потужністю вище 220 ГВт, а темпи приросту скла-
дають приблизно 5 ГВт, а темпи джерела резерв-
ної потужності для енергопостачання споживачів 
в аварійних ситуаціях [1, 2].

Тобто пріоритет вводу РГЕ у світі зростає та 
його розрив відносно традиційних енергоджерел 
буде тільки збільшуватись. Разом з тим, стохас-
тичний характер ВДЕ та діяльність оптимального 
використання встановленої потужності будуть 
сприяти їх об’єднанню централізованою мережею 
з метою сумісної роботи.

Можливість роботи розподілених енергодже-
рел як на загальну з централізованими джерелами 
мережу, так і на індивідуальні споживачі (промис-
лові та агропромислові підприємства) створює 
умови для інтеграції секторів централізованого та 
ізольованого (децентралізованого) виробництва 
енергії [3].

Отже, дослідження різних аспектів розвитку 
РГ стало актуальною проблемою в останні роки. 
В роботах [4, 5] розглянуті основні переваги, 
загальносистемні ефекти та проблеми техноло-
гічного приєднання розподілених джерел енергії 
у розподільчі мережі. В [6] розглянуті основні 

питання функціонування електричних мереж 
з РГ, у тому числі проблеми релейного захисту, 
погодинного завантаження, якості електроенергії 
пристроїв розподіленої генерації. У [7] представ-
лені дослідження режимної надійності СЕП з РГ 
та обліком каскадних відмов, моделі для визна-
чення граничних режимів в електричних мережах 
а також методи для оцінки параметрів режиму 
енергорайонів з об’єктами РГ. У багатьох роботах 
приділяється увага оцінці надійності СЕП, у тому 
числі оцінці можливості забезпечення надійного 
електропостачання споживачів за рахунок будів-
ництва об’єктів РГ [8]. Крім того, РГ енергії роз-
глядається як один з факторів підвищення енерге-
тичної безпеки та стійкого розвитку регіонів [9].

Не дивлячись на значну кількість публікацій, 
які освітлюють різні аспекти використання розпо-
діленої генерації, немає робіт, пов’язаних з оцін-
кою її впливу на попит на електроенергію, ціну та 
структуру її виробництва у регіоні, а також про-
блемними технічними питаннями роботи об’єктів 
РГ у складі енергосистеми. Не дуже висвітлена 
також і конкурентоспроможність РГЕ по інтегра-
ції з централізованими системами.

Постановка завдання. Метою статті є аналіз 
основних технічних питань застосування генеру-
ючих установок середньої та малої потужності на 
об’єктах розподіленої генерації, причина їх виник-
нення, та умови конкурентоспроможності РГЕ.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
В Україні, як і в будь-якій країні світу, спостері-
гається щорічний зріст вводів об’єктів РГ за раху-
нок теплових електростанцій з газотурбінним 
(ГТУ), дизельними (ДЕС) та газопоршневими 
установками (ГПУ), які, як правило, підключа-
ються до розподільчих електричних мереж або до 
мереж внутрішнього електропостачання промис-
лових підприємств та споруджуються власниками 
великих промислових підприємств газодобувної, 
металургійної хімічної галузей промисловості.

У більшості випадків такий розвиток РГ 
обґрунтований включно економічними аспек-
тами, а саме:

• Можливістю використання вторинних енер-
горесурсів (шахтного газу, доменного та конверт-
ного газу, тощо) з можливістю вироблення тепло-
вої та електричної енергії;

• Можливістю використання вторинних енер-
горесурсів на середній та дрібних підприємствах 
(утилізація біогазу на очисних спорудах, утилізація 
виходів лісопереробки та сільського господарства).

• Можливістю спорудження когенерацій-
них та установок на існуючих муніципальних та 
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виробничих котельних при їх рокенетрукції та 
модернізації;

• Доступністю газової інфраструктуру з необ-
хідними обсягами поставки природного газу для 
будівництва власного об’єкту РГ;

• Можливістю використання детандер- гене-
раторних агрегатів для вироблення електричної 
енергії (газорозишрювальні турбіни спеціальної 
конструкції на газоредуциручих пунктах магі-
стральних газопроводів);

• Складнощі або відсутність економічної 
доцільності технологічного приєднання до елек-
тричних мереж;

• Значною вартістю послуг по передачі та 
розподілу електричної енергії.

По експертним оцінкам величина виробни-
цтва електроенергії від об’єктів РГ 2030 року 
може досягнути третини від загального обсягу 
відпустки електричної енергії для промислових 
споживачів. На територію України було введено 
обладнання малої та середньої генерації загаль-
ною потужністю 750 МВт тільки за 2020–2021 р., 
а споживання зросло на 30%, при цьому спожи-
вання в Єдиній енергосистемі (ЄЕС) зросло тільки 
на 3% [10].

Розвиток РГ викликає багато дискусії серед спе-
ціалістів у законодавчій, економічній, а також у тех-
нічній сферах регулювання, при цьому зараз прак-
тично відсутні окремі нормативно- технічні акти, та 
документи, які регламентують вимоги до об’єктів 
РГ та їх підключення до енергосистеми, враховуючі 
особливі та характеристики цих об’єктів.

Використання сучасних генеруючих установок 
(ГУ) середньої та малої потужності пов’язане з ряд-
ком технічних проблем, дуже суттєвих як для влас-
них об’єктів РГ, так і для розподільчих мережевих 
компаній, до мереж яких підключаються [11].

З проблемами технічних питань можна назвати 
наступні:

• Механічні пошкодження ГУ через дію удар-
них електромагнітних моментів при виникненні 
багатофазних КЗ або АПВ у зовнішній електрич-
ній мережі;

• Порушення динамічної стійкості ГУ при 
багатофазних КЗ у зовнішній мережі;

• Неселективні відключення генераторів при 
відсутності загрози механічного або термічного 
пошкодження при виникненні та ліквідації корот-
ких замикань захистами електромережевих еле-
ментів;

• Передачі відключення ГТУ технологічними 
захистом при знищенні частоти в ЄЕС або відо-
кремленому енергорайоні;

• Виникнення синхронних коливань ГУ (неза-
тухаючі синхронні коливання активної потужності 
на ГУ), які обумовлені виробом параметрів АРЗ;

• Неможливість забезпечення регулюванням 
частоти обертання генераторів у двох станах: при 
паралельній роботі з мережею та при ізольованій 
(автономні) роботі;

• Неуспішні виділення ГУ дією автоматики 
на збалансоване навантаження (АВЗН) у зв'язку 
з відключенням ГУ технологічними захистами 
при різних накидах;

• Неможливість тривалої роботи після спра-
цювання АВЗН через наявність обмежень по 
технологічному мінімуму. Навантаження на ГУ 
(діапазон вд=ід одиниць до десятків відсотків від 
Рном);

• Значні складнощі у забезпеченні селектив-
ного відключення КЗ у мережі, а також прямих 
пусків електродвигунів при ізольованій (авто-
номній) роботі ГТУ з тиристорними перетворю-
вачами частоти (ТПЧ);

• Підвищений знос регулюючих клапанів при 
відсутності зони не чутливості в автоматичних 
регуляторах частоти обертання ГУ;

• Відключення ГУ захистом від підвищення 
вібрації через виникнення рутинних коливань при 
скиданні навантаження потужними електродвигу-
нами з тиристорними приводами при автономній 
роботі об’єкта РГ.

Насправді існує декілька причин, чому 
постійно необхідно проводити аналіз проблемних 
питань, які виникають з об’єктами РГ: 

– Виникнення труднощів при отриманні тех-
нічних умов на технологічне приєднання до елек-
тричних мереж, узгодженні проєктних рішень або 
в процесі експлуатації ГУ;

– Зниження економічної ефективності від вті-
лення ГУ, яка очікувалась;

– Неможливість забезпечення надійного елек-
тропостачання споживачів від об’єкту РГ (у тому 
числі основного виробничого процесу) в автоном-
ному режимі роботи;

– Прискорене вичерпання ресурсу генеруючи 
обладнанням з необхідністю проведення довго-
строкового ремонту або технічного обслугову-
вання;

– Пошкодження генеруючих установок при 
нормативних збуреннях у мережах зовнішнього 
електропостачання.

Нерідко причинами виникнення проблемних 
питань бувають: 

– Невірний вибір виду, типу, потужності ГУ на 
етапі проектування;
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– Невірний вибір режимів роботи ГУ;
– Відсутність принципово важливих пунктів 

вимог в технічному завданні на закупку ГУ;
– Неповне чине якісне виконання проекту схеми 

видачі потужності ГУ об’єктів РГ без обліку осо-
бливостей мереж зовнішнього або внутрішнього 
електропостачання та впливу навантаження;

– Незадовільна організація експлуатації ГУ.
Однак, об’єкти РГ продовжують підключатись 

на паралельну роботу з енергосистемою та ство-
рюють певні технологічні труднощі і проблеми. 
Отже, їх не обхідно вирішувати вже зараз, поки не 
проявився негативний синергетичний ефект, коли 
стануть можливими масові відключення спожива-
чів електроенергії через невиконання певних тех-
ніко-технологічних вимог до інтеграції об’єктів 
РГ в енергосистему.

Важливо відмітити, що можливе існування 
трьох режимів роботи СЕП споживача з власними 
об’єктами РГ, у випадках вирішення задачі забезпе-
чується надійного електропостачання від об’єкта РГ:

1) Паралельна робота енергооб’єкта з енерго-
системою, з видачей або без видачі потужності 
у мережу. У цьому випадку забезпечується робота 
об’єкта РГ за рахунок отримання з енергосистеми 
пікової потужності та видача в енергосистему 
надлишків потужності, що дозволяє забезпечити 
надійне електропостачання власних спожива-
чів та підвищити техніко-економічні показники 
роботи об’єкта РГ;

2) Ізольована робота енергооб’єкта з забезпе-
ченням електропостачання власних споживачів 
з обліком їх графіків навантаження а також забез-
печення ремонтного та аварійного резерву;

3) Комбінований режим, коли енергооб’єкт 
працює паралельно з енергосистемою, але 
у випадку виникнення режиму великих рядків 
або при аварії у мережі зовнішнього електропос-
тачання може бути відокремлений на ізольовану 
роботу з живленням споживачів від об’єкту РГ.

Другий та третій режим роботи свої значні 
особливості, але в даній роботі вони не розгля-
даються. Слід звернути увагу на питання, які 
дозволять забезпечити технологічне приєднання 
об’єктів РГ у мінімально можливі терміни та зни-
зити ризики виникнення проблемних технічних 
питань при експлуатації ГУ об’єктів РГ.

При технологічному приєднані об’єкта РГ для 
здійснення паралельної роботи з енергосистемою 
необхідна тісна взаємодія всіх його учасників, а їх 
як правило, п’ять: власники ГУ, виробники ГУ, 
проектні організації, розподільчі мережеві компа-
нії, та філіали об’єднаної енергосистеми [12].

Власники повинні надавати повну вихідну 
інформацію про параметри навантаження, режи-
мах та графіках його роботи. Виробники воло-
діють повною технічною інформацією про всі 
параметри ГУ, електричні та технологічні захисти 
алгоритми та параметри налаштування САУ. 

Крім того необхідно отримати наступне дані 
та відповіді на питання, які дозволять виконати 
необхідні розрахунки для прийняття основних 
технічних рішень у відношенні ГУ об’єкта РГ: 

• Розширені параметри генератора (Хd, 
тощо);

• На яку роботу розрахована система регулю-
вання швидкості обертання генератора;

• Особливості системи здудження генера-
тора;

• Приводний двигун генеруючої установки та 
його особливості;

• У яких діапазонах допустила тривала робота 
ГУ без спрацювання електричних захистів:

– по потужності (Ртіп, Зmax, у % від Рюм),
– по напрузі, (Umin,Umax у % від Uном),
– по частоті (fmin, fmax у % від fном);
• Електричні захисти генераторів, які діють 

на відключення ГУ при значних відхиленнях 
параметрів режиму від нормальних значень;

• Як забезпечується збереження механічної 
міцності установки;

• Термічна стійкість генератора при зовніш-
ньому трифазному К3 поблизу виводів генератора.

Найбільш суттєвими умовами для конкуренції 
технологій РГЕ та інтеграції з енергосистемами 
на конкретній території та в конкретному місці 
є наявність централізованих систем газо- та елек-
тропостачання (рис. 1).

Рис. 1. Умови конкуренції технології РгЕ
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Проектні організації здійснюють розробку 
проекту схеми видачі потужності об’єктом РГ, 
видачу ТУ на розподільчі мережеві компанії здій-
снюють технологічне приєднання узгоджують 
основні технічні рішення.

Ще одне питання, яке недостатньо висвітлю-
ється при розгляданні розподіленої енергетики- 
це її конкурентоспроможність по інтеграції до 
централізованих енергосистем.

На них територіях, де доступні обидві центра-
лізовані системи (текст із роботи)

Висновки.
1. Оцінений загальний вклад РГ в енерге-

тику: завдяки близькості до споживача вона має 
порівняно меншій мережеві витрати при розпо-
ділу електроенергії, може забезпечити виконання 
більш високий вимог споживачів по якості енергії 
та надійності енергопостачання. 

2. Систематизовані основні проблемні питання 
застосовування сучасних генеруючих установок 
середньої та малої потужності на об’єктах розпо-
діленої генерації. 

3. визначені учасники процес технологічного 
приєднання об’єктів РГ для здійснення паралель-
ної роботи з енергосистемою, та роль кожного 
з цих 

4. визначенні умови інтеграції РГЕ з енер-
госистемами на конкретній території. Можна 
відзначити, - що застосуванню технологій РГЕ, 
включаючи відновлювані джерела енергії, буде 
сприяти посилення мотивації суб’єктів відносин: 
для споживачів до участі в управлінні режимами, 
резервуванню потужності, продажу надлишків 
енергії, для постачальників- до підвищення від-
повідальності за недопостачання та якість елек-
троенергії.
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Pantielieieva I.V., Shmatko N.M. TECHNICAL ISSuES OF THE OPErATION OF DISTrIBuTED 
GENErATION FACILITIES AS PArT OF THE ENErGY SYSTEM

The article presents an assessment of the changes that led to the revision of requirements for generation 
facilities, network infrastructure and, in general, the organization of the electric power industry and energy 
markets. The growing wear and tear of electric power facilities, the involvement of distributed energy 
resources, and the changing role of traditional energy sources and energy carriers require the study of the 
factors of new technologies in electric power. The growing wear and tear of electric power facilities, the 
attraction of distributed energy resources, the change in the role of traditional energy sources and energy 
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carriers, the increase in demand for electricity and the transformation of its quality characteristics, the change 
in the behavior of consumers - all this requires the study of the factors of the spread of new technologies in 
the electric power industry in order to move to the next stage . In many countries of the world, along with the 
development of centralized energy supply, the trend of large-scale transition to distributed generation (DGE) 
is increasingly being supported. Often, these two types of energy supply are opposed to each other with the 
overwhelming advantage of RGE, which has the greatest competitiveness. At the same time, each of them has 
its best field of application, where the advantages are most evident. However, world experience shows that with 
the increase in the share of distributed generation, there is a need to solve a number of problems of frequency 
regulation, in addition to distributed generation facilities. The development of distributed generation requires 
relevant documents that regulate requirements for distributed generation facilities and their connection to 
the power system, taking into account the peculiarities and characteristics of these facilities. The article 
discusses the main problematic technical issues, the reasons for their occurrence, the modes of operation 
of the consumer's power supply systems with its own distributed generation facility in the case of solving 
the problem of ensuring reliable power supply from the distributed generation facility. The most essential 
conditions for the competition of distributed energy technologies and their integration with energy systems in 
a specific territory are the presence of centralized gas and electricity supply systems. It was determined that 
WG objects continue to be connected to parallel work with the power system and create certain technological 
difficulties and problems. Therefore, it is not necessary to solve them now, before a negative synergistic effect 
is manifested, when mass disconnections of electricity consumers will become possible due to non-fulfillment 
of certain technical and technological requirements for the integration of RG facilities into the power system.

Key words: electricity, power supply, distributed generation, generating facilities, power system, distributed 
generation object, renewable energy sources.
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ВИхРОВИй ВИТРАТОМІР ОБ'ЄМНИх ТА МАСОВИх ВИТРАТ 
ПРИРОдНОгО гАЗУ гАЗОПЕРЕКАЧУВАльНОгО АгРЕгАТУ 
КОМПРЕСОРНОЇ СТАНцІЇ

Статтю присвячено впровадженню перспективних вихрових методів вимірювання витрат при-
родного газу газоперекачувальними агрегатами (ГПА). Ці вимірювання передбачені в обсязі штатної 
системи управління та контролю ГПА, і вони мають відповідати високим вимогам до сучасного магі-
стрального транспорту газу.

В підґрунті дії таких витратомірів лежить взаємодія з потоком газу ланцюжків вихорів («дорі-
жок» Кармана), частота утворення яких є прямо пропорційною швидкості потоку. У статті описано 
фізичні механізми вихроутворення за тілом обтікання (турбулізатором) в потоці газу.

Але загальними недоліками для таких вимірювальних засобів є вузький частотний діапазон корис-
ного сигналу, наявність збурень у вигляді вібрації зовнішнього корпусу та коливань у потоці газу, ство-
рюваних компресором та іншими елементами ГПА. Також для оцінки масової витрати газу необхідно 
визначати його щільність, що є самостійним метрологічним завданням.

За результатами літературного пошуку в статті представлено комбінований витратомір газу 
(об'ємний та масовий), в якому на апаратному та алгоритмічному рівнях вирішено задачу підвищення 
метрологічних характеристик вимірювальної системи, утвореної турбулізатором, датчиками вихроутво-
рення, вимірювальною ділянкою корпусу газопроводу та елементом потоку газу, обмеженим цією ділянкою.

В свою чергу, для оцінки щільності газу в конструкції вимірювальної ділянки встановлено джерело 
ударно-імпульсного навантаження, що виконане у вигляді стрижня електромагніту, на обмотку якого 
подають посилений сигнал з виходу датчика частоти вихроутворення. Стрижень створює амплі-
тудно-модульовану послідовність прямокутних механічних ударних імпульсів, частота проходження 
яких дорівнює частоті зриву вихорів, і удари якого викликають вібрацію корпусу витратоміру. Авто-
коливання цього корпусу оцінюють за допомогою спектрального аналізу сигналу п'єзоелектричного 
датчика вібрації. Частоти автоколивань, в свою чергу, залежать від щільності газу. Все це дозволяє 
більш точно оцінити частоту вихроутворення, власну частоту коливань корпусу та щільність газу, 
що підвищує точність вимірювання об'ємної та масової витрат газу. 

За рахунок керованої взаємодії зазначеними елементами у цифровому блоці обробки сигналів, забез-
печено задовільні метрологічні характеристики витратоміра, що підтверджують результати його 
практичних випробувань.

Ключові слова: вихровий витратомір, турбулізатор, вихрова доріжка Кармана, датчик вібрації, 
частота, імпульс, резонанс, витрати, природний газ.

Постановка проблеми. Стандартне та поши-
рене вимірювання витрат природного газу за 
рахунок використання дросельних шайб, на комп-
ресорних станціях (КС) не завжди забезпечує 
метрологічні характеристики вимірювань витрат 
обсягів газу, які є потрібними для роботи ГПА. 
Необхідність створення та впровадження в енер-
гетичній галузі вітчизняних витратомірів при-
родного газу, які відповідають умовам сучасного 

виробництва, обумовлює актуальність [1, 2] роз-
робки методів, що зможуть забезпечити вимоги 
до їх характеристик та якості роботи.

Фізичні принципи, особливості конструкції та 
сфери застосування витратомірів докладно обгово-
рено у сучасній науково-технічній літературі [1–5]. 
Аналіз витратомірів технологічного середовища 
показує, що перспективними є такі, що використо-
вують ефект «доріжки» Кармана (названо на честь 
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її відкривача). В підґрунті дії таких витратомірів 
лежить взаємодія ланцюжків вихорів, які утворю-
ються під час обтікання потоком речовини нерухо-
мого твердого тіла. Пульсацію тиску вихорів улов-
люють сенсорами, частота їх утворення є прямо 
пропорційною швидкості потоку. Функціональну 
схему такого вимірювання показано на рис. 1.

За малими числами Re < 30 обтікання такого тіла 
відбувається з утворенням стаціонарної замкнутої 
зривної зони (сліду) у його кормовій частині. При 
збільшенні числа Re по ходу сліду потік рідини стає 
нестійким, що призводить до руйнування зривної 
зони та відриву завихрених елементів (вихорів) по 
черзі то праворуч, то ліворуч.

Вихори захоплюються потоком за течією і про-
тягом деякого часу зберігають свою форму. В потоці 
їх розташовано у шаховому порядку у вигляді двох 
ланцюжків (рядків) за тілом (див. рис. 1).

 
Рис. 1. Функціональна схема вимірювання частоти 

хвиль вихорів, що створюють доріжку Кармана  
в потоці речовини

Ці рядки формують доріжку Кармана за обтіч-
ним об'єктом, поки повільно не зникають в потоці 
внаслідок дисипації енергії за рахунок тертя. Самі 
вихори обертаються в протилежних напрямках, та 
рухаються зі швидкістю U, яка є меншою від швид-
кості потоку W. В реальних умовах вихрова доріжка 
стабільно існує в діапазоні чисел Re від 30 до 300.

Таким чином, оцінка витрат потоку речовини 
вихровими датчиками ґрунтована на визначенні 
частоти вихрових хвиль. Такі витратоміри мають 
ряд суттєвих переваг перед іншими варіантами [2]. 

Це, перш за все, висока точність, широкий діа-
пазон вимірювання, мала залежність показань від 
впливу в'язкості, щільності і температури вимірю-
ваного середовища, простота конструкції і висока 
надійність роботи, можливість вимірювання 
витрати як рідких, так і газоподібних середовищ.  
Також вихрові витратоміри мають лінійні харак-
теристики перетворення, що є справедливими для 
швидкостей потоку в діапазоні від 2 м/с до 40 м/с.

До недоліків вихрових витратомірів можна від-
нести, перш за все, вплив коливань (акустичні та 

вібраційні пульсації), характерних для ГПА КС 
природного газу: корпусу трубопроводів, турбін, 
компресорів, насосів, пристроїв систем автоматики 
та інших. Цей вплив спотворює результати вимі-
рів витрати незалежно від вибору методу вимірю-
вань та характеристик  речовини, що перекачують. 
Також, ці витратоміри мають відносно високу інер-
ційність, яка є властивою для електромеханічних 
систем взагалі. Застосування вихрових витратомі-
рів обмежено трубопроводами, що мають діаметр 
від 25 мм до 300 мм, також їм притаманна порів-
няно велика втрата тиску – від 30 кПа до 50 кПа.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Розглянемо приклади сучасних витратомірів для 
контролю об'ємних та масових витрат рідини та 
газу, заснованих на ефекті «доріжки Кармана». 

Так, в роботі [7] для оцінки витрати потоку 
рідини використано вихровий витратомір, в якому 
встановлено протяжний плоский генератор вихо-
рів Кармана (турбулізатор) з трапецієподібним 
поперечним перерізом і поздовжньою віссю, що 
є перпендикулярною до напряму потоку. Інтен-
сивність вихроутворення визначають відповідним 
датчиком вібрації, встановленим в потоці нижче 
турбулізатора. Також виконують вимірювання 
вібрації трубопроводу датчиком вібрації, розта-
шованим на зовнішній його поверхні відповідно 
до розташування датчика вихроутворення. 

Відповідно до вимірювальної схеми, нега-
тивний вплив вібрації трубопроводу на резуль-
тат вимірювання витрати знижується за рахунок 
включення вихідних сигналів датчика вихроутво-
рення та датчика вібрації на вхід диференціаль-
ного підсилювача. Вихідний сигнал цього підси-
лювача подають на вхід блоку перетворення та 
обробки сигналів. Фур'є-аналіз результатів цього 
перетворення використовують для розрахунку 
частоти вихроутворення, швидкості потоку і, від-
повідно, об'ємної витрати перекачуваної рідини.

Недоліком розглянутого витратоміру є вузький 
діапазон зміни частоти корисного сигналу, який 
не завжди забезпечує необхідну точність вимірю-
вань. Самостійним завданням є контроль харак-
теристик вібрації вимірювальної ділянки витра-
томіра. Також можливі похибки внаслідок збігу 
частоти вільних коливань турбулізатора з власною 
частотою цієї ділянки. Пристрій дозволяє обчис-
лити тільки об'ємну витрату потоку.

В іншому прикладі [8] задачу підвищення точ-
ності вихрового витратоміру вирішують за раху-
нок виконання стрижньових елементів турбуліза-
тора з поперечним перерізом у вигляді трикутного, 
трапецеїдального і сегментного профілів. Ці еле-
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менти встановлюють вздовж потоку газу. Прин-
ципова схема розміщення турбулізатора і датчика 
вібрації відповідає наведеній у [7]. За результа-
тами вимірювання частот вихроутворення для 
всіх турбулізаторів після перетворення та обробки 
сигналів на персональному комп’ютері (ПК) оці-
нюють витрати газу. Такі витратоміри призначені 
для труб діаметром від 50 мм до 300 мм. Похибка 
виміру становить від 0,5 % до 2 %.

Недоліком пристрою є виникнення через 
складності конструкції турбулізатора декількох 
резонансних частот, що потребує додаткового ана-
лізу. Отримання сигналу в резонансі є утрудненим 
і не дає можливості забезпечити необхідну точ-
ність виміру витрати газу. Самостійним завдан-
ням є контроль характеристик вібрації вимірю-
вальної ділянки витратоміра. Пристрій дозволяє 
обчислити тільки об'ємні витрати потоку.

З урахуванням потреби забезпечення якості 
первинного сигналу при контролі потоків газу 
необхідно, на наш погляд, розглянути метод 
оцінки щільності потоку природного газу, наведе-
ний в [9]. Позитивний результат у цьому випадку 
досягнуто за рахунок використання диференці-
ального датчика щільності, що містить два здво-
єні камертони із збудниками, встановленими між 
гілками камертонів. Знімання сигналів коливання 
гілок здійснюють вібродатчиками з передачею 
сигналу до змішувача частот і пристрою обробки 
інформації на ПК. Для збудження автоколивань 
камертона використовують магнітокеровані кон-
такти. В свою чергу, власна частота електро-
механічної системи камертону залежить і від 
щільності потоку, яка пов'язує частоту коливань 
у потоці з його щільністю. Основна похибка відо-
мих на ринку щільномірів газу такого типу почи-
нається від ± 0,1 % відносної похибки (але є не 
меншою від абсолютної похибки ± 0,0015 кг/м3), 
що є досить високим показником [10]. Недолі-
ком розглянутого щільноміру є відсутність обліку 
вібрації трубопроводу, що збурює результати 
вимірювань. Також пристрій не дозволяє обчис-
лити масову та об'ємну витрати потоку. 

Постановка завдання. За результатами літера-
турного огляду сформульовано базові вимоги до 
витратоміру газового потоку. Це дає змогу запро-
понувати створений та досліджений на практиці 
комбінований витратомір об'ємних та масових 
витрат газу, в якому в одній конструкції поєднано 
функції вихрового витратоміру і вібраційного 
щільноміру [2]. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Наведемо основні дані та положення, що опи-

сують дію комбінованого витратоміру, функціо-
нальну схему якого показано на рисунку 2. 

У потоці газу встановлено лінійний турбуліза-
тор із трикутним поперечним перерізом (поздо-
вжня вісь є перпендикулярною потоку). Потік газу 
створює доріжку Кармана за турбулізатором, коли-
вання тиску якої вимірюють електромагнітними 
датчиками. Сигнали датчиків після обробки в ПК 
поступають на перший електромагніт, сердечник 
якого здійснює коливання з частотою зриву вихо-
рів. В свою чергу, коливання цього сердечника 
синхронно керують джерелом живлення елек-
тричного ланцюга, до якого підключено обмотку 
другого електромагніту. Таким чином, сердечник 
другого електромагніту рухається синхронно сер-
дечнику першого електромагніту, а той, в свою 
чергу, – синхронно пульсаціям тиску газу.

Сердечник другого електромагніту створює 
послідовність прямокутних механічних ударних 
імпульсів, частота проходження яких дорівнює 
частоті зриву вихорів, і яка збуджує автоколи-
вання корпусу витратоміру. 

Характеристики цих автоколивань фіксують 
п'єзоакселерометром з подальшим спектральним 
аналізом вібрації корпусу, це дозволяє за наявністю 
резонансу більш точно виділити частоту вихроут-
ворення і власну частоту коливань корпусу і підви-
щує точність вимірювання витрати газу.

При цьому частота вихроутворення є одно-
значно пов'язаною зі швидкістю потоку і, відпо-
відно, з об'ємною витратою газу.

Розглянемо більш детально роботу цього 
витратоміру (див. рис. 2). Витратомір містить 
корпус 1 з фланцями 2 для жорсткого закріплення 
на газових трубах. Усередині корпусу 1 на верти-
кальній осі 3 закріплено турбулізатор 4 у вигляді 
вертикальної призми, від якого на відстані вели-
чини зони вихроутворення розташовано електро-
магнітний датчик 5 з мембраною 6, що має власну 
частоту у діапазоні можливих резонансних частот 
корисного акустичного сигналу. 

Всі електронні пристрої вимірювальної схеми 
з’єднані через підсилювач заряду 7, смуговий 
фільтр нижніх частот 8 і плату АЦП 18 з ПК 19. 
В свою чергу, датчик 5 через елементи 7 і 8 спо-
лучено з обмоткою електромагніту 9. 

Сердечник 10 електромагніту 9 здійснює 
механічні коливання з частотою fs зриву вихо-
рів у потоці турбулізатора та замикає і розмикає 
електричне коло 11, яке є сполученим з джерелом 
живлення 12 і обмоткою електромагніту 13. Сер-
дечник 14 електромагніту 13 створює послідов-
ність прямокутних механічних ударних імпульсів, 
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частота проходження яких дорівнює частоті fs, 
і які порушують автоколивання корпусу витрато-
міру на його власній частоті ƒкв . Ця схема забез-
печує амплітудно-імпульсну модуляцію власної  
частоти ƒкв  за частотою зриву вихорів ƒs.

На корпусі 1 встановлено п'єзоакселерометр 15, 
який фіксує амплітуду автоколивань корпусу і гене-
рує корисний інформативний сигнал. Цей сигнал 
піддають обробці в ланцюгу, утвореному підси-
лювачем заряду 16, смуговим фільтром верхніх  
частот 17, платою АЦП 18, і передають до ПК 19. 

В свою чергу, ПК сполучено з блоком резуль-
татів спектрального аналізу 20, блоком виді-
лення частоти зриву вихорів і власної частоти 
корпусу 21, а також блоком обчислення об'ємної 
і масової витрати 22. Витратомір містить пристрої 
ручного 23 і автоматичного 24 управління.

У ланцюгу, утвореному ПК із зазначеними 
елементами, з результуючого сигналу за програ-
мою спектрального аналізу вібрації (на основі 
перетворення Фур'є) виділяють частоти зриву 

вихорів турбулізатора і власної частоти коливань 
корпусу. 

Відомо [2, 3, 6], що турбулізатори правильної 
геометричної форми поперечного перетину при 
обтіканні поперечним потоком газу піддаються дії 
аеродинамічних збурюючих сил, які виникають 
унаслідок утворення вихрової доріжки Кармана. 
Коли частота зриву вихорів є близькою до власної 
частоти механіко-акустичного каналу, який утво-
рений всіма елементами, що входять до складу 
вимірювальної ділянки газопроводу (поверхня 
стінок каналу, турбулізатор, датчики, газ), від-
бувається резонанс коливань на частоті вихро-
утворення. Поблизу резонансу основної влас-
ної частоти коливань цього каналу процес зриву 
виявляється надзвичайно впорядкованим, вихори 
йдуть в подовжньому напрямі, а частота зриву 
«захоплюється» власною частотою турбулізатора, 
що приводить до його самозбудження, виникає 
складна нелінійна взаємодія між ними. Все це 
істотно посилює циркуляцію вихорів і підсос їх 

 

Рис. 2. Схема функціональна комбінованого витратоміра:
1 – корпус; 2 – фланці для закріплення; 3 – поворотна вертикальна ось;

4 – турбулізатор; 5 – електромагнітний датчик; 6 – мембрана; 7 – підсилювач 
заряду; 8 –фільтр нижніх частот; 9 – перший електромагніт; 10 – сердечник 

першого електромагніту; 11 – електричне коло; 12 – джерело живлення;
13 – другий електромагніт; 14 – управління сердечника другого електромагніту;  

15 – п'єзоакселерометр; 16 – підсилювач заряду; 17 – фільтр верхніх частот;  
18 – плата аналогово-цифрового перетворювача (АЦП);

19 – ПК; 20 – блок спектрального аналізу; 21 – блок виділення частоти зриву 
вихорів і власної частоти корпусу; 22 – блок обчислення витрат;

23, 24 – блоки ручного та автоматичного управління
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до турбулізатора. При цьому значно зростають 
амплітуди коливань газу, що підвищує точність 
вимірів корисного сигналу первинними датчи-
ками, а також суттєво зменшує вплив зовнішніх та 
внутрішніх збурень у широкому діапазоні частот.

Зрештою, сам процес вимірювання витрати 
базований на вимірі частоти вихроутворення, яка 
є пропорційною витраті (швидкості) газу. При роботі 
у лінійному діапазоні щільність і в'язкість середо-
вища не впливає на цю частоту виникнення вихо-
рів за тілом обтікання, впливає тільки швидкість 
потоку (об'ємна витрата). Область стійкого існу-
вання доріжки вихорів відповідає закону Кармана.  
За числом Re > 300 це явище характеризує зна-
чення числа Струхаля (Sh): 

  𝑆𝑆𝑆𝑆ℎ =
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑤𝑤𝑤𝑤

≈ 0,2; (1) 

  𝑄𝑄𝑄𝑄𝑤𝑤𝑤𝑤 =
𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑0

4
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆𝑆𝑆ℎ

 ;                                                            (2) 

 

                   (1)

де: ƒs – частота зриву вихорів;
 d – діаметр поперечного перетину турбулізатору;
 w – швидкість потоку газу.

Частоту вихроутворення обчислюють з виразу (1). 
При постійному числі Sh лінійність характеристики 
перетворення частоти в швидкість зберігається при 
числах Re від 2∙104 до 7∙106.

Використовуючи (1), отримаємо вираз для 
об'ємної витрати газу:

 

  𝑆𝑆𝑆𝑆ℎ =
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑤𝑤𝑤𝑤

≈ 0,2; (1) 

  𝑄𝑄𝑄𝑄𝑤𝑤𝑤𝑤 =
𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑0

4
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆𝑆𝑆ℎ

 ;                                                            (2) 

 

;                       (2)

де: d0 – внутрішній діаметр корпусу витратоміру.
За умовою резонансу fs=fкв (власна частота 

корпусу), що забезпечує амплітудну модуляцію 
частоти вихроутворення fs за амплітудою влас-
них коливань корпусу. Спектр амплітудно-моду-
льованого сигналу коливань корпусу витратоміру 
представлено на рисунку 3. Спектр містить набір 
комбінаційних частот f kf ksêâ � �,( , , ...)1 2  з огина-
ючою у формі резонансної кривої гармонійного 
осцилятора [4].

 

Рис. 3. Спектр амплітудно-імпульсної модуляції

Щільність газу, а, отже, і масову витрату, визна-
чають з формули, що пов'язує різницю частот ∆ƒ 

між власною частотою корпусу порожнього витра-
томіру і частотою корпусу витратоміру з газом зі 
щільністю газу:

�f f f f m m� � � � � �êïâ êïã êïâ ã ì   � �; / ,2       (3)
де: fêïâ , fêïã  – власна частота порожнього 
 корпусу витратоміру і корпусу з газом;
 mì , mã  – маса порожнього корпусу і газу 
 відповідно.

Для циліндрового корпусу заповненого при-
родним газом з робочим тиском Р відношення мас 
(α) дорівнює:

�
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� �
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ì

d Ð
h

0

4
,                          (4)

де: ρãí , ρì  – щільність газу (за нормальних 
 умов) і матеріалу стінки витратоміру;
 h , d0  – товщина стінки і внутрішній 
 діаметр корпусу (рисунок 2); P – тиск газу 
 при подачі в ГПА на КС (відома величина).

Із співвідношень (3) і (4) отримаємо вираз для 
визначення щільності газу за нормальних умов 
і з робочим тиском Р:
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êïâ

 – відносна частота.

Це дозволяє обчислити масову витрату Qì :
Q m Qwì ã� � .                             (6)

Промислові випробування витратоміру про-
водилися на ГПА ГТК 10-2 (КС Дашава УМГ 
«Львівтрансгаз») для оцінки витрати паливного 
газу. Загальний вигляд змонтованого на ГПА 
витратоміру показано на рис. 4. 

Рис. 4. Загальний вигляд витратоміру, 
змонтованого на газоперекачувальному агрегаті 

гТК 10-2

При проведенні вимірювань витримували пря-
молінійність ділянки труби довжиною у десять її 
діаметрів. Внутрішній діаметр корпусу d0 = 50 мм, 
товщина h = 5 мм. Поперечний переріз турбулі-
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затору має вигляд трикутної призми, основа якої 
дорівнює 16 мм, а висота 8 мм.

Швидкість потоку газу при робочому тиску 
в трубі Р ≈ 1,8 МПа  забезпечувала чіткі спек-
тральні викиди при зміні частоти зриву потоку 
доріжки Кармана в діапазоні від 300 Гц до 390 Гц. 
У всьому досліджуваному частотному діапазоні 
сторонні частотні викиди в спектрі пульсації 
тиску не спостерігалися, а були присутні в спектрі 
вібрації на корпусі витратоміра.

Середнє відношення мас газу до мас порож-
нього корпусу складало α = 0,05, власна частота 
корпусу fêïâ  = 15 кГц. Такі дані забезпечували 
інформативну різницю частот ∆ƒ = 750 Гц.

Сумарна похибка кола обчислення об'ємної 
витрати, отримана за методикою [11], стано-

вить ±0,7 % з довірчою ймовірністю 0,95. Коло 
складається з електромагнітного датчика власної 
конструкції, плати АЦП і програми швидкого 
перетворення Фур’є віброакустичного сигналу на 
ПЕОМ. При контрольних вимірах за допомогою 
зразкових приладів похибка по витраті при одно-
разовому вимірі становить: 2,8%. 

Висновки. Результати вимірювання об'ємної 
витрати і масової витрати потоку паливного газу 
запропонованим комбінованим витратоміром узго-
джуються з даними прямого, спеціально організо-
ваного і метрологічно забезпеченого вимірювання 
витрат за перепадами тиску на витратомірній 
шайбі. Рівень похибки одноразового вимірювання 
об'ємних та масових витрат природного газу на КС 
відповідає галузевим нормативним вимогам.
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Prokopenko O.O., Antonenko N.S., Huley O.B. VOrTEX FLOw METEr OF VOLuMETrIC 
AND MASS FLOw rATES OF NATurAL GAS OF THE GAS COMPrESSOr uNIT 
AT THE COMPrESSOr STATION

The article is devoted to the implementation of vortex methods in measuring the flow of natural gas by gas 
compressor units (GCU). The article presents an analysis of the physical mechanisms of vortex formation by 
the flow body in the gas flow and shows the principle of operation of the vortex flowmeter. Conducted literature 
search and analysis of known engineering solutions, examples of implemented vortex flowmeters are discussed 
and the task of improving their metrological characteristics and reliability of operation is grounded. A variant 
of a combined gas flowmeter (volumetric and mass) has been presented, in which the problem of improving the 
metrological characteristics of the measuring system formed by the flow body, vortex formation sensors, gas 
flow and the section of the gas pipeline body is solved at the apparatus level. To estimate gas density, a source 
of shock-impulse load is installed in the design of the measuring section. The source is made in the form of 
an electromagnet rod, the winding of which is supplied with an amplified signal from the output of the vortex 
formation frequency sensor. The rod creates an amplitude-modulated sequence of rectangular mechanical 
shock pulses. The frequency of passage of pulses is equal to the frequency of disruption of vortices. Impacts 
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of the rod cause vibration of the flow meter body. The self-oscillations of this body are evaluated using the 
spectral analysis of the piezoelectric vibration sensor signal. All this makes it possible to more accurately 
estimate the frequency of vortex formation, the natural frequency of oscillations of the body and the gas density. 
The accuracy of measurement of volume and mass flow of gas increases. Due to the controlled interaction of 
these elements, the metrological characteristics of the system (sensitivity, primary signal power, resistance to 
external disturbances) have been improved. The results of practical tests of the flowmeter have been presented, 
confirming the improvement of its metrological characteristics.

Key words: vortex flow meter, turbulizer, Karman vortex track, vibration sensor, frequency, natural gas, 
resonance, flow rate.
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DETErMINING PArAMETErS AND SIMuLATING THE MOVEMENT 
OF THE TEMPErATurE FrONT IN NON-ISOTHErMAL FILTrATION

The dynamics of objects with distributed parameters are described using partial differential equations of the 
parabolic type, which with boundary conditions are mathematical models of many non-stationary nonlinear 
processes. Systems of equations of the parabolic type with the same boundary conditions were used to build 
mathematical models of heat and mass transfer.

The task is set to choose the optimal method of solving this or that field theory problem and the technical 
means of its implementation, taking into account the nonlinearity of real processes.

In the mathematical modeling of complex objects with distributed parameters, methods of discretization 
of the mathematical model by spatio-temporal quantization were used. The mathematical model of objects 
with distributed parameters is represented by systems of ordinary differential (or algebraic) equations, which 
allows them to be modeled on analog and digital computers.

It is assumed that the time of operation of the circulation system is limited by the time of reaching the 
temperature front of the production well. The conducted studies [1] established that the heat inflow from the 
rock massif surrounding the layer in real reservoir conditions does not have a significant effect on the time of 
operation of the circulation system in a constant temperature regime. Therefore, the heat inflow is neglected 
in the calculations. When extracting geothermal energy, pressure filtration takes place, in which the value of μ 
has a value of the order of 10-6 m-2. In this connection, the system enters the stationary mode in a time that is 
small compared to the time of its operation.

A method of modeling the movement of the temperature front using a differential model with transition 
to a finite-difference model is proposed. After calculating the first approximation of the value of the speed of 
movement of cold water, this value was refined using iterations on various parameters of the model.

Key words: mathematical model, temperature front, heat transfer agent.

Modeling the movement of the temperature 
front. If we assume that the temperature of the 
liquid changes in leaps and ranges from Thot  – the 
temperature of hot water to Tcold – the temperature of 
cold water, then the boundary B of the transition from 
one temperature to another is a temperature front. The 
filtration coefficient (in general, it can be piecewise-
constant, that is, depending on the coordinates) 
when passing through the boundary B changes from 
Khot – the filtration coefficient of hot water to Kcold – 
the filtration coefficient of cold water.

The following method of modeling the movement 
of the temperature front is proposed, based on the 
discontinuity of the fluid flow at the boundary B
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�
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.

Taking into account all that was said above and 
considering the power of the layer as a piecewise-
constant quantity, we proceed from the original 
system of differential equations [2, (1)-(2)] to the next 
system of equations
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Let's discretize the system of equations (1) and (2) 
using finite-difference schemes . Then the system of 
equations for node i , j in the finite-difference form 
will have the form:
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Let's enter the scale Í Ê U HÍ� � min , we get
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Kirchhoff's law for node i , j of the resistive grid 
will be written as follows
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From equations (3)-(6), the following expressions 
can be obtained for grid resistances and currents 
simulating fluid flow
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The radial nature of the fluid flow near the wells is 
taken into account by the additional resistance, which 
is determined by by the formula:
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h
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Methodology for modeling the system of equations 
(1)-(2) on we will consider the grid model using the 
example of a five-point model schemes placement 
of wells, and the number of nodes between wells 
is not plays a role to implement the method. Due 
to the symmetry of the problem, 1/8 of the block is 
considered.

Parameters of the movement of the temperature 
front. The determining factor is the speed of water 
running along the main flow line in the direction of 
grid nodes i , j – i +1, j +1 – … – i + n , j + n , etc.). 
The speed of water movement for the specific area 
under consideration is determined by the formula

v
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lphot
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where i , j are the indices of nodal points; �Uhot
i j i j, ; ,� �1 1 –  

potential difference between the corresponding 
nodal points; KH – the scale of the dimensionality of 
the pressure function; l is the distance between the 
corresponding nodal points.

The rate of advance of the temperature front in this area 
is determined by the speed of movement of the coolant
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where f is a coefficient that takes into account the 
decrease in the speed of the temperature front in 
comparison with the hydrodynamic speed of the 
fluid’s movement. Coefficient f is determined by the 
following dependence

f
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Then the time of movement of the temperature 
front along the considered area is determined by the 
formula

t
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v
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speed of water running in the Y direction along 
the entire temperature front formed at the previous 
moment in time is determined by the formulas:

a) if movement in the Y direction starts from a 
nodal point
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where �Uhot
i j i j, ; , �1 is the potential difference between the 

corresponding nodal points, h is the grid step;
b) if the movement of cold water begins between 

nodal points
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where Rcold yi j i j
,

, ; , �� ��1 is the resistance of the section of cold 
water between the corresponding nodal points at the 
previous time point along the Y axis, Ryi j i j, ; , �� ��1 is the 
resistance of the entire water section between the 
corresponding nodal points at the previous time point 
along the Y axis, lcold yi j i j

p,
, ; , �� ��1 is the distance traveled by 

the cold water at the previous time point.
Distances covered by the thermal front in the Y direction 

are determined by speed, taking into account time
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If we l hcold y
i j i j

,
, ; , ,� �1 determine the time when the 

thermal front reaches the point
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The distance traveled on this section is determined as
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etc. Then we form a front of cold water.
According to the configuration of the thermal front 

at the moment of time, the resistances of the electric 
grid in the Y and X directions are determined by the 
formulas:
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where Ryi j i j, ; , +1 and Rxi j i j, ; ,+1 are the supports of the entire 
section between the corresponding nodal points (at the 
moment of time) along the Y and X axes, respectively, 
lcold y
i j i j

p,
, ; , �� �1 is the real distance occupied by cold water 
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due to the configuration of the thermal front, Rcold yi j i j
,

, ; , +1

and Rcold xi j i j
,

, ; ,+1 are the supports of the sections of cold 
water between the corresponding nodal points (at the 
moment of time) along the Y and X axes, respectively, 
lhot y
i j i j

,
, ; , +1 is the distance occupied by hot water between 

the corresponding nodal points (at the moment 
of time) along the Y axis, l h lhot y
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, ; ,�� �1 is the cross section occupied by cold water 

in the section modeled by the considered X resistance 
(at the current moment in time), Fhot xi j i j

,
, ; ,+1 is the cross 

section occupied by hot water in the section simulated 
by the considered X resistance (at the current moment 
in time), F h Fhot x

i j i j
cold x
i j i j

p,
, ; ,

,
, ; , .� �� � � �1 1

The values of the indicated resistances on the 
model are changed.

The speed of water running along the main flow 
line in cold water is calculated according to the 
formula
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where �Ucold
i j i j, ; , *� �� �1 1 is the potential difference between 

the corresponding nodal points.
If the water velocity determined from the cold 

water matches the water velocity determined from the 
hot water, then this is a valid value of the velocity and 
all the data obtained do not need to be adjusted. If the 
values of the velocities determined by hot and cold 
water differ from each other, then there is a certain 
velocity according to the formula
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Then iterations are carried out until complete 
coincidence vcoldi j i j

n

, ; ,� �� �1 1  and vcoldi j i j

n

, ; , *� �� �1 1 , where n is the 
iteration number.

The procedure for carrying out iterations to 
determine the speed of cold water:

1.1. First iteration. Determination of the speed of 
water running along the main flow line.
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2.1. First iteration. Time it takes the water to pass 
the corresponding area.
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3.1. First iteration. Determination of the speed of 
water running in the Y direction.
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3.n. nth iteration
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4.1. First iteration. Determination of the 
distances traveled by the thermal front between the 
corresponding nodal points.
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5.1. First iteration. According to the configuration 
of the thermal water front at the moment of time, the 
supports of the electric grid in the Y and X directions 
are determined.
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6.1. – first iteration. The speed of water running 
along the main current line is recalculated.
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A comparison is made with the speed obtained in 
paragraph 1.1 and, if there is a discrepancy between 
them, the average speed is determined.
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6. n .n is the iteration
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A comparison is made with the speed obtained in 
point 1.n and, if there is a discrepancy between them, 
the average speed is determined.
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Speed value is found as a result of iterations, we 
move on to the next time step.

Conclusions. Differential or finite-difference 
models make it possible to effectively determine the 
parameters of the movement of the temperature front in 
the surrounding rocks with sufficient accuracy. But in 
case of complication of the configuration of the front or 
the area of heat and mass transfer , errors in input data 
and calculations begin to appear, which can significantly 
affect the accuracy of the final result. To reduce such 
errors , the possibility of switching to integro-differential 
or integral models is being considered for the problems 
of modeling the movement of the temperature front.
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Фуртат І.Е., Фуртат ю.О. ВИЗНАЧЕННя ПАРАМЕТРІВ ТА МОдЕлюВАННя РУхУ 
ТЕМПЕРАТУРНОгО ФРОНТУ ПРИ НЕІЗОТЕРМИЧНІй ФІльТРАцІЇ

Описано динаміку об'єктів з розподіленими параметрами з використанням диференціальних рів-
нянь в частинних похідних параболічного типу, які із крайовими умовами є математичними моделями 
багатьох нестаціонарних нелінійних процесів. Використано системи рівнянь параболічного типу з 
такими ж граничними умовами для побудови математичних моделей тепломасопереносу.

Поставлено задачу вибору оптимального методу розв'язку тієї або іншої задачі теорії поля і тех-
нічного засобу її реалізації з врахуванням нелінійності реальних процесів  

При математичному моделюванні складних об'єктів з розподіленими параметрами використано 
методи дискретизації математичної моделі шляхом просторово-тимчасового квантування. Математич-
ної моделі об'єктів з розподіленими параметрами представлено системами звичайних диференціальних 
(або алгебраїчних) рівнянь, що дозволяє моделювати їх на аналогових і цифрових обчислювальних машинах.

Прийнято, що час роботи циркуляційної системи обмежений часом досягнення температурним 
фронтом експлуатаційної свердловини. Проведеними дослідженнями [1] встановлено, що теплопри-
ток від гірського масиву, що оточує шар, у реальних пластових умовах не  виявляє істотного впливу на 
час роботи циркуляційної системи в постійному температурному режимі. Тому в розрахунках тепло-
притоком знехтовано. При добуванні геотермальної енергії має місце напірна фільтрація, при якій 
величина μ має значення порядку 10-6 м-2 . У зв'язку із цим система виходить на стаціонарний режим за 
час, малий в порівнянні з часом її роботи.

Запропоновано метод моделювання руху температурного фронту з використанням диференціаль-
ної моделі з переходом до кінцево-різницевої. Після обчислення першого наближення значення швидко-
сті руху холодної води це значення уточнено з використанням ітерацій по різним параметрам моделі.

Ключові слова: математична модель, температурний фронт, теплоносій.
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ПОТЕНцІОМЕТРІЧНІ дОСлІдЖЕННя РОЗКлАдАННя 
ФОСФОРВМІСНОЇ СИРОВИНИ МІНЕРАльНИМИ КИСлОТАМИ

В науковій роботі розроблені методи дослідження, що мають експрес характер визначення потріб-
них речовин, і забезпечують високу точність і відтворюваність результатів; визначена швидкість 
розкладання апатитового концентрату азотною кислотою в залежності від концентрації, темпера-
тури та часу її протікання; визначені кінетичні і активаційні параметри процесу азотнокислотного 
розкладання апатитового концентрату; досліджена розчинність кальційфосфатів, визначені мож-
ливі прийоми інтенсифікації кислотного розкладання апатитового концентрату; розроблена універ-
сальна схема виробництва складних NPК-добрив з амідним азотом.

Розвиток тукової промисловості характеризується не тільки збільшенням кількості випущених 
добрив, розширенням їх асортименту, але й якісними перетвореннями.

В умовах ринкових відносин необхідне створення гнучкої технології виробництва складних NPК-
добрив, що дозволяє здійснювати випуск різноманітних видів готового продукту з заданими власти-
востями на діючому обладнанні.

Для цього на початковому етапі необхідно відпрацювати технологію одержання складних добрив з 
регульованим складом з урахуванням діючого устаткування цехів з виробництву нітрофоски. Потім, 
при сприятливій матеріальній базі, перейти до створення нових виробництв з урахуванням досягнень 
науки та техніки.

Для реалізації цього напрямку необхідне знання не тільки макрокінетичних закономірностей про-
цесу, а й визначення області протікання реакції, а також встановлення істиною кінетики.

З метою отримання цих відомостей необхідно розробити методи дослідження, що мають екс-
прес характер визначення потрібних речовин, і забезпечують високу точність і відтворюваність 
результатів. Потім, вивчити швидкість розкладання апатитового концентрату азотною кислотою 
в залежності від концентрації, температури та часу її протікання; визначити кінетичні і актива-
ційні параметри процесу азотнокислотного розкладання апатитового концентрату; вивчити роз-
чинність кальційфосфатів, розглянути питання ретроградації фосфору та залежність розчинності 
кальційфосфатів від кислотності середовища; визначити можливі прийоми інтенсифікації кислот-
ного розкладання апатитового концентрату; розробити універсальну схему виробництва складних 
NPК-добрив з регульованим складом.

Розроблено метод диференційованого визначення сильних кислот в їх суміші, в т.ч. в присутності 
іонів кальцію, в середовищі неводного розчинника в поєднанні з оригінальним прийомом посилення сту-
пеня дисоціації фосфорної кислоти – введенням в аналізовану пробу дистильованої води;

За допомогою розроблених потенціометричних методів визначена швидкість розкладання апати-
тового концентрату азотною кислотою в інтервалі температур від 30 до 50°С, концентрації розкла-
дального агента від 0,01 до 1,0 М і середнього розміру часток твердого реагенту від 0,05 до 1,6 мм. 
Встановлено:

− в початковий момент часу – справжня швидкість реакції підпорядковується першому порядку, 
що пояснюється розкладанням мінеральних домішок в апатитовому концентраті;

− через 120с від початку досліду швидкість даної реакції підпорядковується нульовому порядку за 
протоном.

Розрахована і побудована діаграма розчинності кальційфосфатів і складу продукту в залежності 
від кислот, застосовуваних для розкладання, їх комбінацій і співвідношення СаО : Р2О5. 

Вивчення характеру розчинності сполук, що утворюються в процесі протікання реакції між апа-
титовим концентратом і кислотами, співвідношення кальцію до фосфору, кількісного співвідношення 
між кальцієм і сульфат-іоном, що забезпечує зв'язування кальцію в залежності від марки одержува-
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ного добрива показало можливість одержання комплексних мінеральних добрив без виведення з реак-
ційної суміші баластного кальцію.

Досліджено можливість отримання комплексних NРК-добрив з амідним азотом. Показана доціль-
ність введення в нейтралізовану пульпу 60%-вого розчину карбаміду. Показано, що використання кар-
баміду в якості азотовмісного компонента підвищує агрохімічну ефективність і термостабільність 
зразків в порівнянні зі звичайною нітрофоскою, що необхідно в цілях пожежної безпеки при виробни-
цтві продукту.

На підставі проведених досліджень були отримані лабораторні зразки комплексного добрива. 
Фізико-хімічними методами аналізу встановлено, що вміст у них фосфатів в водо- і цитраторозчин-
ній формах добре узгоджується з результатами розрахунків і, отримані зразки добрива не схильні до 
явища дефлаграції.

Ключові слова: потенціометрічні дослідження, фосфоровмісна сировина, мінеральні 
кислоти,інтенсифікація, термостабільність.

Постановка проблеми. В останні роки роз-
виток тукової промисловості характеризується не 
тільки збільшенням кількості вироблених добрив, 
розширенням їх асортименту, але й якісними 
перетвореннями. В області виробництва NРК-
добрив на перший план висуваються проблеми 
підвищення вмісту поживних речовин в готовому 
продукті, поліпшення фізико-хімічних і фізико-
механічних властивостей добрив, розробки гнуч-
кої технології отримання складних добрив на 
основі використання різних способів розкладання 
фосфорвмісної сировини. Альтернатива способів 
одержання складного добрива визначається еко-
номічними показниками та можливістю пристосу-
вання їх до існуючих методів виробництва. Асор-
тимент NРК-добрив буде визначатися багатьма 
факторами: потребою сільського господарства, 
сировинними ресурсами, їх географічним роз-
ташуванням, ступенем економічності та прогре-
сивності того чи іншого технологічного процесу, 
вимогами охорони навколишнього середовища 
від забруднення [1, с. 27].

Оцінюючи перспективи розвитку асортименту 
складних і комплексних добрив, доцільно зупини-
тися на тому, що мінеральні добрива, котрі випус-
каються в даний час, містять поживні речовини 
в формах, обґрунтованих агрохімією та фізіоло-
гією живлення рослин.

Необхідно взяти до уваги той факт, що вна-
слідок ерозії ґрунту щорічно втрачається така 
кількість елементів живлення рослин, яка дорів-
нює річному світовому виробництву мінераль-
них добрив. Тому поряд з розвитком виробництва 
добрив з високим вмістом в них поживних елемен-
тів, особливу увагу слід приділити підвищенню 
ефективності використання добрив. Для забезпе-
чення оптимального розвитку рослин необхідно, 
щоб поживні речовини надходили в рослини 
в достатній кількості з самого початку й протя-
гом усього вегетаційного періоду [2, с. 67]. Тому 

здійснюються численні дослідження зі створення 
широкого асортименту добрив пролонгованої дії.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Проблеми дослідження розкладання фосфоров-
місної сировини мінеральними кислотами та роз-
робка технології одержання концентрованого NРК-
добрива розглядалися у роботах Федюшкін Б. Ф., 
Почиталкина І. А., Кобецької Н. Р. та інших вчених. 
Однак і сьогодні під час проведення експерименту, 
дана проблема викликає багато запитань.

Постановка завдання. Метою дослідження 
є розробка експрес-методу дослідження процесу 
кислотного розкладання апатитового концентрату 
з метою визначення макрокінетичних закономір-
ностей процесу, а також області протікання реак-
ції і встановлення істиною кінетики. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
У процесі одержання фосфорних добрив з вико-
ристанням в якості вихідної фосфатної сировини 
(апатитового концентрату) одним з важливих 
моментів є контроль за його ступенем розкла-
дання, тобто співвідношення масової частки роз-
чинних фосфатів (в перерахунку на Р2О5) до 
їх загальної кількості, що вступила в процес. 
В даний час в літературі досить широко описані 
шляхи розкладання апатитового концентрату, 
в загальному вигляді цей процес описується рів-
нянням хімічної реакції:

Са5(РО4)3F + НАn ↔ СаАn + Н3РО4 + НF
в результаті чого одержують суміш азотної, 

фосфорної та плавикової кислот, що не прореагу-
вали, але повноту протікання реакції оцінюють за 
кількістю утвореної фосфорної кислоти.

Аналітично визначення вищевказаних форм 
фосфату проводиться, як правило, фотометрич-
ним методом, а за ним розраховується ступінь 
розкладання апатитового концентрату. Однак 
фотометричний метод визначення має ряд недо-
ліків: трудомісткий і тривалий у виконанні, не 
враховує ступеня витрати кислоти, взятої на роз-
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кладання мінеральної сировини та вплив домішок 
в реакційній суміші, не передбачає гальмування 
реакції, має досить велику похибку при високих 
ступенях конверсії.

Щоб уникнути зазначених труднощів були 
застосовані потенціометричні методи для 
вивчення процесу кислотного розкладання апа-
титового концентрату. Одним з яких є титро-
метричне визначення в неводному середовищі 
суміші кислот в пульпі, що одержують при кис-
лотному розкладанні апатитового концентрату. 
Даний метод носить експрес-характер визначення, 
дає можливість одержання наочного зображення 
потенціометричних кривих, характерних для тієї 
чи іншої кислот. При титруванні точці еквівалент-
ності кожної кислоти в досліджуваній суміші від-
повідає певне значення pH [3, с. 274].

Іншим потенціометричним методом є визна-
чення досліджуваних іонів за допомогою іоносе-
лективних електродів. Для встановлення залеж-
ності між потенціалом електрода та активністю 
або концентрацією визначуваних іонів будується 
емпірична калібрована крива. Експериментальні 
дані наносяться на папір з напівлогарифмічною 
сіткою, що дозволяє отримати в результаті лінійну 
залежність (Е – lgа) з кутом нахилу, що залежать 
від заряду іона та властивостей електрода. 

Визначення суміші кислот, одержуваної в резуль-
таті кислотного розкладання апатитового концен-
трату, можливо проводити шляхом потенціоме-
тричного автоматичного титрування, що дозволяє 
збільшити точність і скоротити час виконання аналізу. 

Для проведення даного методу аналізу була 
використана автоматична потенціометрична 
установка, що складається з аналітичної чарунки 
з електродами і магнітною мішалкою, іономіру 
І-130, автоматичної бюретки для титрування 
і самописця.

В основу роботи потенціометричної лабо-
раторної установки покладено метод об'ємно-
аналітичного визначення різних речовин з авто-
матичною фіксацією точки кінця титрування.

Процес титрування полягає в наступному: до 
визначеного об'єму аналізованої проби поступово 
додається титрант до тих пір, поки кількість речо-
вин в суміші не досягне еквівалентного співвідно-
шення (кінця точки титрування), що фіксується за 
зміною величини pH розчину. На самописці здій-
снюється запис кривих титрування в диференці-
альній формі, що полегшує знаходження точки 
кінця титрування, таким чином виходить крива 
титрування в координатах об'єм розчину – пока-
зання іономіру.

Принцип автоматичного потенціометричного 
титрування в основі має пропорційність і синх-
ронізацію запису зміни pH зі швидкістю подачі 
титранта та рухом діаграми на самописці [4, с. 208].

При потенціометричному титруванні для вимірю-
вання pH середовища використовується пара елек-
тродів: індикаторний скляний ЕСЛ-43-07 – служить 
для перетворення активності іонів водню водних роз-
чинів в значення електрорушійної сили; допоміжний 
ЕВЛ-1М3.1. – призначений для створення опорного 
потенціалу при роботі в парі з індикаторним електро-
дом. Калібрування електродів перед роботою прово-
диться за стандартними буферним розчинам згідно 
з інструкцією, що додається до приладу.

Методика виконання потенціометричного 
титрування

Перед початком робіт, знімається калібрувальна 
крива для розрахунку коефіцієнта діаграми, з тим, 
щоб використовувати його в подальших розрахун-
ках концентрації кислот, які знаходяться в аналі-
зованій пробі. Для цього в вимірювальну чарунку 
заливається визначена кількість фіксаналу соля-
ної кислоти концентрацією 0,1 Н, яку відтитро-
вують робочим розчином титранту (гідроксиду 
натрію). Коефіцієнт діаграми включає в себе зна-
чення нормальності титранту.

Далі, після визначення коефіцієнта діаграми, 
в вимірювальну комірку вноситься наважка дослі-
джуваних розчинів. В залежності від аналізованої 
проби на бланку діаграми викреслюються криві, 
що містить в собі від одного до трьох різких пере-
ходів pH. Температурна компенсація здійсню-
ється за допомогою автоматичного термокомпен-
сатором марки ТКА-2.

Щоб уникнути утворення градієнтів концен-
трації аналізованої проби або титранту застосо-
вується перемішування за допомогою магнітної 
мішалки.

Методика іонометричного визначення кон-
центрації протону без розділення суміші

В застосовуваному іонометричному методі 
для розшифровки сигналів іоноселективних елек-
тродів використовується градуювальний графік, 
який, відповідно до рівняння Нернста-Тюріна, 
представляє собою залежність величини потен-
ціалу електрода від логарифма активності потен-
ціалоутворюючого іона. Для його побудови були 
виміряні потенціали скляного електрода в рівно-
важних модельних розчинах, що містять іони Н+ 
в кількостях, близьких до тих, які, ймовірно, існу-
ють при азотнокислотному розкладанні апатито-
вого концентрату. Вихідний склад модельних роз-
чинів представлений в табл. 1. 
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Таблиця 1
Склад модельних розчинів для побудови 

градуювального графіка
№ модельного 

розчину 1 2 3 4 5

Вихідні концентрації 
азотної кислоти, моль/л 0,01 0,001 0,05 0,005 0,5

З метою контролю ходу взаємодії апатитового 
концентрату з азотною кислотою в інтервалі тем-
ператур 25-50°С, для скляного електрода були 
побудовані градуювальні залежності при темпера-
турах 25, 30, 35, 40, 45, 50°С. Паралельні вимірю-
вання потенціалів проводилися не менше 5 разів.

Градуювальний графік для Т = 25°С.
У табл. 2 наведені результати вимірювань 

потенціалів іоноселектівних електродів в модель-
них розчинах і розраховані логарифми активнос-
тей потенціаловизначальних іонів.

Таблиця 2
Результати вимірювання потенціалів 

іоноселективних електродів 
(скляний електрод)

№ модельного 
розчину 1 2 3 4 5

Логарифм 
активності, 

lgН+
– 2,01 – 1,64 – 1,37 – 1,06 – 0,46

Середнє 
значення 

потенціалу 
(Е), мВ

0,2952 0,3234 0,3412 0,3644 0,4064

У разі азотнокислотного розкладання фосфат-
ної сировини, скляний електрод реєструє актив-
ність іонів водню в реакційній суміші в процесі 
динамічного переходу системи з простої в складну 
за складом. Іонометричне визначення концентра-
ції протона проводилося при постійній іонній 
силі розчину. Різниця потенціалу, що виникає при 
вимірюванні pH реакційної суміші прямо пропо-
рційна активності іонів водню [5, с. 689].

Роздільне визначення сильних мінеральних 
кислот в їх суміші потенціометричним титру-
ванням

Сутність розробленої методики полягала 
в створенні модельної суміші та визначенні змісту 
кожної речовини, що знаходиться в ній. Наявність 
компонентів в суміші визначалася шляхом розкла-
дання апатитового концентрату.

Моделювання кислотної витяжки здійснюва-
лося приготуванням сумішей азотної та фосфор-
ної, фосфорної та сірчаної, азотної, фосфорної та 
сірчаної кислот різних концентрацій. Після чого, 

отримані суміші відтитровували розчином гідро-
ксиду натрію в водному середовищі.

Визначення водних розчинів суміші сильних 
кислот простим титруванням не представляється 
можливим. У воді азотна кислота дисоціює без 
остачі. Значення константи дисоціації для фос-
форної кислоти за першим ступенем дорівнює 
7,1 ⋅ 10–3, звідси очевидно, що ці кислоти відти-
тровуються спільно, в один стрибок з рівняння:

HNO3 + H3PO4 + NaOH ↔ NaNO3 + NaH2PO4 + 
Константа дисоціації H3PO4 за другим ступенем 

дорівнює 6,2 ⋅ 10–8. Оскільки, співвідношення зна-
чень констант дисоціації між першим і другим сту-
пенями становить більше чотирьох порядків, необ-
хідних для диференційованих стрибків титрування, 
то другий ступінь відтитровують за реакцією:

NaH2PO4 + NaOH ↔ Na2HPO4 + H2O
і буде давати самостійний стрибок.

Одним з можливих шляхів диференційова-
ного визначення концентрації кислот в потенці-
ометричному титруванні є метод заміни розчин-
ника. Експериментально було встановлено, що 
при використанні різних розчинників найкращі 
результати отримані при титруванні в середовищі 
ацетону, діелектрична проникність якого в чотири 
рази менше, ніж у води і становить 20 одиниць.

У середовищі диметилкетону отримали добре 
помітний стрибок титрування, відповідний азотній 
кислоті. Однак, внаслідок зменшення дисоціації 
фосфорної кислоти важко ідентифікувати стрибок, 
відповідний І-му ступеню дисоціації фосфорної 
кислоти, вона дає менш виражений перехід pH. Для 
підвищення роздільної здатності визначення H3PO4, 
застосований метод заміни розчинника, що полягає 
у введенні в аналізовану суміш після повного відти-
трування азотної кислоти деякої кількості води. Цей 
прийом дозволяє підвищити точність визначення за 
рахунок більш різкого стрибка титрування.

При моделюванні азотнокислотної витяжки 
спостерігалися відмінності в результатах титру-
вання, що пояснюється зміною характеру реакції 
нейтралізації зі зростанням значень pH в присут-
ності солей кальцію. Збільшення pH середовища 
супроводжується зменшенням розчинності солей 
кальцію. У початковий момент титрування вза-
ємодія HNO3 і H3PO4 .

2Na2HPO4 + 3Са(NO3)2 ↔ Са3(PO4)2 + 
+ 4NaNO3 + 2НNO3

За реакцією видно, що виділяється вільна 
азотна кислота, яку в свою чергу, відтитрову-
ють спільно з ІІ-м ступенем фосфорної кислоти, 
що є причиною спотворення картини титру-



207

Хімічні технології

вання. Щоб уникнути цього явища, були зроблені 
спроби замаскувати іони кальцію. З цією метою 
в модельну суміш вводили комплексоутворю-
вальну сполуку – сульфат натрію. Експеримен-
тальним методом підібраний дворазовий надли-
шок сульфату натрію по відношенню до нітрату 
кальцію, це дозволило отримати чітко виражені 
переходи pH на потенціограмі.

Оскільки розкладання апатитового концен-
трату можливо здійснювати сумішшю сірчаної та 
фосфорної кислот виникає необхідність їх визна-
чення в суміші. Сірчана кислота є сильною міне-
ральною кислотою, в воді вона за І-м ступенем 
дисоціює без остачі, за ІІ-м ступенем значення 
константи дисоціації дорівнює 1,15 ⋅ 10–2, отже, 
в водному середовищі вона відтитровується в один 
стрибок. Константа дисоціації H3PO4 за першим 
ступенем дорівнює 7,1 ⋅ 10–3, отже при одночасній 
присутності цих кислот в суміші сірчана кислота 
за обома ступенями та фосфорна кислота за І-ми 
ступенем відтитровується в один стрибок, другий 
ступінь H3PO4 відтитровується в другому стрибку, 
що підтверджується експериментально.

Дослідження кінетики розкладання апатито-
вого концентрату іонометричним методом із вико-
ристанням скляного електроду

Початковою стадією одержання складних NРК-
добрив є розкладання фосфорвмісного мінералу 
сильною кислотою. Незважаючи на наявну велику 
промислову практику отримання подібних добрив 
і незліченну кількість робіт, присвячених вивченню 
цієї тематики, питання про основні закономірності 
реакцій, що протікають в процесі переробки апа-
титового концентрату вивчений в недостатній мірі.

У даній роботі було проведено дослідження кіне-
тики азотнокислотного розкладання апатитового 
концентрату. Для підвищення надійності та відтво-
рюваності експериментальних даних за допомогою 
ситового аналізу були виділені 10 монофракцій 
твердого реагенту. Вивчення кінетики розкладання 
апатиту азотною кислотою проводили в реакцій-
ному обсязі 100 мл, маса наважки твердого реагенту 
склала 0,5 г; досліджували процес кислотного роз-
кладання для 7 вихідних концентрацій азотної кис-
лоти в інтервалі температур 30-50°С.

Для топохімічних реакцій, до яких відноситься 
азотнокислотне розкладання апатиту найбільш 
характерною є зовнішньодифузійна область про-
тікання реакції, швидкість якої визначається, 
в основному, дифузією речовини з об’єму рідкого 
реагенту до поверхні часток. Оскільки зазначена 
область протікання реакції є найбільш повільною 
з усіх можливих, то усунення зовнішньодифузій-

ного гальмування необхідно як для інтенсифікації 
промислових процесів, так і для вивчення меха-
нізму взаємодії кислот з твердими реагентами. 
Бажаного результату можна досягти організацією 
в реакційному об’ємі такого гідродинамічного 
режиму (підвищення критерію Рейнольдса), який 
би забезпечив мінімальну різницю концентрацій 
на поверхні частки апатиту і в об’ємі, а також 
мінімальну товщину дифузійного шару. В силу 
вищесказаного, неодмінною умовою для виходу 
в кінетичну область було створення інтенсивного 
перемішування, що забезпечує рівномірне підве-
дення-відведення речовин в реакційному об’ємі.

дослідження залежності розчинності каль-
цій фосфатів від різних факторів

Одним з найпоширеніших джерел фосфору для 
виробництва комплексних NРК-добрив є апатит, 
що містить в своєму складі найбільшу кількість 
цільового компонента з усіх доступних фосфоров-
місних мінералів. Однак, при цьому в його складі 
знаходиться близько 40% кальцію, який в разі неви-
ведення його з системи, є баластом в одержуваному 
добриві. У процесах отримання добрив, що викорис-
товують технології виведення кальцію в вигляді його 
сполук, сумарний вміст поживних речовин (N, Р, К)  
може перевищувати 50%, однак ціна таких добрив 
значна. Добрива, що містять баластовий кальцій, 
набагато дешевші, але сума поживних компонентів 
при цьому, не набагато більше 30%.

Одним з основних завдань при отриманні фос-
форних добрив є переведення фосфатів з фос-
форвмісної сировини в розчинну або цитратно-
розчинну форму. Більшість сполук, що містять 
кальцієві та фосфатні іони малорозчинні або 
нерозчинні у воді. Добуток розчинності моно-
кальційфосфату (Са(Н2РО4)2) дорівнює 1 ⋅ 10–3, 
дикальційфосфату (СаНРО4) – 2,7 ⋅ 10–7, трикаль-
ційфосфату (Са3(РО4)2) – 2,0 ⋅ 10–29.

Розчинність кальційфосфатів має оборотний 
характер і, як для більшості солей, що гідролізу-
ються, залежить від кислотності середовища. Чим 
менше значення константи дисоціації або добуток 
розчинності солі, тим більшою мірою кислотність 
середовища позначається на розчинності солі. 

Крім того, розчинність фосфатів кальцію зале-
жить від співвідношення концентрацій фосфат-
них іонів і іонів кальцію. В трикальційфосфаті 
теоретичне еквівалентне співвідношення Са2+ до 
РО4

3– становить 1,5, а в апатиті – 1,67.
Таким чином, варіюючи кислотністю серед-

овища і концентрацією іонів кальцію в розчині 
можна регулювати частку розчинної частини фос-
фатів (табл. 3).
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Розраховуючи розчинність трикальційфосфату 
для умов амонізації пульпи, отриманої азотно-
кислотним розкладанням апатиту знаходимо, що 
випадання осаду солі спостерігається при рН = 
3,5-3,8. При здійсненні реакції нейтралізації кис-
лотність середовища оцінюють, як правило, за 
значенням pH 10%-вого розчину амонізованої 
пульпи, тобто істинна величина водневого показ-
ника в суміші на одиницю менше. Однією з осно-
вних вимог до добрив є їх кислотно-основна 
нейтральність, тобто значення pH пульпи після 
нейтралізації продуктів кислотного розкладання 
апатиту повинна бути близько семи, на жаль, ця 
умова неможлива через можливість протікання 
реакції ретроградації фосфорних сполук, яка опи-
сується рівнянням:

3Са2+ + 2Н3РО4 +6ОН¯ → Са3(РО4)2 + 6Н2О
Утворення нерозчинних солей можливо в тому 

випадку, якщо вміст утвореного кальційфосфатів 
перевищує їх розчинність [5, с. 723].

Розв’язання цієї нерівності для стехіометрич-
ного співвідношення реагентів і концентрації 
вихідної мінеральної кислоти 1 моль/л дає зна-
чення ступеня розкладання більш 0,99, а при 
застосуванні надлишку кислоти або її більш висо-
кої концентрації, величина X прагне до одиниці. 
Отже, за відсутності зовнішньодифузійних труд-
нощів розкладання апатитового концентрату кон-
центрованими мінеральними кислотами, що не 
утворюють нерозчинних сполук, протікає прак-
тично без остачі в кінетичній області.

Основним напрямом, що дозволяє знизити кис-
лотність готового продукту (підвищити pH серед-
овища на стадії амонізації пульпи) є зменшення 
концентрації іонів кальцію в суспензії після роз-
кладання апатиту. В виробництві нітрофоски 
для досягнення цієї мети іони кальцію зв'язують 
в СаSО4, розчинність якого не залежить від кис-
лотності середовища.

На практиці, для забезпечення рівномірного 
введення аміаку в азотнокислотну витяжку засто-
совують каскад реакторів, в яких відбувається 

поступове збільшення pH середовища до заданого 
значення, що дорівнює 4,5.

Висновки. Розроблено метод диференційова-
ного визначення сильних кислот в їх суміші, в т.ч. 
в присутності іонів кальцію, в середовищі невод-
ного розчинника в поєднанні з оригінальним при-
йомом посилення ступеня дисоціації фосфорної 
кислоти – введенням в аналізовану пробу дисти-
льованої води;

За допомогою розроблених потенціометричних 
методів визначена швидкість розкладання апати-
тового концентрату азотною кислотою в інтервалі 
температур від 30 до 50°С, концентрації розкла-
дального агента від 0,01 до 1,0 М і середнього роз-
міру часток твердого реагенту від 0,05 до 1,6 мм. 
Встановлено:

− в початковий момент часу – справжня 
швидкість реакції підпорядковується першому 
порядку, що пояснюється розкладанням мінераль-
них домішок в апатитовому концентраті;

− через 120с від початку досліду швид-
кість даної реакції підпорядковується нульовому 
порядку за протоном.

Вивчення характеру розчинності сполук, що 
утворюються в процесі протікання реакції між 
апатитовим концентратом і кислотами, спів-
відношення кальцію до фосфору, кількісного 
співвідношення між кальцієм і сульфат-іоном, 
що забезпечує зв'язування кальцію в залеж-
ності від марки одержуваного добрива показало 
можливість одержання комплексних мінераль-
них добрив без виведення з реакційної суміші 
баластного кальцію.

Досліджено можливість отримання комплек-
сних NРК-добрив з амідним азотом. Показана 
доцільність введення в нейтралізовану пульпу 
60%-вого розчину карбаміду. Показано, що вико-
ристання карбаміду в якості 

азотовмісного компонента підвищує агрохі-
мічну ефективність і термостабільність зразків 
в порівнянні зі звичайною нітрофоскою, що необ-
хідно в цілях пожежної безпеки при виробництві 
продукту.

Таблиця 3
Залежність розчинності кальційфосфатів 

від концентрації іонів кальцію та кислотності середовища

рН Значення коефіцієнта а
1,67 1,5 1,0 0,75 0,5 0,25

3,5 1,55 ⋅ 10–2 1,65 ⋅ 10–2 2,12 ⋅ 10–2 2,52 ⋅ 10–2 3,22 ⋅ 10–2 4,88 ⋅ 10–2

4,0 3,9 ⋅ 10–3 4,16 ⋅ 10–3 5,33 ⋅ 10–3 6,34 ⋅ 10–3 8,1 ⋅ 10–3 1,22 ⋅ 10–2

4,5 9,78 ⋅ 10–4 1,05 ⋅ 10–3 1,34 ⋅ 10–3 1,59 ⋅ 10–3 2,03 ⋅ 10–3 3,08 ⋅ 10–2

5,0 2,45 ⋅ 10–4 2,04 ⋅ 10–3 3,36 ⋅ 10–3 4,0 ⋅ 10–3 5,1 ⋅ 10–3 7,73 ⋅ 10–2



209

Хімічні технології

Список літератури:
1. Технология фосфорных и комплексных удобрений / М. В. Андреев, А. А. Бродский, Ю. А. Забеле-

шинский [и др.]; под ред. С. Д. Эвенчика. М.: Химия, 1987. 496 с. 
2. Позин М. Е. Технология минеральных солей (удобрений, пестицидов, промышленных солей, окис-

лов и кислот). Ч. 2. / М. Е. Позин. Л.: Химия, 1974. 768 с. 
3. Эвенчик С. Д., Бродский А. А. Технология фосфорных и комплексных удобрений: учеб. Пособие. 

М.: Химия, 1987. 464 с.
4. Кочетков В.Н. Фосфоросодержащие удобрения. Справочник / В.Н. Кочетков. М.: Химия, 1982. 400 с. 
5. Постников Н. Н. Термическая фосфорна кислота, соли и удобрения на ее основе / Н. Н. Постников. 

Л.: Химия, 1970. 1555 с. 

Zolotarova O.V. POTENTIOMETrIC STuDIES OF THE DECOMPOSITION 
OF PHOSPHOruS-CONTAINING MATErIALS BY MINErAL ACIDS

Research methods have been developed in the scientific work, which have an express nature of determining 
the necessary substances, and ensure high accuracy and reproducibility of the results; the rate of decomposition 
of apatite concentrate by nitric acid was determined, depending on the concentration, temperature and time 
of its flow; determined kinetic and activation parameters of the process of nitric acid decomposition of apatite 
concentrate; the solubility of calcium phosphates was studied, possible methods of intensification of acid 
decomposition of apatite concentrate were determined; a universal scheme for the production of complex 
NPK-fertilizers with amide nitrogen was developed.

The development of the fertilizer industry is characterized not only by an increase in the quantity of released 
fertilizers, an expansion of their assortment, but also by qualitative transformations.

In the conditions of market relations, it is necessary to create a flexible technology for the production of 
complex NPK-fertilizers, which allows the production of various types of finished products with specified 
properties on existing equipment.

For this, at the initial stage, it is necessary to work out the technology of obtaining complex fertilizers with 
an adjustable composition, taking into account the existing equipment of workshops for the production of 
nitrophosphate. Then, with a favorable material base, it is important to turn to the creation of new industries 
taking into account the achievements of science and technology.

In order to implement this direction, it is necessary to know not only the macrokinetic patterns of the 
process, but also the determination of the reaction area, as well as establishing the truth of the kinetics.

For obtaining this information, it is necessary to develop research methods that have an express nature of 
determining the necessary substances and ensure high accuracy and reproducibility of the results. Then, it is 
crucial to study the rate of decomposition of apatite concentrate by nitric acid depending on the concentration, 
temperature and time of its flow; to determine the kinetic and activation parameters of the process of nitric acid 
decomposition of apatite concentrate; to study the solubility of calcium phosphates, to consider the issue of 
retrogradation of phosphorus and the dependence of the solubility of calcium phosphates on the acidity of the 
environment; to determine possible methods of intensification of acid decomposition of apatite concentrate; 
to develop a universal scheme for the production of complex NPK-fertilizers with an adjustable composition.

A method of differential determination of strong acids in their mixture was developed, including in the presence 
of calcium ions, in the medium of a non-aqueous solvent in combination with the original technique of increasing 
the degree of dissociation of phosphoric acid, i.e. the introduction of distilled water into the analyzed sample.

Using the developed potentiometric methods, the rate of decomposition of apatite concentrate by nitric acid 
was determined in the temperature range from 30 to 50°С, the concentration of the decomposing agent from 
0.01 to 1.0 M, and the average particle size of the solid reagent from 0.05 to 1.6 mm. It is installed:

– at the initial moment of time - the true reaction rate is subject to the first order, which is explained by the 
decomposition of mineral impurities in the apatite concentrate;

– after 120s from the beginning of the experiment, the rate of this reaction is subject to the zero order of 
the proton.

A diagram of the solubility of calcium phosphates and the composition of the product depending on the 
acids used for decomposition, their combinations and ratio CaO : P2O5 was calculated and constructed.

The study of the nature of the solubility of compounds formed during the reaction between apatite concentrate 
and acids, the ratio of calcium to phosphorus, the quantitative ratio between calcium and sulfate ion, which 
ensures the binding of calcium depending on the brand of the received fertilizer, showed the possibility of 
obtaining complex mineral fertilizers without removal of ballast calcium from the reaction mixture.

The possibility of obtaining complex NRK-fertilizers with amide nitrogen was investigated. The expediency 
of introducing a 60% urea solution into the neutralized pulp was shown. It was shown that the use of urea 
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as nitrogen-containing component increases the agrochemical efficiency and thermal stability of the samples 
in comparison with the usual nitrophosphate, which is necessary for the purposes of fire safety during the 
production of the product.

On the basis of the conducted research, laboratory samples of complex fertilizer were obtained. Physico-
chemical methods of analysis established that the content of phosphates in water- and citrate-soluble forms 
is in good agreement with the results of calculations, and the obtained fertilizer samples are not prone to the 
phenomenon of deflagration.

Key words: potentiometric studies, phosphorus-containing materials, mineral acids, intensification, 
thermal stability.
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OPTIMIZATION OF THE GASIFICATION PrOCESS 
OF LOw-METAMOrPHOSED COAL: rEGrESSION ANALYSIS

In recent decades, global changes in the world's natural environment have become a significant restraining 
factor in the development of society, which requires the development of scientific approaches to reducing the 
negative technogenic impact on the environment. The need to establish a balance between meeting the modern 
needs of humanity and protecting the interests of future generations requires the harmony between social, 
economic, and ecological components of the transformation of society. In European countries, particularly 
in Ukraine, environmental risks are mainly caused by the industrial sector. The production activity of coal 
industry enterprises leads to a significant territorial deterioration of the environment. Therefore, increasing 
environmental safety in the direction of energy development of Ukraine is relevant, has practical significance, 
and involves research on the creation of ecological methods of thermochemical processing of substandard 
carbon-containing raw materials.

The article provides a comprehensive analysis of the gasification process of a solid product obtained by 
the thermolysis of low-metamorphosed coal. The article's main goal is to optimize the gasification process 
parameters depending on the intended use of the obtained gas, using regression analysis. To solve this problem 
and explore different approaches to its solution, the latest research and publications in this field were analyzed.

The article presents the obtained regression equations for determining the degree of influence of various 
technological conditions on the final parameters of the gasification process. Each regression equation is 
presented as a graph that provides a visual representation of the data and makes it easier for readers to 
understand the relationships between variables.

The unsolved parts of the general problem, which are investigated in the article, are shown. The challenges 
and limitations of current approaches are reviewed and future directions for research in this area are outlined.

The authors' detailed analysis and approach to solving the problem make this article a valuable scientific 
resource for scientists and energy specialists and can serve as a basis for further research on the parameters 
of the gasification process depending on the intended use of the obtained gas.

Key words: gasification, thermolysis, low-metamorphosed coal, optimization, process conditions, regression 
equations, energy industry.

Formulation of the problem. The problem of 
optimizing the gasification process of solid products 
from the thermolysis of low-metamorphosed coal 
is a crucial challenge in the energy industry. The 
production of gas, which can be used for various 
purposes such as energy production, methanol 
production, or other chemical processes, requires 
precise control of process conditions. These 
conditions, such as air and steam consumption, the 
temperature in the reaction zone, and the residence 
time of the material, have a significant impact on the 
yield and composition of the resulting gas. The article 
aims to present regression equations that capture 
the relationship between process conditions and the 
final parameters of the gasification process, as well 
as to provide insights into how these parameters can 
be optimized for different uses of the resulting gas 

through graphs that demonstrate the degree of the 
process conditions' influence. This research provides 
a valuable contribution to the scientific and practical 
tasks of improving the efficiency and sustainability 
of energy production through the gasification process 
of solid products from the thermolysis of low-
metamorphosed coal.

An analysis of the latest research and 
publications. Research, modernization, and 
improvement of the processes of gasification of 
carbon-containing raw materials to increase their 
energy efficiency is an urgent task for the development 
of Ukrainian industry. The importance of this 
problem is emphasized in many other publications 
[1–2, 4–6]. However, there are still certain difficulties 
in the development of modern technologies, namely 
their large volume, and cost. The current direction of 
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research in this field is aimed at reducing their volume 
and costs. The use of mathematical modeling allows 
you to implement this approach, choose and make a 
choice of rational process parameters.

Formulation of the goals of the article. The 
article aims to present the regression equations for the 
gasification process of the solid product of thermolysis 
of low-metamorphosed coal and to analyze the effect 
of process parameters (air consumption, steam 
consumption, temperature, residence time) on the 
yields of various gases (methane, carbon dioxide, 
hydrogen, carbon monoxide, nitrogen, oxygen) 
as well as the final parameters of the process (dry 
gas yield, humidity, net calorific value, density, the 
conversion rate of carbon, the conversion rate of 
steam). The article also aims to provide insights on 
how to optimize these parameters to achieve the best 
gas for different purposes (methanol production, 
energy industry).

Outline of the main research material. Table 1 
provides technological parameters and results of  
20 laboratory experiments on the gasification of the 

solid product of thermolysis of low-metamorphosed 
coal carried out by the authors, where х1 is air 
consumption, l/100g of the solid product, х2 is steam 
consumption, g/100g of the solid product, х3 is the 
temperature in the reaction zone, ° С, х4 – residence 
time of the material in the reaction zone, min.

Data analysis in the Minitab® software yielded 
the following regression equations describing the 
available data.

Composition of dry gas:
• Methane

CH4 = 6,35 – 0,017х1 – 0,01х2 – 0,005х4 
+0,000015х12

 
Fig. 1. Influence of initial parameters on methane yield

Table 1
Technological 

factors of the process Composition of dry gas, % vol Dry gas properties Conversion 
rate, %
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Y
ie

ld
, m

3 /k
g 

se
m

i-c
ok

e

H
um

id
ity

, 
g/

m
3

N
et

 c
al

or
ifi

c 
va

lu
e,

 M
J/

m
³

D
en

si
ty

, g
/m

3

C
ar

bo
n

St
ea

m

1 500 80 1000 60 0,5 11,7 12,3 18,0 51,7 1,1 4,21 138 3,6 1198 95,8 25,0
2 300 80 1000 60 1,4 10,3 12,8 21,4 50,9 0,4 4,71 134 4,9 1043 96,4 21,8
3 500 60 1000 60 0,7 13,9 15,8 16,0 54,6 1,6 4,09 67 3,8 1236 91,2 44,5
4 300 60 1000 60 1,7 11,1 16,4 20,4 56,5 0,8 4,44 70 4,8 1130 99,3 40,1
5 500 80 800 60 0,5 11,5 16,4 17,9 56,4 1,1 4,73 98 4,1 1140 101,1 42,9
6 300 80 800 60 1,4 11,5 16,1 20,5 51,8 0,7 4,65 132 5,2 1086 92,0 29,8
7 500 60 800 60 0,7 16,2 17,2 14,4 50,2 1,4 4,18 65 4,1 1107 88,9 48,3
8 300 60 800 60 1,6 11,5 15,2 18,5 47,9 0,4 4,93 65 4,8 1093 96,7 51,6
9 500 80 1000 40 0,5 13,1 13,7 16,5 56,8 1,5 4,19 156 3,7 1151 93,4 23,3

10 300 80 1000 40 1,6 10,9 12,6 19,7 55,0 0,1 3,92 157 4,8 1186 100,3 17,9
11 500 60 1000 40 0,8 14,8 14,1 12,5 52,8 0,9 4,24 80 3,3 1265 89,5 33,4
12 300 60 1000 40 1,9 11,9 13,4 15,6 49,7 0,9 4,38 96 4,3 1066 80,3 34,3
13 500 80 800 40 0,6 16,7 13,8 14,6 52,8 1,6 4,47 130 3,5 1292 95,6 27,4
14 300 80 800 40 1,6 14,0 15,0 15,3 54,4 0,1 4,68 121 3,9 1279 91,5 29,3
15 500 60 800 40 0,8 16,6 14,9 10,6 50,9 1,1 4,31 76 3,2 1076 83,3 39,0
16 300 60 800 40 1,9 14,3 13,9 14,1 49,4 0,5 4,02 83 4,0 1061 90,9 42,3
17 400 70 900 50 1,0 14,2 14,2 14,7 52,7 1,0 4,26 126 3,9 1206 77,5 21,4
18 400 70 900 50 1,2 14,0 12,2 16,6 52,4 1,1 3,76 138 4,1 1267 88,4 17,2
19 400 70 900 50 0,9 14,2 12,1 14,4 60,2 1,1 4,45 134 3,8 1168 86,3 20,4
20 400 70 900 50 0,9 14,4 12,8 13,9 52,3 1,3 3,91 123 3,7 1235 82,5 19,5
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Analyzing the equation and Fig. 1 we can see 
that air consumption (x1) has a negative linear effect 
and a positive quadratic effect on the methane yield. 
An increase in air consumption will reduce the 
methane yield, but the effect becomes weaker as air 
consumption increases.

Steam consumption (x2) also has a negative 
linear effect on methane yield. An increase in steam 
consumption will reduce the methane yield.

The temperature in the reaction zone (x3) does not 
affect the methane yield.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a negative linear effect on methane 
yield. An increase in residence time will reduce the 
methane yield.

• Carbon dioxide
СО2 = -8,49 + 0,1806х1 - 0,0688х2 – 0,00712х3 – 

0,0787х4 – 0,000209х12

 
Fig. 2. Influence of initial parameters on the yield  

of carbon dioxide

Looking at the equation and Fig. 2 it is clear that 
air consumption (x1) has a positive linear effect and a 
negative quadratic effect on the carbon dioxide yield. 
An increase in air consumption will increase the 
carbon dioxide yield, but the effect becomes weaker 
as air consumption increases.

Steam consumption (x2) has a negative linear 
effect on carbon dioxide yield. An increase in steam 
consumption will reduce the carbon dioxide yield.

The temperature in the reaction zone (x3) has 
a negative linear effect on carbon dioxide yield. 
An increase in temperature will reduce the carbon 
dioxide yield.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a negative linear effect on carbon 
dioxide yield. An increase in residence time will 
reduce the carbon dioxide yield.

• Hydrogen
Н2 = 43,62 – 0,1278х1 -0,05063х2 – 0,004062х3 

+0,03562х4 +0,000161х12

 

Fig. 3. Influence of initial parameters  
on hydrogen yield

Judging from the equation model for hydrogen 
and Fig.1 we can see that air consumption (x1) has a 
negative linear effect and a positive quadratic effect 
on the hydrogen yield. An increase in air consumption 
will reduce the hydrogen yield, but the effect becomes 
weaker as air consumption increases. Change in air 
consumption almost does not impact hydrogen yield.

Steam consumption (x2) has a negative linear 
effect on hydrogen yield. An increase in steam 
consumption will reduce the hydrogen yield.

The temperature in the reaction zone (x3) has a 
negative linear effect on hydrogen yield. An increase 
in temperature will reduce the hydrogen yield.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a positive linear effect on hydrogen 
yield. An increase in residence time will increase the 
hydrogen yield.

• Carbon monoxide
CO = 20,76 – 0,1564х1 + 0,1238х2 + 0,01363х3 + 

0,1562х4 + 0,000174х12

 

Fig. 4. Influence of initial parameters on the output  
of carbon monoxide

By looking at the equation and Fig. 4 we can 
say that air consumption (x1) has a negative linear 
effect and a positive quadratic effect on the carbon 
monoxide yield. An increase in air consumption will 
reduce the carbon monoxide yield, but the effect 
becomes weaker as air consumption increases.

Steam consumption (x2) has a positive linear 
effect on carbon monoxide yield. An increase in steam 
consumption will increase the carbon monoxide yield.

The temperature in the reaction zone (x3) has a 
positive linear effect on carbon monoxide yield. 
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An increase in temperature will increase the carbon 
monoxide yield.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a positive linear effect on carbon 
monoxide yield. An increase in residence time will 
increase the carbon monoxide yield.

The influence of parameters fluctuates from 17% 
(steam consumption) to 32% (air consumption).

• Nitrogen
N2 = 40,35 + 0,0981х1 -0,1125х4-0,000117х12

 
Fig. 5. Influence of initial parameters on nitrogen yield

From the equation and Fig. 5, we can see that 
Air consumption (x1) has a positive linear effect 
and a negative quadratic effect on the nitrogen yield. 
An increase in air consumption will increase the 
nitrogen yield, but the effect becomes weaker as air 
consumption increases.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a negative linear effect on nitrogen 
yield. An increase in residence time will reduce the 
nitrogen yield. 

The residence time has the most impact on 
the nitrogen yield and steam consumption with 
temperature does not impact it at all.

• Oxygen
О2 = -3,70 + 0,0208х1 - 0,00750х2 + 0,000125х3 

+ 0,00625x4 - 0,000021х12

Looking at this equation we can say that air 
consumption (x1) has a positive linear effect and 
a negative quadratic effect on the oxygen yield. 
An increase in air consumption will increase the 
oxygen yield, but the effect becomes weaker as air 
consumption increases.

Steam consumption (x2) has a negative linear effect 
on oxygen yield. An increase in steam consumption 
will reduce the oxygen yield.

The temperature in the reaction zone (x3) has a 
positive linear effect on oxygen yield. An increase in 
temperature will increase the oxygen yield.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a positive linear effect on oxygen 
yield. An increase in residence time will increase the 
oxygen yield.

Dry gas properties:
• Yield, m3/kg semi-coke
Yield = 6,06 -0,02534х1 +0,0525х2 +0,00295х3 

+0,00719х4 +0,000032х12 -0,000057х2х3

 
Fig. 6. Influence of initial parameters on the yield  

of dry gas, m3/kg semi-coke

Fig. 6 shows that the dry gas yield is most affected 
by the temperature in the reaction zone (25%) and the 
Residence time of the material in the reaction zone (15%).

The corresponding equation shows that air 
consumption (x1) has a negative linear effect and 
a positive quadratic effect on the dry gas yield. 
An increase in air consumption will reduce the 
dry gas yield, but the effect becomes weaker as air 
consumption increases.

Steam consumption (x2) has a positive linear effect 
on dry gas yield. An increase in steam consumption 
will increase the dry gas yield.

The temperature in the reaction zone (x3) has a 
positive linear effect on dry gas yield. An increase in 
temperature will increase the dry gas yield.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a positive linear effect on dry gas yield. 
An increase in residence time will increase the dry 
gas yield.

The interaction between steam consumption 
(x2) and temperature in the reaction zone (x3) has 
a negative linear effect on dry gas yield. The effect 
of temperature on dry gas yield is weaker as steam 
consumption increases.

• Humidity, g/m3

Humidity = -340 + 2,519х1 - 1,11х2 – 0,196х3 – 
0,681х4 – 0,003169х12 + 0,00419х2х3

 
Fig. 7. Influence of initial parameters on gas humidity, g/m3

Fig. 7 shows that the gas humidity is most 
influenced by the Steam consumption (65%), the 
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temperature in the reaction zone slightly affects (7%), 
and the other parameters practically do not affect the 
gas humidity (<5%).

From the equation, we can conclude that Air 
consumption (x1) has a positive linear effect and 
a negative quadratic effect on the humidity in the 
resulting gas. An increase in air consumption will 
increase the humidity in the resulting gas, but the 
effect becomes weaker as air consumption increases.

Steam consumption (x2) has a negative linear 
effect on the humidity in the resulting gas. An increase 
in steam consumption will decrease the humidity in 
the resulting gas.

The temperature in the reaction zone (x3) has a 
negative linear effect on the humidity in the resulting 
gas. An increase in temperature will decrease the 
humidity in the resulting gas.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a negative linear effect on the humidity 
in the resulting gas. An increase in residence time will 
decrease the humidity in the resulting gas.

The interaction between steam consumption 
(x2) and temperature in the reaction zone (x3) has a 
positive linear effect on the humidity in the resulting 
gas. The effect of temperature on the humidity in 
the resulting gas is stronger as steam consumption 
increases.

• Net calorific value, MJ/m³
NHV = 8,987 – 0,03487х1 + 0,00625х2 + 0,001х3 

+ 0,0225х4 + 0,000039х12

 
Fig. 8. Influence of initial parameters on the net 

calorific value, kcal/m3

Fig. 8 shows that the lower calorific value is most 
affected by air consumption (60%), the residence 
time of the raw material in the reaction zone affects 
it less (21%) and the other parameters practically do 
not affect it (<5%).

From the equation, we can see that air 
consumption (x1) has a negative linear effect and a 
positive quadratic effect on the net calorific value of 
the resulting gas. An increase in air consumption will 
decrease the net calorific value of the resulting gas, 
but the effect becomes weaker as air consumption 
increases.

Steam consumption (x2) has a positive linear 
effect on the net calorific value of the resulting gas. 
An increase in steam consumption will increase the 
net calorific value of the resulting gas.

The temperature in the reaction zone (x3) has a 
positive linear effect on the net calorific value of the 
resulting gas. An increase in temperature will increase 
the net calorific value of the resulting gas.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a positive linear effect on the net 
calorific value of the resulting gas. An increase in 
residence time will increase the net calorific value of 
the resulting gas.

• Density, g/m3

Density = 637,9 + 2,923x1 - 0,0025x3 + 0,125x2 
- 0,937x4 - 0,003500х12

We can see that the density of the resulting gas is 
positively influenced by air consumption (x1), and 
negatively influenced by temperature (x3) and steam 
consumption (x2) in the reaction zone. The density 
also decreases with increased residence time (x4) in the 
reaction zone. The effect of air consumption (x1) on 
the density of the resulting gas is more significant as it 
is multiplied by a higher coefficient (2.923) compared 
to temperature (x3) and steam consumption (x2).

Conversion rate, %:
• Carbon
CarbConvRate = 162,67 - 0,4995x1 - 0,001500x3 

+ 0,15000x2 + 0,36500x4 + 0,000597х12

 
Fig. 9. Influence of initial parameters on the degree  

of carbon conversion, %

Fig. 9 shows that the lower calorific value is most 
affected by the residence time of the raw material in the 
reaction zone (48%), air consumption (17%) and steam 
consumption (8%) affect it less, the temperature in the 
reaction zone practically does not affect it (< 1%).

From the equation, we can conclude an increase 
in air consumption (x1) leads to a decrease in the 
conversion rate of carbon. This can be seen by the 
negative coefficient of -0,4995 associated with x1.

An increase in steam consumption (x2) leads to 
an increase in the conversion rate of the carbon, as 
seen by the positive coefficient of 0.15000 associated 
with x2.
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The temperature in the reaction zone (x3) has 
a negative effect on the conversion rate of the 
carbon. A higher temperature leads to a decrease 
in the conversion rate, as indicated by the negative 
coefficient of -0.001500 associated with x3.

The residence time of the material in the reaction 
zone (x4) has a positive effect on the conversion 
rate of the carbon, which can be seen by the positive 
coefficient of 0.36500 associated with x4.

The influence of the square of air consumption 
(x1^2) on the conversion rate of carbon is not 
straightforward. The coefficient of 0.000597 
associated with x1^2 suggests that the effect of x1 on 
the conversion rate is not linear, and further analysis 
may be needed to determine the specific relationship.

● Steam
SteamConvRate = 335,3-1,221х1 – 0,7625х2 – 

0,04150х3 + 0,3512х4 + 0,001538 х12

 
Fig. 10. Influence of initial parameters on the degree  

of steam conversion, %

Fig. 10 shows that the lower calorific value is most 
affected by steam consumption (42%), the temperature 
in the reaction zone and the residence time of the raw 
material in the reaction zone affect it less, and the air 
consumption practically does not affect it (<1%).

The equation shows that increasing air consumption 
(x1) results in a decrease in the conversion rate of 
steam while increasing steam consumption (x2) leads 
to a further decrease in the conversion rate.

The higher temperature in the reaction zone (x3) 
has a negative effect on the conversion rate, while the 
longer residence time of the material in the reaction 
zone (x4) leads to an increase in the conversion rate.

The influence of the square of air consumption 
(x1^2) on the conversion rate is positive.

Conclusions. An analysis of the obtained 
regression equations shows that with an increase in 
airflow, the methane content will decrease, the amount 
of carbon dioxide will increase, and the content of 
nitrogen and unreacted oxygen will increase.

An increase in steam consumption entails a 
decrease in the methane content in the final gas 
since methane is formed during gasification by 
thermochemical transformations of raw materials 
without the participation of a blast.

The amount of carbon dioxide and hydrogen also 
decreases, which is explained by a decrease in the 
conversion of water vapor due to its excess, in contrast 
to carbon monoxide, the content of which increases. 
The decrease in water vapor conversion also explains 
the increase in the humidity of the resulting gas.

Increasing the temperature in the reaction zone 
promotes the reactions:

С + H2O → CO + H2

C + 2 H2O → CO2 + H2

C + CO2 → 2CO,
the result is a decrease in the percentage of 

carbon dioxide and hydrogen, with an increase in the 
proportion of carbon monoxide.

Increasing the residence time of the raw material 
in the reaction zone increases the proportion of 
hydrogen and carbon monoxide in the generator gas, 
and reduces the proportion of carbon dioxide. And 
since it is the reactions of obtaining CO and H2 that 
are characterized by the highest volumetric yield 
per unit mass of raw materials, the percentage of 
ballast nitrogen in the gas obtained after gasification 
decreases, the lower calorific value and the degree of 
conversion of carbon and hydrogen increase.

The regression equations obtained as a result of 
calculations show a complex dependence of the 
parameters of the produced gas and the conditions 
for carrying out the gasification process. This leads 
to the impossibility of choosing the ideal reaction 
parameters for all cases of using the generator gas. 
For example, to achieve the best gas for the energy 
industry, the parameters must be optimized to 
maximize the net calorific value and minimize the 
humidity of the resulting gas, while maintaining a 
high conversion rate of carbon and steam. Some steps 
that can be taken to achieve these goals are:

Increase the temperature in the reaction zone, as 
this has a positive impact on the net calorific value and 
a negative impact on the humidity of the resulting gas.

Decrease air consumption, as this has a positive 
impact on the net calorific value and a negative impact 
on the humidity of the resulting gas.

Increase steam consumption, as this has a positive 
impact on the net calorific value and a negative impact 
on the humidity of the resulting gas.

Adjust the residence time of the material in the 
reaction zone to optimize the net calorific value while 
maintaining a low humidity and a high conversion 
rate of carbon and steam.

To achieve the best gas for methanol production, 
the parameters must be optimized to maximize the 
hydrogen and carbon monoxide yields and minimize the 
carbon dioxide and nitrogen yields, while maintaining 
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a high conversion rate of carbon and steam. Some steps 
that can be taken to achieve these goals are:

Increase the temperature in the reaction zone, as this 
has a positive impact on the carbon monoxide yield 
and a negative impact on the carbon dioxide yield.

Decrease air consumption, as this has a negative 
impact on the methane and hydrogen yields, and a 
positive impact on the carbon monoxide yield.

Increase steam consumption, as this has a positive 
impact on the hydrogen yield and a negative impact 
on the carbon dioxide yield.

Adjust the residence time of the material in the 
reaction zone to optimize the yield of the desired 
gases while maintaining a high conversion rate of 
carbon and steam.

The method for determining the optimal 
technological parameters of the process of gasification 

of a solid thermolysis product based on the theory of 
multicriteria vector optimization is described by the 
authors in [3, 97-100].

As a result of the work carried out in the course of 
this article, regression equations for the gasification 
process were derived that are as close as possible to 
the process, without crossing the “overfitting” line, 
which occurs when the equation is overcomplicated 
in an effort to fit all the data for a perfect match. 
The resulting equations are easily analyzed, which 
simplifies the work with them. The article also presents 
graphs for each regression equation on the degree 
of influence on the final parameters of the process 
conditions, which makes it possible to understand the 
change in which specific technological factors will 
give the greatest result.
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Кутовий д.С., Казаков В.В. ОПТИМІЗАцІя ПРОцЕСУ гАЗИФІКАцІЇ 
МАлОМЕТАМОРФІЗОВАНОгО ВУгІлля: РЕгРЕСІйНИй АНАлІЗ

У останні десятиліття глобальні зміни навколишнього природного середовища світу стали сут-
тєвим стримуючим фактором розвитку суспільства, що потребує розроблення наукових підходів до 
зменшення негативного техногенного впливу на екологію. Необхідність встановлення балансу між 
задоволенням сучасних потреб людства і захистом інтересів майбутніх поколінь передбачає гар-
монізацію соціальних, економічних та екологічних складових трансформації суспільства. У країнах 
Європи, зокрема в Україні, екологічні ризики переважно спричинені промисловим сектором. Виробнича 
діяльність підприємств вугільної галузі призводить до значного територіального погіршення стану 
довкілля. Отже, підвищення екологічної безпеки у напряму енергетичного розвитку України є акту-
альною, має практичне значення та передбачає проведення досліджень щодо створення екологічних 
способів термохімічного перероблення некондиційної вуглецевмісної сировини.

У статті проведено комплексний аналіз процесу газифікації твердого продукту, отриманого тер-
молізом малометаморфізованого вугілля. Основною метою статті є оптимізація параметрів процесу 
газифікації в залежності від цільового використання отриманого газу шляхом використання регресій-
ного аналізу. Для вирішення цієї проблеми та дослідження різних підходів до її вирішення проаналізо-
вано останні дослідження та публікації в цій галузі.

У статті наведено рівняння регресії, які були виведені для визначення ступеня впливу різних умов 
процесу на кінцеві параметри процесу газифікації. Графічно охарактеризовано кожне рівняння регре-
сії, надаючи візуальне представлення даних і полегшуючи читачам розуміння зв’язків між змінними.
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Показано невирішені частини загальної проблеми, які досліджуються в статті. Розглянуто про-
блеми та обмеження поточних підходів і окреслюють майбутні напрямки досліджень у цій галузі.

Детальний аналіз та підхід авторів до вирішення проблеми роблять цю статтю цінним науковим 
ресурсом для науковців та фахівців енергетики та може слугувати підґрунтям для подальших дослі-
джень щодо параметрів процесу газифікації в залежності від цільового використання отриманого газу.

Ключові слова: газифікація, термоліз, малометаморфізоване вугілля, оптимізація, умови процесу, 
рівняння регресії, енергетика.
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АСПЕКТИ ВИгОТОВлЕННя СТРУМОПРОВІдНИх 
ПОлІМЕРНИх КОМПОЗИТІВ

Дана стаття розглядає питання створення термостійких силоксанграфітових електропровідних 
композиційних матеріалів з регульованими електричними властивостями. Що можуть використо-
вуватися в якості обігрівачів в приміщеннях різного призначення, обігріву взуття, протибурулькоий 
засіб на дахах будівель. В статті представлені результати створення та дослідження термостійких 
електропровідних систем поліорганосилоксан-графіт, та поліорганосилоксан – терморозширений гра-
фіт (ПОС – ТРГ). Запропоновані технологічні схеми виготовлення композиційних матеріалів на основі 
даних систем у вигляді як покриттів так і об’ємних композитів в широких межах варіювання стру-
мопровідного наповнювача. Що включає поєднання наступних операцій: механоактивацію композицій, 
доведення до певної концентрації, нанесення та формування покриття при нормальних умовах та їх 
послідуюча термообробка. При виготовленні об’ємних зразків необхідно виконати наступні кроки: про-
сочення ТРГ розчином ПОС, визрівання та термообробка композиції, формування заготовки методом 
пресування та послідуюча термообробка композитів. Встановлені перколяційні пороги для даних сис-
тем, так для систем поліорганосилоксан-графіт не залежно від виду кремнійорганічного зв’язуючого 
він знаходиться в межах приблизно 30-35 мас.% графіту. Для об’ємних композитів на основі системи 
ПОС – ТРГ при концентраціях ТРГ від 5 до 15 мас.% електроопір різко зменшується. Слід відзначити, 
що при концентраціях ТРГ до 15 мас.% анізотропія електричних властивостей є незначною. Визна-
чено температурний коефіцієнт опору для покриттів та можливості його регулювання за рахунок 
марки графіту, концентрації наповнювача та введення спеціальних добавок. Для об’ємних компози-
тів досліджено коефіцієнт теплопровідності та його залежність від вмісту зв’язуючого. Визначена 
теплова потужність з одиниці поверхні покриттів, що складає від 0,16 до 1,026 Вт/см2 при темпера-
турі поверхні 50-250°С.

Ключові слова: струмопровідність, графіт, ТРГ, перколяційний ефект, перколяційний поріг, 
тепловиділення, поліорганосилоксан.

Постановка проблеми. Постійно розширю-
ються асортимент та області застосування полі-
мерних композиційних матеріалів, в тому числі 
струмопровідних, змінюється їх функціональне 
призначення і технології виготовлення. При цьому 
виникає можливість керувати процесами форму-
вання структури та отримувати вироби з напе-
ред заданими властивостями з їх регулюванням 
в потрібному температурному інтервалі [1].

Побут, техніка, медицина, текстильна про-
мисловість – найбільш затребувані галузі засто-
сування полімерних струмопровідних композитів. 
З них виготовляють не лише нагрівальні елементи, 
еластичні електроди і датчики, але і саморозігрі-
вальний одяг, п’єзорезестивні зонди та екрани від 
електромагнітних перешкод [2-8].

Отже вдосконалення технології та розробка нових 
електропровідних композиційних матеріалів з підви-
щеною термостійкістю є актуальною проблемою.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
В останній час багато досліджень проводяться 

в рамках розробки полімерних струмопровідних 
матеріалів шляхом їх синтезу [9]. Інший більш 
простіший і ефективніший спосіб це поєднання 
струмопровідного наповнювача з полімерною 
матрицею [10-12]. Останній спосіб дає можли-
вість широкого варіювання властивостей компо-
зиційних матеріалів за рахунок підбору полімер-
ної матриці та провідного наповнювача. [13-16].

Теоретичні та експериментальні дослідження 
підтвердили природу провідності полімерних 
композитів, що виникає за рахунок ланцюга зі 
струмопровідного наповнювача [17, 18].

Формування цілей дослідження. Метою даної 
роботи було створення струморовідних компози-
ційних матеріалів з підвищеною термостійкістю 
та регульованими електричними властивостями. 
Однією з задач було дослідження можливості 
регулювання властивостей композитів за рахунок 
зміни форми та дисперсності наповнювача.

В якості основних компонентів для дослі-
дження було обрано: як полімерну матрицю – 
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поліорганосилоксани (КО-921 та КО-85ф) з ряду 
причин:

– в такій якості їх ще не досліджували; 
– не зважаючи на їх високий об’ємний опір, 

проте вони характеризуються високою термостій-
кістю і довговічністю;

– вони легко поєднуються з модифікаторами 
і наповнювачами, а також можна дослідити вплив 
природи радикалу на властивості композиції.

В якості струмопровідного наповнювача 
обрано графіт (марок ГЛС-1, ГАК-2, С-1) через 
його відмінні електричні показники, низьку вар-
тість та доступність. Фізико-хімічні властивості 
поверхні та структуру різних видів графітів роз-
глянуто в роботах [19].

Виклад основного матеріалу. Розробка нових 
видів композиційних матеріалів на основі системи 
поліорганосилоксан – графіт передбачає ефективне 
використання цінних в технічному відношенні влас-
тивостей кожного з інгредієнтів згаданої системи. 
Забезпечення такого використання можливе на базі 
раціонального поєднання графітів різних марок 
з поліорганосилоксаном, а в разі необхідності і з спе-
ціальними функціональними добавками. В свою 
чергу вибір методу поєднання потребує спеціальної 
інформації по фізико-хімічним властивостям інгре-

дієнтів і зокрема природних та терморозширених 
графітів. Відомо [20], що основні процеси взаємо-
дії при отриманні композиційних матеріалів різно-
манітного призначення в першу чергу пов’язані 
з участю функціональних груп поверхні їх компо-
нентів. Важливу роль при цьому відіграють хіміч-
ний склад та структура останніх.

Спираючись на попередні дослідження [19] по 
визначенню структурних особливостей та фізико-
хімічних властивостей поверхні різних видів гра-
фітів та процесів взаємодії в системі поліоргано-
силоксан – графіт [20] було запропоновано різні 
варіанти композиційних матеріалів: у вигляді 
покриттів та об’ємних елементів.

Зважаючи на значну різницю в дисперсності 
вихідних наповнювачів (питома поверхня для 
ГЛС-1 склала 0,8, а для С-1 – 4,1 м2/г виміряна 
за повітрепроникністю на приладі Т-3) та вмісту 
сухого залишку полімеру в лакові ( КО-921 – вміст 
сухого залишку складає 50 мас.%, для КО-85 фм – 
цей показник лише 20 мас.%) було запропоновано 
різні способи виготовлення зразків. Технологічна 
схема виготовлення композиційних матеріалів 
у вигляді покриттів наведена на рис. 1.

Проведені дослідження електрофізичних влас-
тивостей (виміри питомого об’ємного електро-

 

Рис. 1. Технологічна схема виготовлення композиційних 
матеріалів у вигляді покриттів
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опору на постійному струмі двохелектродним та 
чотирьохзондовим компенсаційним методами) 
підтвердили теоретичні відомості стосовно перко-
ляційного ефекту в межах більше 30 мас.% напо-
внювача (рис. 2). При наповненні системи до кон-
центрації 32 мас.% наповнювача спостерігається 
різке зменшення електричного опору на 3-5 десят- 
кових порядки у вузькому інтервалі концентрацій, 
що зумовлено утворенням струмопровідних вугле-
цевих ланцюжків в структурі композиції. Подальше 
збільшення концентрації наповнювача практично 
не змінює електричний опір покриттів. 

Як видно електричний опір покриттів зменшу-
ється з (250-100)∙10-3 Ом∙м до (105-80)∙10-3 Ом∙м, 
та до (90-70)∙10-3 Ом∙м в інтервалі концентрацій 
наповнювача 40-75,7 мас.% відповідно після тер-
мообробки 1 годину при 250°С, та після старіння 
на повітрі 3000 годин. 

Заміна графіту марки ГЛС-1 на С-1 в системі 
ПМФС – графіт дозволяє зменшити питомий 
електричний об’ємний опір покриття ще на один 
порядок причому його анізотропія несуттєва, 
і змінюється в межах від 2,0 до 0,9 в інтервалі кон-
центрацій 20-50 мас.%.

Системи ПОС+ГЛС-1 мають від’ємний тем-
пературний коефіцієнт опору (ТКО) (рис. 3), але 
з ростом концентрації наповнювача він збільшу-
ється і при вмісті графіту 76,5 мас.% практично 
досягає нульового значення.

Заміна наповнювача ГЛС-1 на ГАК-2 дозволяє 
отримати позитивний ТКО. Додаткове введення 
ТРГ (1мас.%) зменшує ТКО практично до 0.

Дослідження температурної залежності ТКО 
в інтервалі до 170 0С (рис. 4), виявило аналогічні 

закономірності. Додаткове введення в систему 
ПМФС – ГАК-2 1 мас.% ТРГ дозволяє стабілізу-
вати значення ТКО в широкому температурному 
інтервалі 20-170°С при концентрації графіту 
25-35 мас.%.

 
Рис. 3. Залежність температурного коефіцієнту 

опору від концентрації графіту для систем: 
1 – ПМФС+ГЛС-1; 2 – ПФС+ГЛС-1 

 

Рис. 4. Залежність ТКО від температури для систем 
ПМФС+гАК-2 з вмістом останнього мас.%:

1 – 30%; 2 – 35%+1%ТРГ; 3 – 30%+1%ТРГ;  
4 – 25%+1%ТРГ
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Рис. 2. Залежність питомого електричного об’ємного опору від концентрації 
графіту в системі: ПМФС+глС-1 (а); ПФС+глС-1 (б): 1 – вихідний матеріал; 

2 – після термообробки 1 годину при 250°С; 3 – після старіння на повітрі 3000 годин
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Дані системи пройшли випробовування 
в якості тепловиділяючих елементів ( виміри 
максимального тепловиділення з одиниці 
поверхні по розробленій методиці на спеці-
ально зібраній установці) і встановлено, що 
теплова потужність з одиниці поверхні скла-
дає від 0,16 до 1,026 Вт/см2 при температурі 
поверхні 50-250°С.

Що стосується об’ємних композиційних мате-
ріалів на основі кремнійорганічних зв’язуючих та 
терморозширеного графіту (ТРГ) рис. 5.

 
Рис. 5. Технологічна схема виготовлення об’ємних 

композиційних матеріалів 

Електрофізичні характеристики КМ оцінюва-
лись по зміні електроопору при кімнатній тем-
пературі вздовж (ρс) і перпендикулярно (ρа) вісі 
пресування (рис. 6) та визначено параметр ані-
зотропії ρс/ρа, а також досліджено температурні 
залежності електроопору перпендикулярно вісі 
пресування ρа.

 

Рис. 6. Залежність питомого електроопору від 
концентрації ТРг в системах ПОС-ТРг: 

1 – ПФС-ТРГ, (Rс); 2 – ПМФС-ТРГ, (Rа);  
3 – ПМФС-ТРГ, (Rс)

Залежності Rа та Rс від концентрації ТРГ в КМ 
мають однаковий вигляд. При концентраціях ТРГ 
від 5 до 15 мас.% електроопір різко зменшується Rа 

від ~10-2 Ом∙м до ~7∙10-4 Ом∙м, Rс від ~1,8∙10-3 Ом∙м  
до ~1,7∙10-4 Ом∙м. Подальше збільшення концен-
трації ТРГ в КМ супроводжується продовженням 
зменшення електроопору, який і складає для мате-
ріалу з концентрацією 25 мас.% ТРГ Rа=5∙10-5 Ом∙м,  
Rс =5∙10-4 Ом∙м. Чистий ТРГ відповідної густини 
має Rа = 1∙10-5 Ом∙м, Rс=5∙10-4 Ом∙м. 

Параметр анізотропії є малим ~ 2-5 при кон-
центраціях ТРГ до 15 мас.%, а збільшення вмісту 
ТРГ в КМ до 50 мас.% супроводжується його 
зростанням до 15.

Аналіз залежностей електроопору вздовж 
і перпендикулярно вісі пресування та параметру 
анізотропії дозволяє виявити основні механізми 
електропровідності в КМ системи ПОС-ТРГ.

З точки зору теорії перколяції система 
ПОС-ТРГ подібна до моделі трьохмірної сітки 
з електропровідними вузлами з частинок ТРГ та 
блокованими ПОС вузлами. Поблизу порогу про-
тікання, тобто при концентраціях ТРГ, при яких 
спостерігається різке зменшення електроопору, 
окремі кластери графіту з’єднуються між собою 
і утворюється безперервний кластер, що і при-
водить до різкого зменшення електроопору. При 
подальшому зростанні концентрації ТРГ зменшу-
ється число “тупикових шляхів” в безкінечному 
кластері, що призводить до незначного зменшення 
електроопору. Треба відмітити, що дійсний поріг 
протікання (~5) мас.% часток, який виявлено для 
даної системи ПОС-ТРГ, є значно нижчим, ніж 
передбачає теорія перколяції ~16%. 

Визначення теплофізичних властивостей ком-
позитів, проводили по оцінці температурного кое-
фіцієнта лінійного розширення (ТКЛР) та коефі-
цієнту теплопровідності.

Оцінка ТКЛР композитів проводилась 
у напрямку перпендикулярному до орієнта-
ції базисних площин (вздовж вісі с), показала 
(табл. 1), що збільшення концентрації ПОС при-
зводить до зростання його значення в порівнянні 
з чистим ТРГ в 10-17 разів 

Таблиця 1
ТКлР композитів ПМФС-ТРг

Матеріал густина, 
г/см3 ТКлР, К-1

Чистий ТРГ 1,00 2,3∙10-5

ПОС-ТРГ(Сгр.=67,6 мас.%) 1,1 2,6∙10-4

ПОС-ТРГ(Сгр.=51,0 мас.%) 1,03 3,56∙10-4

ПОС-ТРГ(Сгр.= 25,0 мас.%) 1,05 3,9∙10-4
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На теплопровідність КМ системи ПОС-ТРГ, 
отриманого методом одноосного пресування 
сильно впливає анізотропія матеріалу. Тому виміри 
теплопровідності здійснювались у напрямку пер-
пендикулярному до орієнтації базисних площин 
(вздовж вісі с). Як показали дослідження вміст 
ПОС в КМ значно впливає на коефіцієнт тепло-
провідності. При концентрації ПОС приблизно 
40-50 мас.% коефіцієнт теплопровідності значно 
вищий (майже вдвічі), ніж у чистого ТРГ, аналогіч-
ної густини. Композити з вмістом ПОС 75 мас.% 
характеризуються значенням коефіцієнту тепло-
провідності близьким до значення в чистому ТРГ. 
Матеріали, що містять 92-95 мас.% ПОС мають 
досить низьку теплопровідність – (1-2) Вт/м·К, 
що втричі нижча за коефіцієнт теплопровідності 
в чистому ТРГ.

Висновки.
Встановлено, що системи ПОС-графіт мають 

різке зменшення електроопору на 3-5 десятко-
вих порядки у вузькому інтервалі концентрацій 
30-32 мас.%. Подальше збільшення концентрації 
наповнювача не суттєво змінює його значення. 
Що стосується систем ПОС-ТРГ то виявлено пер-

коляційний ефект при концентрації наповнювача 
(~5 мас.%), що значно нижче ніж передбачає тео-
рія перколяції.

В залежності від виду графіту та його кон-
центрації можна змінювати температурний кое-
фіцієнт опору дослідних систем. Так системи 
ПОС+ГЛС-1 мають від’ємний ТКО, який з рос-
том концентрації ГЛС-1 в системі зменшується. 
Заміна графіту марки ГЛС-1 на ГАК-2 дає змогу 
одержати позитивні значення цього показника.

Теплова потужність з одиниці поверхні ком-
позитів у вигляді покриттів складає від 0,16 до  
1,026 Вт/см2 при температурі поверхні 50-250°С.

Щодо об’ємних композитів, то відмічено, що 
при концентрації ПОС приблизно 40-50 мас.% 
коефіцієнт теплопровідності значно вищий 
(майже вдвічі), ніж у чистого ТРГ, аналогічної 
густини. Композити з вмістом ПОС 75 мас.% 
характеризуються значенням коефіцієнта тепло-
провідності близьким до значення в чистому ТРГ. 
Матеріали, що містять 92-95 мас.% ПОС мають 
досить низьку теплопровідність – (1-2) Вт/м∙К, 
що втричі нижча за коефіцієнт теплопровідності 
в чистому ТРГ.
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Melnyk L.I. ASPECTS OF MANuFACTurING OF CONDuCTIVE POLYMEr COMPOSITES
This article considers the issue of creating heat-resistant siloxane-graphite electrically conductive 

composite materials with adjustable electrical properties. Such materials can be used as heaters in rooms 
for various purposes, for heating shoes, as a means against the formation of icicles on the roofs of buildings. 
the results of the creation and research of heat-resistant conductive systems polyorganosiloxane-graphite, 
and polyorganosiloxane – thermally expanded graphite (POS – TRG). The technological schemes for the 
production of composite materials based on these systems in the form of coatings and volumetric composites 
within a wide range of variations of the conductive filler are proposed. The scheme includes a combination of 
the following operations: mechanical activation of compositions, bringing them to a certain concentration, 
applying and forming a coating under normal conditions, and their subsequent heat treatment. In the 
production of bulk samples, the following steps must be performed: impregnation of TRH with a POS solution, 
aging and heat treatment of the composition, forming the workpiece by pressing and subsequent heat treatment 
of the composites. Percolation thresholds are set for these systems. It is within the range of approximately  
30-35 wt.% of graphite for polyorganosiloxane-graphite systems, regardless of the type of organosilicon 
binder. The electrical resistance sharply decreases in the case of volumetric composites based on the  
POS-TRH system at concentrations of TRH from 5 to 15 wt.%. It should be noted that at TRH concentrations up 
to 15 wt.%, the anisotropy of the electrical properties is insignificant. The temperature coefficient of resistance 
for coatings and the possibility of its adjustment due to the grade of graphite, the concentration of the filler 
and the introduction of special additives have been determined. The coefficient of thermal conductivity has 
been established for bulk composites and staleness in place of the caustic. The thermal attenuation of a single 
surface coating was determined, which became 0.16 to 1.026 W/sm2 at a surface temperature of 50-250°C.

Key words: strum conductivity, graphite, TRG, percolation effect, percolation threshold, thermal imaging, 
polyorganosiloxane.
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ПІдВИЩЕННя ЕФЕКТИВНОСТІ ВИдАлЕННя СПОлУК МАгНІю 
З ВОдИ В ПРОцЕСАх ЇЇ ПОМ’яКшЕННя

В роботі наведені результати дослідження ефективності відділення утвореної твердої фази від 
води в процесах її пом’якшення. Встановлено, що фосфат – аніони є досить ефективними в проце-
сах видалення із водних розчинів іонів магнію. Однак, загальна ефективність процесу пом’якшення 
може бути забезпечена лише у випадку повного розділення твердої та рідкої фаз, яке може бути 
реалізовано шляхом відстоювання чи фільтрування. Для систем малої та середньої продуктивності 
більш прийнятним видається застосування фільтрування, яке не потребує високооб’ємного облад-
нання. Швидкість фільтрування суспензії частинок фосфату магнію в значній мірі залежить від умов 
і найкраще проходить в кислому чи лужному середовищі. Однак, корегування водневого показника не 
завжди зручне в умовах використання систем малої та середньої продуктивності, тому для підви-
щення швидкості фільтрування необхідно застосовувати додаткові реагенти у вигляді флокулянтів. 
Позитивний ефект забезпечують всі типи флокулянтів - неіоногенний флокулянт поліакриламід, фло-
кулянт аніонного типу Magnofloc – 336 фірми Ciba, флокулянт катіонного типу Zetag – 7692 фірми 
Ciba. При застосуванні поліакриламіду позитивним є той факт, що основний об’єм рідкої фази від-
фільтровується в перші 15 – 20 хв., а при дозі флокулянта 50 мг/дм3 – навіть в перші 10 хв. При цьому 
об’єм рідкої фази складає приблизно 80 % від початкового об’єму суспензії. Решта 20 % рідкої фази 
залишається в осаді. Порівняння отриманих результатів з фільтруванням за тих же умов без фло-
кулянта показує, що його додавання сприяє швидкому зневодненню суспензії, але суттєво збільшує 
вологість осаду. Меншою вологістю осаду відрізняється використання флокулянта аніонного типу 
Magnofloc – 336. При дозі 50 мг/дм3 80 % загального об’єму суспензії відфільтровується за 5 хв, 96 % –  
за 60 хв. Однак, найкращі результати отримані при використанні флокулянту катіонного типу 
Zetag – 7692. Цей флокулянт дозволяє отримати 96 – 98 % фільтрату при тривалості фільтрування  
10 – 15 хв. Особливо привабливою видається концентрація флокулянта в 30 мг/дм3, при якій процес 
фільтрування триває 15 хв. і в подальшому кількість фільтрату не збільшується. Збільшення дози 
флокулянта призводить до зниження швидкості фільтрування.

Ключові слова: пом’якшення води, магній, фосфати, флокулянт, іони жорсткості.

Постановка проблеми. Сучасне катастро-
фічне погіршення якості природних вод змушує 
обов’язково проводити їх очищення перед спо-
живанням населенням чи використанням в про-
мисловості. Досить часто в природних водах не 
відповідає вимогам чинних нормативних доку-
ментів така характеристика води як жорсткість, 

яка визначається вмістом сполук кальцію та маг-
нію. Територія України характеризується збіль-
шенням жорсткості води поверхневих водойм 
в напрямку з північного заходу на південний схід. 
Так, для вод Дніпра характерна жорсткість на 
рівні 4 – 5 мг-екв/дм3, а для річок Приазов’я цей 
показник зростає до 15 – 30 мг-екв/дм3 [1, с. 34]. 
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Щодо жорсткості води більш об’ємних водойм, 
то можна зауважити, що якщо для вод Світового 
океану вона складає біля 130,5 мг-екв/дм3, то 
в Чорному та Каспійському морях знижується до 
65,5 мг-екв/дм3 та 66,4 мг-екв/дм3 відповідно.

Сумарний вміст іонів кальцію та магнію визна-
чає загальну жорсткість. Іони магнію формують 
магнієву жорсткість, котра у водах поверхневих 
водойм сягає, зазвичай, 30 % загальної жорсткості. 
В окремих регіонах України (наприклад, Донбасу) 
магнієва жорсткість може збільшуватися до 60 %, 
а для вод Світового океану – майже до 83 %. Тому 
проблема зниження вмісту іонів магнію в природ-
них водах сьогодні стає надзвичайно гострою та 
актуальною.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Чинними нормативними документами України 
показник загальної жорсткості води для спожи-
вання людиною обмежується рівнем в 7 мг-екв/
дм3 [2, с. 13]. Разом з тим, показники фізіологічної 
повноцінності мінерального складу питної води 
визначені для мінімальної загальної жорсткості на 
рівні 1,5 мг-екв/дм3, а вміст іонів магнію рекомен-
довано в межах 10 – 50 мг/дм3. Окремі галузі про-
мисловості більш вимогливі до хімічного складу 
води. Так, харчова промисловість споживає воду 
з жорсткістю на рівні 0,1 – 0,2 мг-екв/дм3, а енер-
гетика - взагалі на рівні 0,03 – 0,05 мг-екв/дм3 
[3, с. 186]. Тому більшість природних вод потребує 
пом’якшення – видалення надлишкової кількості 
сполук кальцію та магнію. Традиційною сьогодні 
вважається содово – вапняна (натрієва) техноло-
гія пом'якшення води. Згідно з цією технологією 
на першому етапі жорстка вода обробляється 
карбонатом натрію для зв’язування іонів каль-
цію, на другому - вапном чи гідроксидом натрію 
для осадження іонів магнію [4, с. 67]. Технологія 
потребує тривалого відстоювання та видалення 
твердої фази, коригування водневого показника 
від значень 10,0 – 11,0 до нейтрального. Незва-
жаючи на складність, технологія не забезпечує 
достатню ефективність, оскільки навіть при тем-
пературі пом’якшеної води 35 – 40 °С залишкова 
її жорсткість складає 0,5 – 1,0 мг-екв/дм3. Незва-
жаючи на приведені недоліки, ця технологія вва-
жається базовою для промислового використання, 
оскільки не критична до концентрацій іонів каль-
цію та магнію і дозволяє споруджувати системи 
різної продуктивності.

Зважаючи на значні об’єми вод централізова-
ного водопостачання (наприклад, в м. Києві до 
1 млн. м3/добу), пом’якшувати таку кількість вод 
досить затратно. Тому останнім часом набувають 

поширення системи пом’якшення води в офісах та 
приватних будинках і квартирах. Продуктивність 
таких систем порівняно невелика і базуються вони 
на використанні іонного обміну [5, с. 118]. В таких 
системах для регенерації катіоніту застосовують 
6–8%-ий розчин хлориду натрію. Після викорис-
тання його без будь якої обробки скидають в кана-
лізаційні системи. В результаті в гідросферу, крім 
іонів кальцію та магнію, надходить значно більша 
кількість хлориду натрію [6, с. 210]. Крім цього, 
20 – 30 % обробленої установкою води витрача-
ється на її обслуговування [7, с. 380]. Виходячи 
із тенденції погіршення якості природних вод, 
можна прогнозувати ріст кількості таких малопо-
тужних систем і, відповідно, ріст їх негативного 
впливу на довкілля. Вже сьогодні гострота цієї 
проблеми досить висока і вона давно чекає свого 
вирішення.

Мета роботи. Проведені раніше дослідження 
[8, с. 88] показали, що ефективне видалення іонів 
магнію шляхом їх гідролізу потребує підтримання 
водневого показника на рівні 10,5, що пов’язано 
із значною витратою реагентів та не завжди при-
йнятно з технологічної точки зору. Тому нами 
було досліджено ефективність використання 
в якості реагенту для пом’якшення води в побуто-
вих та офісних системах фосфату натрію, котрий 
мало впливає на початкові характеристики води. 
Однак, значну проблему складає розділення рід-
кої та твердої фаз, що утворюються в результаті 
змішування реагентів. Дана робота присвячена 
вивченню ефективності видалення сполук магнію 
із пом’якшених вод з використанням різноманіт-
них реагентів. 

Опис методики досліджень. Методика роботи 
полягала в попередньому приготуванні модель-
них розчинів із вмістом іонів магнію на рівні 
15 – 17 мг-екв/дм3 та обробці їх фосфатом натрію 
за різних умов або сумішшю фосфату натрію та 
флокулянта. В останньому випадку доза фосфату 
натрію залишалася постійною і відповідала стехі-
ометрії, а доза флокулянта змінювалася в межах 
0 – 50 мг/дм3. В якості допоміжних реагентів вико-
ристовували поліакриламід (ПАА) – як неіоноген-
ний флокулянт, Magnofloc – 336 фірми Ciba – як 
флокулянт аніонного типу з молекулярною масою 
до 20 млн. в.о., zetag – 7692 фірми Ciba – як фло-
кулянт катіонного типу з молекулярною масою до 
20 млн. в.о. Оброблені такою сумішшю модельні 
розчини заливали в мірні циліндри та знімали 
криві відстоювання. Фільтрування досліджували 
на комплекті, що складався із мірного циліндра 
об’ємом 100 см3 та лійки відповідного розміру. 
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Для відділення твердої фази застосовували папе-
рові фільтри «синя стрічка» діаметром 110 мм. 
В процесі фільтрування оброблені відповідним 
чином модельні розчини заливали в лійку з філь-
трувальним папером та фіксували зміну об’єму 
фільтрату в часі, підтримуючи рівень суспензії 
в лійці на максимальному рівні.

Виклад основного матеріалу. Досить часто 
в науковій літературі для осадження іонів магнію 
пропонується застосовувати фосфати [6, с. 185]. 
При цьому вважається, що в обробленій воді 
проходять реакції, котрі в спрощеному вигляді 
можуть бути записані як:

3Mg2+ + 2(PO4
3-) → Mg3(PO4)2↓.

В результаті реакції іони магнію зв’язуються 
в фосфат магнію і можуть бути видалені із обро-
бленої води. В процесі приведеної реакції може 
утворюватися ряд проміжних сполук, які не вра-
ховані в приведеному рівнянні. Більш детально 
про такі сполуки можна довідатися, наприклад 
у [9, с. 64]. 

Загальна ефективність реагентних мето-
дів пом’якшення може бути забезпечена лише 
у випадку повного розділення твердої та рід-
кої фаз. Цього можливо досягти двома спосо-
бами – фільтруванням та відстоюванням. Філь-
трування – більш прийнятний спосіб для систем 
невеликої продуктивності – побутових, офісних 
і т.п., де не завжди можливо встановити ємкості 
значного об'єму. Відстоювання більш прийнятне 
для промислових продуктивних систем із від-
стійниками необхідного об’єму, але може також 
свідчити про ступінь сформованості частинок 
твердої фази.

На першому етапі були проведені дослідження 
щодо оцінки впливу різних факторів на швидкість 
фільтрування отриманої в результаті пом’якшення 
суспензії. Вони показали, що найкращі результати 
забезпечують співвідношення реагентів, близькі 
до стехіометричних, при яких формуються тверді 
частинки найбільш досконалої структури. Навіть 
в кислому середовищі вони фільтруються із швид-
кістю, близькою до швидкості фільтрування дис-
тильованої води (рис. 1). Зміна співвідношення 
в будь який бік від стехіометрії погіршує умови 
фільтрування твердої фази, а збільшення співвід-
ношення К до 2 майже в 2 рази збільшує термін 
фільтрування. Якщо зважити на жорсткі вимоги 
до вмісту у питних та стічних водах фосфатів, то 
очевидно, що перевагу необхідно надавати саме 
стехіометричним співвідношенням реагентів, 
коли фосфати найповніше зв’язуються в нероз-
чинні сполуки.
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Рис. 1. Залежність швидкості фільтрування 
суспензії в часі при різних значеннях К = [PO4

3-, 
мг-екв]/[Mg2+, мг-екв] при температурі розчину 

21°с, початковій жорсткості 15,9 мг-екв/дм, рН 3,16 
(дВ – дистильована вода)

В нейтральному середовищі, яке най-
більш близьке до умов застосування технології 
пом’якшення, швидкість фільтрування для всіх 
значень коефіцієнта К суттєво знижується (рис. 2).  
Термін фільтрування 100 см3 суспензії, отрима-
ної після обробки модельного розчину реаген-
том, зростає в 2 – 3 рази. Очевидно, що в даному 
випадку для забезпечення достатньої ефектив-
ності процесу пом’якшення необхідні додаткові 
реагенти або більш сприятливі умови – підігрів 
води, дозування додаткової твердої фази і т.п. 
Правда, останні заходи значно ускладнюють тех-
нологію, що для систем малої та середньої про-
дуктивності мало прийнятно.

Найкращі умови фільтрування забезпечуються 
в лужному середовищі (рис. 3). Криві інтенсив-
ності фільтрування досить близькі до кривих 
фільтрування дистильованої води. Для К=0,5 
близькість кривої фільтрування до кривої філь-
трування дистильованої води пояснюється фор-
муванням лише половини можливої твердої фази. 
Тому тверді частки менше перешкоджають прохо-
дженню рідкої фази через пори утвореного середо- 
вища. Не дуже значний вплив частинок утвореної 
твердої фази на швидкість фільтрування і при сте-
хіометричному співвідношенні реагентів. Однак, 
при надлишку фосфатів при утворенні твердої 
фази (К = 1,5 – 2,0) формується аморфне желе-
подібне середовище, котре суттєво впливає на 
швидкість фільтрування, збільшуючи відповід-
ний термін в кілька разів.

Причому, вологість утвореної твердої фази 
близька до 99 %. Цей факт ще раз свідчить на 
користь проведення реакції видалення іонів маг-
нію при стехіометричному співвідношенні ком-
понентів. В той же час, використання додаткових 
реагентів і в цих умовах може бути позитивним.
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Використання в якості додаткового реагенту 
флокулянту ПАА в різних дозах показало, що 
інтенсивність фільтрування суспензії сут-
тєво зростає навіть при незначних його дозах  
(рис. 4).
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Рис. 2. Залежність швидкості фільтрування 
суспензії в часі при різних значеннях К = [PO4

3-, 
мг-екв]/[Mg2+, мг-екв] при температурі розчину 

21°с, початковій жорсткості 16,3 мг-екв/дм, рН 6,58 
(дВ – дистильована вода)
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Рис. 3. Залежність швидкості фільтрування 
суспензії в часі при різних значеннях К = [PO4

3-, 
мг-екв]/[Mg2+, мг-екв] при температурі розчину 
21°с, початковій жорсткості 16,3 мг-екв/дм, рН 

10,07 (дВ – дистильована вода)
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Рис. 4. Залежність швидкості фільтрування 
суспензії в часі при К = [PO4

3-, мг-екв]/[Mg2+, 

мг-екв] = 1, різних концентраціях ПАА (мг/дм3), 
температурі розчину 21°с, початковій жорсткості 

17,0 мг-екв/дм, рН 6,71 (б/ф – без флокулянта)

Позитивним є той факт, що основний об’єм 
рідкої фази відфільтровується в перші 15 – 20 хв., 
а при дозі ПАА 50 мг/дм3 – навіть в перші 10 хв. 
При цьому об’єм рідкої фази складає приблизно 
80 % від початкового об’єму суспензії. Решта 
20 % рідкої фази залишається в осаді. Якщо порів-
нювати отримані результати з фільтруванням за 
тих же умов суспензії без флокулянта, то можна 
відмітити, що його додавання сприяє швидкому 
зневодненню суспензії, але суттєво збільшує 
вологість осаду. В цілому можна вважати отри-
мані результати досить перспективними.

Меншою вологістю осаду відрізняється вико-
ристання флокулянта аніонного типу Magnofloc – 
336 (рис. 5). При дозі 50 мг/дм3 80 % загального 
об’єму суспензії відфільтровується за 5 хв, 96 % – 
за 60 хв. При дозі в 1 мг/дм3 аналогічні показники 
складають 40 та 88 % відповідно. На відміну від 
ПАА, Magnofloc – 336 дозволяє отримати осади 
меншої вологості та дещо більшу швидкість їх 
зневоднення.

 

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

О
б'

єм
 ф

іл
ьт

ра
ту

, с
м

3

Термін фільтрування, хв

1 5 10
20 30 50
б/ф

Рис. 5. Залежність швидкості фільтрування 
суспензії в часі при К = [PO4

3, мг-екв]/[Mg2+, мг-екв] 
= 1, різних концентраціях Magnofloc (мг/дм3), 

температурі розчину 21°с, початковій жорсткості 
17,0 мг-екв/дм, рН 6,71 (б/ф – без флокулянта)

Однак, найкращі результати, на нашу думку, 
отримані при використанні флокулянту катіон-
ного типу zetag – 7692 (рис. 6). Цей флокулянт 
дозволяє отримати 96 – 98 % фільтрату при три-
валості фільтрування 10 – 15 хв. Особливо при-
вабливою видається концентрація флокулянта 
в 30 мг/дм3, при якій процес фільтрування триває 
15 хв і в подальшому кількість фільтрату не збіль-
шується. При подальшому збільшенні дози фло-
кулянта швидкість фільтрування знижується.

Висока ефективність флокулянта zetag під-
тверджується і процесами відстоювання (рис. 7). 
Причому, для суспензії, обробленої цим флоку-
лянтом, характерний визначений період форму-
вання структури твердої фази, після якого спо-
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стерігається стрімке осідання твердих частинок. 
Варто звернути увагу на досить високу початкову 
жорсткість води – 33 мг-екв/дм3. При цьому уяв-
ний об’єм твердої фази склав після годинного 
відстоювання біля 23 % від початкового об’єму 
суспензії. І це при тому, що без флокулянта анало-
гічний показник склав біля 96 %, а з використан-
ням ПАА та флокулянту Magnofloc – 78 % та 51 % 
відповідно.
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Рис. 6. Залежність швидкості фільтрування 
суспензії в часі при К = [PO4

3, мг-екв]/[Mg2+, 

мг-екв] = 1, різних концентраціях Zetag (мг/дм3), 
температурі розчину 21°с, початковій жорсткості 

17,0 мг-екв/дм, рН 6,71 (б/ф – без флокулянта)

Тому очевидно, що в процесах видалення із 
рідкої фази твердих часток фосфату магнію мож-
ливо рекомендувати використання флокулянту 
катіонного типу з молекулярною масою до 20 млн. 
в.о. zetag – 7692 фірми Ciba. 

Висновки. Проведеними дослідженнями вста-
новлено, що для ефективного відділення утворе-
ного при пом’якшенні води осаду фосфату магнію 
варто дотримуватися стехіометричного співвідно-

шення між компонентами, оскільки саме за такої 
умови забезпечується максимальна швидкість 
фільтрування. Разом з тим встановлено, що гірше 
всього відбувається відділення твердої фази 
в нейтральному середовищі і пришвидшується 
в кислому та лужному. Оскільки корегування вод-
невого показника в офісних та побутових умовах 
недоцільно, досліджено можливість інтенсифі-
кації процесу розділення фаз з використанням 
додаткових реагентів – флокулянтів. Із дослідже-
них трьох типів флокулянтів перевага надана фло-
кулянту катіонного типу з молекулярною масою 
до 20 млн. в.о. zetag – 7692 фірми Ciba. Викорис-
тання цього флокулянту забезпечує отримання 
96 – 98 % фільтрату при тривалості фільтрування 
10 – 15 хв. Найбільш ефективною можна вважати 
концентрацію флокулянту в 30 мг/дм3, при якій 
процес фільтрування триває 15 хв і в подальшому 
кількість фільтрату не збільшується.
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Рис. 7. Залежність швидкості відстоювання 
суспензії в часі при К = [PO4

3, мг-екв]/[Mg2+, 

мг-екв] = 1, концентрації флокулянтів 20 мг/дм3, 
температурі розчину 21°с, початковій жорсткості 
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radovenchyk I.V., Gordienko K.Yu., Krysenko T.V., Ivanenko O.I. INCrEASING 
THE EFFICIENCY OF rEMOVAL OF MAGNESIuM COMPOuNDS FrOM wATEr 
IN ITS SOFTENING PrOCESSES

The paper presents the results of the study of the effectiveness of the separation of the formed solid phase 
from water in the processes of its softening. It was established that phosphate ions are quite effective in the 
processes of removing magnesium ions from aqueous solutions. However, the overall efficiency of the softening 
process can be ensured only in the case of complete separation of solid and liquid phases, which can be 
realized by settling or filtering. For low- and medium-capacity systems, the use of filtration, which does not 
require high-volume units, seems to be more appropriate. The rate of filtration of a suspension of magnesium 
phosphate particles is largely dependent on the conditions and is best performed in an acidic or alkaline 
environment. However, the correction of the hydrogen indicator is not always convenient in the conditions of 
using systems of low and medium productivity, therefore, to increase the filtration speed, it is necessary to use 
additional reagents in the form of flocculants. A positive effect is provided by all types of flocculants - nonionic 
flocculant polyacrylamide, anionic flocculant Magnofloc - 336 from Ciba, cationic flocculant Zetag - 7692 
from Ciba. When using polyacrylamide, it is positive that the main volume of the liquid phase is filtered in the 
first 15-20 minutes, and with a flocculant dose of 50 mg/dm3 - even in the first 10 minutes. At the same time, the 
volume of the liquid phase is approximately 80% of the initial volume of the suspension. The remaining 20% of 
the liquid phase remains in the sediment. A comparison of the obtained results with filtration under the same 
conditions without a flocculant shows that its addition contributes to the rapid dehydration of the suspension, 
but significantly increases the humidity of the sediment. The use of Magnofloc - 336 anionic flocculant is 
characterized by lower sediment moisture. At a dose of 50 mg/dm3, 80% of the total suspension volume is 
filtered in 5 minutes, 96% - in 60 minutes. However, the best results are obtained when using Zetag - 7692 
cationic flocculant. This flocculant allows you to obtain 96 - 98% of the filtrate with a filtration time of 10 - 
15 minutes. The flocculant concentration of 30 mg/dm3 seems particularly attractive, at which the filtration 
process lasts 15 minutes and the amount of filtrate does not increase thereafter. An increase in the flocculant 
dose leads to a decrease in the filtration rate.

Key words: water softening, magnesium, phosphates, flocculant, hardness ions.
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ЗАСТОСУВАННя гРАНУльОВАНОгО ЗАПОВНюВАЧА 
для УдОСКОНАлЕННя ВлАСТИВОСТЕй РІдИННОСКляНИх 
ТЕПлОІЗОляцІйНИх МАТЕРІАлІВ ОТРИМАНИх 
ПІд дІЄю НВЧ ВИПРОМІНюВАННя

У статті проводиться дослідження застосування пористого гранульованого заповнювача при 
виробництві композиційних теплоізоляційних матеріалів на основі рідинного скла. Причому пропо-
нується використовувати не заздалегідь спучені гранули, а сирцевий неспучений напівфабрикат та 
проводити виготовлення теплоізоляційних виробів шляхом одночасної поризації гранул і зв'язуючого. 
Такий прийом дозволяє отримати об'ємно омонолічений матеріал, у якому простір між гранулами 
заповнено спученим зв'язуючим, обмеженим більш щільним поверхневим шаром, який утворюється при 
дії НВЧ випромінювання. Перевагою застосування НВЧ технології спучення рідинноскляної композиції 
є можливість об'ємного нагріву зсередини матеріалу, що на відміну від традиційного конвективного 
нагріву, дозволяє одночасно спучити і гранули, і зв'язуюче та при вірному виборі співвідношення гранул 
до зв'язуючого, отримати однорідноструктурний матеріал, який представляє собою не окремо скле-
єні гранули, а монолітний блок та відрізняється достатньо високими фізико-механічними властивос-
тями. В роботі було встановлено, що оптимальним є співвідношення кількості гранульованого запо-
внювача до зв'язуючого 1 : 1. В даному випадку матеріал має рівномірну пористу структуру і низьку 
середню густину – 220-240 кг/м3, водопоглинання при цьому складає 30-31 %, сорбційна вологість –  
4-5 %, а міцність 0,8-0,9 МПа та 0,6-0,7 МПа відповідно на згин і на стиск. Застосування зернистого 
заповнювача сприяє зменшенню усадкових процесів і дозволяє уникнути розтріскування матеріалу при 
подальшій експлуатації, підвищує міцнісні властивості теплоізоляційних матеріалів, оскільки гранули 
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дією НВЧ випромінювання ущільненої поверхневої оболонки.

Ключові слова: НВЧ випромінювання, рідинноскляні композиції, теплоізоляційні матеріали, зернис-
тий заповнювач, зв'язуюче, фізико-механічні властивості.

Постановка проблеми. Теплоізоляційні 
матеріали на основі рідинного скла включають 
широку гаму матеріалів, основним структуроут-
ворюючим елементом яких є продукти спучення 
гідратованих розчинних стекол (гідратованих 
лужних силікатів). За природою спучення рідин-
носкляні матеріали поділяються на термоспучені 
і спучені в результаті хімічної взаємодії рідинного 
скла зі спеціальними речовинами, що вводяться 
в сировинну суміш. До термоспучених матеріалів 
відносять зернисті, а також обжиговi монолітні 
матеріали. До спучених хімічним шляхом – зали-
вальні композиції, в які вводять газоутворюючий 
компонент. 

Теплоізоляційні композиційні матеріали на 
основі рідинного скла залежно від способу затвер-
діння (полімеризації) основного компоненту 
ділять на матеріали холодного (за температури 
навколишнього середовища) і гарячого (терміч-
ного) спучення [1]. 

Переваги та недоліки ТІМ, отриманих шляхом 
термічного спучення, та шляхи їх удосконалення 
наведені на рис. 1.

На рис. 1 зазначено, що для усунення недолі-
ків технології термічного спучення пропонується 
застосовувати НВЧ випромінювання замість тра-
диційного конвективного нагріву.

Надвисокочастотне випромінювання або мікро-
хвильове випромінювання – електромагнітне 
випромінювання, що включає в себе дециметро-
вий, сантиметровий і міліметровий діапазон раді-
охвиль (довжина хвилі від 1 м – частота 300 МГц  
до 1 мм – 300 ГГц). Однак межі між інфрачерво-
ним, терагерцовим, мікрохвильовим випроміню-
ванням і ультрависокочастотними радіохвилями 
приблизні і можуть визначатися по-різному. Діа-
пазон довжин хвиль мікрохвильового випроміню-
вання лежить між довжинами хвиль інфрачерво-
ного світла і радіохвилями. Побутові та промислові 
мікрохвильові печі працюють на частоті 2,45 ГГц. 
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Ця частота була обрана, як оптимальна по швид-
кості нагріву води і залишається незмінною у всіх 
печах, щоб уникнути інтерференції з радарними 
та телекомунікаційними системами [2]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Питанням теорії і практики розвитку виробни-
цтва теплоізоляційних матеріалів (ТІМ) і виро-
бів, в тому числі і на основі рідинного скла (РС), 
приділено увагу такими вченими, як Ю.П. Гор-
лов, А.П. Мєркин, К.Е. Горяйнов, І.Л. Майзель, 
В.Г. Сандлер, М.Ф. Сухарев, М.І. Малявський, 
В.А. Лотов, М.Ю. Іванов, А.І. Кудяков, І.В. Гре-
бенщиков, В.А. Китайцев, К.Д. Некрасов та ін. 
Ними сформульовані наукові концепції, розкриті 
закономірності отримання матеріалів з пористою 
структурою, що забезпечує високі функціональні 
властивості виробів, одержуваних з різного виду 
сировини, розроблені ефективні способи поро-
утворення, викладені теоретичні основи форму-
вання оптимальної пористої структури, загальні 
принципи виробництва виробів з високопористих 
композицій. 

Розширенню сфер застосування потужної НВЧ 
електроніки в технологічних процесах в останні 
роки сприяють завдання створення нових компо-
зиційних матеріалів з поліпшеними характерис-

тиками, питання інтенсифікації синтезу різних 
матеріалів, для утилізації і переробки відходів 
виробництв і т.ін.

Так у роботі [3] проаналізовані дані з мікро-
хвильового синтезу індивідуальних і багатоком-
понентних оксидів. Наведені переваги і недоліки 
використання мікрохвильового нагріву при син-
тезі оксидних матеріалів.

У роботі [4] проведений аналіз методів фор-
мування під дією мікрохвильового випроміню-
вання функціональних композиційних матеріалів 
в порошкоподібному виді, зокрема, ультрадис-
персних наноструктурованих порошкоподібних 
зразків оксидів цинку, міді і оксиду ітрію, активо-
ваного іонами рідкоземельних елементів.

Великі перспективи має застосування НВЧ 
випромінювання для утилізації і переробки фосфо-
гипсів, які займають великі території і є джерелом 
екологічного забруднення довкілля. Результати 
досліджень, проведених у ВНТУ (Вінницькому 
Національному технічному університеті) пока-
зали, що водорозчинні фосфати і фториди перехо-
дять в нерозчинні з'єднання, що не випаровуються 
при термообробці. Такий метод нейтралізації не 
вимагає додаткових технологічних переподілів 
і екологічно ефективний. Взаємодія НВЧ випро-

 
Рис. 1. Переваги та недоліки ТІМ, отриманих шляхом термічного спучення
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мінювання із заздалегідь нейтралізованим вап-
ном, фосфогипсом, цементом і пуцолановими 
добавками забезпечує створення малоенегоємкої 
технології виготовлення водостійкого в'яжучого. 
Наявність активованої НВЧ випромінюванням 
золи-виносу, фосфогипсу, вапна і опоковидного 
мергелю в умовах одного регіону (Вінницька 
область) створює сприятливі умови виробництва 
енергоефективних аналогів відомим алюмосуль-
фатошлаковим цементам (АСШЦ), які були роз-
роблені в минулому столітті в МГСУ (МІСІ) [5]. 

Відомі приклади застосовування мікрохвильо-
вого випромінювання і у технології силікатних 
матеріалів.

Наприклад, в патенті [6] спучений вермікуліт 
змішують з рідинним склом, меленим доломітом 
і іншими добавками, ущільнюють масу з коефі-
цієнтом стискування 2-3. Сушку сирих плит здій-
снюють в два етапи, причому на завершальному 
етапі використовують для нагріву НВЧ випромі-
нювання. 

Також відомий спосіб [7] отримання алюмоси-
лікатного пористого матеріалу, який включає при-
готування сировинної суміші, що містить природ-
ний глинистий мінерал і воду, заповнення форми 
сировинною сумішшю, попереднє обезводнення 
суміші в полі джерела струму високої частоти, 
сушку і випалення, при цьому попереднє обезвод-
нення під дією НВЧ випромінювання ведуть до 
вологості від 22 до 24%, джерело НВЧ випроміню-
вання розташовують так, щоб напрям поширення 
випромінювання співпадав із заданою орієнта-
цією осі витягнутих пор в матеріалі, а сушку здій-
снюють у потоці інфрачервоного випромінювання 
з довжиною хвилі від 5 до 10 мкм при температурі 
від 40 до 110 oС. Недоліком цього способу є його 
низька продуктивність, оскільки проведення 
окремо кожної операції вимагає витрати часу 
і забезпечення розташування джерела НВЧ випро-
мінювання, так щоб напрям поширення випро-
мінювання співпадав із заданою орієнтацією осі 
витягнутих пор, що досить проблематично. 

Використовуючи вилуговування порошку 
склобою за допомогою гідросилікату натрію при 
температурі 40-50ºС [8] можна отримати пористі 
пінобетони використовуючи метод при якому виго-
товляють будівельні блоки, сформовані із суміші 
легких природних пористих заповнювачів з рідин-
ним склом, шляхом спікання, наприклад, в НВЧ 
полі з питомою витратою енергії 0,7-1,5 кДж/см³.

Існує спосіб виробництва теплоізоляційних 
конструкційних матеріалів, що включає подріб-
нення силікат-брили, змішування її з модифікато-

ром, зміцнюючою добавкою – портлантцементом, 
базальтовою мікрофіброю і водою, переміщення 
отриманої суміші в форму, теплову обробку стру-
мами НВЧ протягом 15 хв при температурі 300 0С. 
Технічний результат – поліпшення фізико-меха-
нічних властивостей, зниження собівартості за 
допомогою зменшення енерговитрат і часу виго-
товлення теплоізоляційних виробів при прийнят-
них теплофізичних (міцнісних, звукоізоляційних, 
теплоізоляційних і ін.) характеристиках, а також 
при знакозмінних температурних впливах [9]. 

Постановка завдання. Застосування НВЧ 
випромінювання при виробництві розглянутих 
теплоізоляційних силікатних матеріалів полягає 
в їх спученні або сушці під впливом цього виду 
енергії. Більшість з них стосується отримання 
матеріалів в плитній формі шляхом спучення під 
дією НВЧ випромінювання композиції певного 
складу, що не містить зернистого заповнювача. 
Застосування ж зернистого заповнювача сприяє 
зменшенню усадкових процесів і дозволяє уник-
нути розтріскування матеріалу при подальшій 
експлуатації, підвищує міцнісні властивості ТІМ, 
оскільки гранули мають деяку пластичну деформа-
цію, а також знижує його гігроскопічність, завдяки 
створенню під дією НВЧ випромінювання ущіль-
неної поверхневої оболонки гранул. Тому засто-
сування НВЧ випромінювання для отримання 
композиційних пористих силікатних матеріалів на 
основі рідинноскляного зернистого заповнювача 
і додатково поризованого зв'язуючого, так само 
на основі рідинного скла, є досить актуальним 
і новим дослідженням, яке дозволить отримувати 
якісні теплоізоляційні вироби з високими експлуа-
таційними властивостями.

Таким чином, метою роботи є визначення 
впливу зернистого заповнювача на властивості 
композиційних теплоізоляційних матеріалів на 
основі рідинного скла, отриманих під дією НВЧ 
випромінювання.

В роботі [10] було спробувано здійснити про-
цес спучення таких матеріалів і при традиційному 
конвектовному нагріві, однак отримані матеріали 
відрізнялись незадовільними зовнішнім виглядом 
і фізико-механічними властивостями.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Рідинноскляна композиція (зв'язуюче), що вико-
ристовується для виготовлення композиційних 
теплоізоляційних матеріалів, містить: як осно-
вний компонент – рідинне натрієве скло, як 
модифікатори коагуляційно-кристалізаційних 
процесів – оксид цинку і напівводний гіпс, як 
пороутворювач – пероксид водню, як піностабі-
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лізатор – оксиетильований алкілфенол. Як зер-
нистий заповнювач використовуються неспучені 
гранули на основі РС і оксиду цинку.

В роботі пропонується дослідити вплив різ-
ного співвідношення гранульованого заповню-
вача до зв'язуючого на властивості композиційних 
матеріалів. Дані залежності наведені на рис. 2-4. 

 

Рис. 2. Вплив співвідношення зв'язуючого до 
гранульованого заповнювача на середню густину 

композиційного матеріалу 

Як видно з наведених даних, найнижча середня 
густина композиційного матеріалу, а саме ~170 кг/м3,  
спостерігається при співвідношенні гранульова-
ного заповнювача до зв'язуючого 1 : 0,8. Проте 
така кількість зв'язуючого недостатня для отри-
мання якісного блоку, оскільки не весь об'єм гра-
нул покритий зв'язуючим і після закінчення спу-
чення утворюється «хвиляста» поверхня зразка. 
При подальшому збільшенні співвідношення 
гранульованого заповнювача до зв'язуючого від 
1 : 0,9 до 1 : 1,1 середня густина матеріалу збіль-

шується від 190 кг/м3 до 250 кг/м3. При кількості 
зв'язуючого 1,1 мас.ч відносно 1 мас.ч гранульова-
ного заповнювача не спостерігається склеювання 
гранул між собою в процесі спучення, оскільки 
зв'язуючого надто багато, і в міжгранульному про-
сторі маються великі порожнечі. Оптимальним 
співвідношенням зв'язуючого до гранул є 1 : 1, 
оскільки в цьому випадку матеріал має прийнят-
ний зовнішній вигляд і низьку середню густину 
~ 230 кг/м3. 

Як видно з рис. 3, збільшення показників водо-
поглинання і сорбційної вологості мають майже 
прямопропорційну залежність від співвідно-
шення кількості гранульованого заповнювача 
до зв'язуючого. При збільшенні зв'язуючого на 
1 мас.ч гранульованого матеріалу збільшується 
і водопоглинання, і гігроскопічність, оскільки 
зростає пористість матеріалу у міжгранульному 
просторі.

Оптимальним є співвідношення кількості 
гранульованого заповнювача до зв'язуючого  
1 : 1, в даному випадку водопоглинання складає  
30-31 %, а сорбційна вологість – 4-5 %. 

Як видно з даних рис. 4, при співвідно-
шенні кількості гранульованого заповнювача до 
зв'язуючого 1 : 0,8 міцність на згин і стиск ком-
позиційного матеріалу складає 0,9-0,95 МПа і  
0,65-0,7 МПа відповідно. Низька кількість 
зв'язуючого по відношенню до кількості гра-
нульованого заповнювача дозволила досягти 
щільної упаковки гранул і їх склеювання між 
собою впродовж процесу спучення. Звідси 
і отримані результати міцнісних характеристик.  
Проте зовнішній вигляд такого матеріалу не 

     
 а)                                                                                  б)

Рис. 3. Вплив співвідношення зв'язуючого до гранульованого заповнювача  
на водопоглинання (а) і сорбційну вологість (б) композиційного матеріалу
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є задовільним, оскільки, спучуючись, гранули 
створюють горбисту поверхню, виступаючи над 
шаром зв'язуючого. Зі збільшенням кількості 
зв'язуючого по відношенню до гранул 1,1 : 1,  
міцність на згин поступово зменшується до 
0,8-0,85 МПа, оскільки росте пористість зраз-
ків, і основна частина зернистого заповнювача 
не склеюється між собою, а омонолічується за 
допомогою зв'язуючого. Такий же ефект спосте-
рігається і для показника міцності на стиск – зі 
збільшенням вмісту зв'язуючого даний показник 
зменшується до 0,45-0,5 МПа. Оптимального зна-
чення міцнісних характеристик, що поєднуються 
із задовільним зовнішнім виглядом і дрібнопорис-
тою структурою матеріалу вдається досягти при 
співвідношенні зв'язуючого до гранульованого 
заповнювача 1:1. Так, міцність на згин для такого 
співвідношення складає 0,8-0,9 МПа, а на стиск – 
0,6-0,7 МПа, що є задовільним для даної серед-
ньої густини матеріалу 220-240 кг/м3.

Висновки. На даний момент не налагоджено 
великомасштабного промислового виробництва 
композиційних матеріалів на основі рідинного скла 
шляхом термічого спучення. Обумовлено це нерів-
номірною тепловою обробкою зовнішніх і внутріш-
ніх шарів РСК при застосуванні традиційного кон-
вективного нагріву, а отримані таким чином ТІМ 
мають незадовільні експлуатаційні властивості. 
Дану проблему пропонується вирішити застосу-
вавши НВЧ технологію спучення РСК, перевагою 
якої є можливість об'ємного нагріву зсередини мате-
ріалу. Завдяки швидкому і інтенсивному об'ємному 
розігріву можна застосувати технологію одночас-
ного спучення гранульованого напівфабрикату 
та зв'язуючого, що дозволяє отримати однорідно-
структурний та об'ємно омонолічений матеріал, 
який представляє собою не окремо склеєні гранули, 
а монолітний блок та відрізняється достатньо висо-
кими фізико-механічними властивостями. 

    
 а)                                                                                   б)
Рис. 4. Вплив співвідношення зв'язуючого до гранульованого заповнювача на міцність 

композиційного матеріалу: на стиск (а) і на згин (б)
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rimar Т.E. APPLICATION OF GrANuLAr AGGrEGATE TO IMPrOVE THE PrOPErTIES 
OF LIquID GLASS THErMAL INSuLATION MATErIALS OBTAINED uNDEr THE ACTION 
MICrOwAVE rADIATION

The article investigates the use of porous granular aggregate in the production of composite thermal 
insulating materials based on liquid glass. Moreover, it is suggested to use not pre-swollen granules, but a 
raw unswollen semi-finished product and to manufacture heat-insulating products by simultaneous poring of 
granules and binder. This technique allows you to obtain a volumetrically homogenized material in which 
the space between the granules is filled with a swollen binder, limited by a denser surface layer, which is 
formed under the action of microwave radiation. The advantage of using microwave technology for swelling 
liquid-glass composition is the possibility of volumetric heating from the inside of the material, which, unlike 
traditional convective heating, allows you to simultaneously swell both the granules and the binder, and with 
the correct selection of the ratio of granules to the binder, obtain a homogeneously structured material. which 
is not individually glued granules, but a monolithic block and has sufficiently high physical and mechanical 
properties. In the work, it was established that the optimal ratio of the amount of granular aggregate to the 
binder is 1:1. In this case, the material has an acceptable appearance and a low average density – 220-
240 kg/m3, water absorption is 30-31%, hygroscopicity – 4-5%, and strength 0.8-0.9 MPa and 0.6-0.7 MPa, 
respectively, for bending and compression. The use of granular aggregate helps reduce shrinkage processes 
and avoids cracking of the material during further operation, increases the strength properties of thermal 
insulating materials, since the granules have some plastic deformation, and also reduces its hygroscopicity, 
thanks to the creation of a compacted surface shell under the influence of microwave radiation.

Key words: microwave radiation, liquid glass compositions, thermal insulation materials, granular 
aggregate, binder, physical and mechanical power.
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дОСлІдЖЕННя ФІЗИКО-хІМІЧНИх хАРАКТЕРИСТИК 
БІОлОгІЧНО АКТИВНОЇ дОБАВКИ З НАСІННя САФлОРУ

 
В дослідженні показано, що покращити харчування населення можливо шляхом розширення асорти-

менту продуктів повсякденного вживання, за рахунок введення до складу біологічно активних добавок.
Дані роботи показують, що у рамках імпортозаміщення особливу увагу слід приділяти отриманню 

та використанню у виробництві продуктів харчування компонентів з регіональної сировини. В якості 
такого компонента в дослідженні було обрано продукти переробки насіння сафлору, що має унікаль-
ний хімічний склад, а саме містить велику кількість поліненасичених жирних кислот.

Показано, що на першому етапі дослідження біологічно активної добавки з меленого насіння саф-
лору було визначено органолептичні та фізико-хімічні властивості біологічно активних речовин, що 
входять до її складу.

В роботі відпрацьовано схему виготовлення біологічно активної добавки, а також визначено її 
органолептичні показники згідно ДСТУ 8840:2019. 

Згідно ДСТУ ISO 10565:2003 одночасно було визначено масова частка вологи та вміст олії.
Показано, що для визначення перекісного та кислотного числа згідно ДСТУ 4350:2004 та ДСТУ 

4570:2006 було проведене виділення масла з біологічно активної добавки насіння сафлору.
Визначено розмір частинок біологічно активної добавки, а також встановлено склад харчових та 

біологічно активних речовин, що містяться у біологічно активній добавці згідно ДСТУ 7491:2013.
Методом спектроскопії визначено вміст азоту та сирого протеїну у біологічно активній 

добавці ДСТУ 7169:2010.
З використанням метода газорідинної хроматографії було визначено жирно-кислотний склад біо-

логічно активної добавки. 
З використанням хроматографічних методів проведено аналіз амінокислотного складу білка біо-

логічно активної добавки з насіння сафлору.
Визначено біологічну цінність біологічно активної добавки шляхом розрахунку амінокислотного скора.
Проведені дослідження показали, що біологічно активна добавка, яка була досліджена має високу 

харчову цінність, містить високий відсоток жиру білка та цілого ряду мікро- та макронутриєнтів, 
які є незамінними елементами здорового харчування.

Розрахунок амінокислотного скору показав сумарну долю незамінних амінокислот у білку біологічно 
активної добавки, а також дозволив визначити лімітуючу амінокислоту.

Отже, в результаті виконаного комплексу науково- дослідних робіт експериментально обґрунто-
вано вибір біологічно активної добавки з меленого насіння сафлору, яку можна буде використовувати 
у хлібопекарному виробництві.

Ключові слова: біологічно активна добавка, насіння сафлору, кислотне число, перекисне число, амі-
нокислотний скор, нутрієнтний склад, незамінні амінокислоти.

Постановка проблеми в загальному вигляді. 
Відомо, що однією з причин зростання кількості 
хронічних захворювань населення працездатного 
віку, є незбалансоване харчування за нутрієнтним 
складом. Поліпшення харчування населення мож-
ливе шляхом розширення асортименту збагачених 
продуктів повсякденного споживання, до яких 

у нашій країні, безсумнівно, належить хліб. Маючи 
традиційно звичний смак і аромат, енергетичну 
і харчову цінність, хліб корисний практично всім 
категоріям населення незалежно від віку, фізичної 
активності, особливостей життєдіяльності. 

При цьому особливу увагу слід приділяти 
отриманню та використанню при виробництві 
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продуктів харчування компонентів з регіональної 
сировини, одними з яких можуть бути продукти 
переробки насіння сафлору, що має унікальний 
хімічний склад.

Таким чином, актуальними є дослідження 
в галузі розробки технології отримання біоло-
гічно активної добавками з насіння сафлору, що 
дозволяють отримувати на основі раціонального 
використання рослинної сировини продуктів, які 
сприяють покращенню структури харчування 
населення.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
Дослідження [1] показують, що квітки та насіння 
сафлору використовуються у світовій фармацев-
тичній практиці. Зокрема, за кордоном застосову-
ється настій, настоянка, відвар квіток, олія насіння 
та суха сировина сафлору. У фармацевтичній про-
мисловості України сафлору використовують

лише як компонент для виробництва біологіч-
них активних добавок (БАД) [2].

В роботах [3, 4] наведено технологічні роз-
робки існуючих функціональних продуктів хар-
чування, зокрема, хлібобулочні вироби з харчо-
вими інгредієнтами у дозах від 3% до 20-30% 
до загальної маси борошна – висівками, різними 
зерновими продуктами, соєвим борошном та інш; 
з мікронутрієнтами – вітамінами, мінеральними 
та іншими речовинами. Показано, що на сьогод-
нішній час асортимент таких продуктів невели-
кий, і є необхідність розширення асортименту 
продуктів харчування з рослинними біокоректо-
рами, що, у свою чергу, буде сприяти розширенню 
сегмента здорових продуктів Українського ринку, 
і буде ще одним із шляхів раціональної переробки 
нетрадиційної рослинної сировини. В роботах 
[5, 6] зазначено, що останніми роками в раціонах 
харчування знизився вміст життєво важливих хар-
чових речовин. 

Відповідно до положення теорії адекват-
ного харчування, поліненасичені жирні кислоти 
(ПНЖК) є функціональними інгредієнтами їжі,

що грають важливу роль у будові клітин, змен-
шенні рівня холестерину в крові та профілактиці 
формування атеросклерозу нестача ПНЖК у про-
дуктах харчування, що відзначається сьогодні 
у всіх розвинених країн світу, викликало бурх-
ливе зростання робіт зі створення продуктів хар-
чування із підвищеним вмістом ПНЖК.

При створенні таких продуктів необхідно вра-
ховувати комплексну оцінку ефективності ПНЖК, 
що передбачає аналіз хімічної структури та влас-
тивостей добавок із вмістом ПНЖК, на підставі 
яких прогнозується їх можливий вплив на реоло-

гічні, структурномеханічні властивості та фізіоло-
гічні ефекти, зумовлені споживанням харчового 
продукту, що містить ПНЖК.

Формування цілей статті. Метою роботи 
є теоретично обґрунтувати та підтвердити доціль-
ність використання помеленого насіння сафлору 
у якості біологічно активної добавки, а саме 
дослідження органолептичних та фізико-хімічних 
показників, складу харчових та біологічно актив-
них речовин, що входять до її складу з викорис-
танням сучасних фізико-хімічних та органолеп-
тичних досліджень.

Виклад основного матеріалу досліджень. 
Серед місцевих ресурсів нетрадиційної рослин-
ної сировини для хлібобулочних виробів можна 
виділити сафлор. Сафлор (сафлор фарбуваль-
ний, американський шафран, дикий шафран 
(лат. Carthamus tinctorius L.) – однорічна рослина 
з сімейства Айстрових (Asteraceae).

Сафлор фарбувальний широко застосову-
ється у виробництві харчової олії, яку одержують 
з насіння цієї рослини.

Воно містить тригліцериди двічі ненасиче-
ної лінолевої кислоти (70%) і тричі ненасиченої 
ліноленової кислоти (10%), причому з порівняно 
високим вмістом вітаміну Е. У сафлорі містяться 
пігменти (картамін), лігнани, полісахариди, 
ефірні олії, жирні олії (арахідонова кислота, ліно-
лева кислота, ліноленова кислота, пальмітинова 
кислота, стеаринова кислота). Завдяки високому 
вмісту ПНЖК та невибагливості в обробці сафлор 
значно виграє серед інших олійних культур.

Нестача лінолевої кислоти у продуктах харчу-
вання або порушення метаболізму лінолевої кис-
лоти іноді є причиною деяких захворювань.

Лінолева кислота зміцнює структуру клітин-
них мембран, при внутрішньому застосуванні 
сприяє зниженню рівня холестерину. Крім цього, 
лінолева кислота, що входить до складу олії саф-
лори володіє здатністю до регулювання метабо-
лізму ліпідів, зниження маси тіла та жирових від-
кладень.

Все вищезазначене дає можливість засто-
сування сафлору у якості нетрадиційної рос-
линної добавки для виробництва хлібобулочних 
виробів для тих, хто має надмірну масу тіла.

В цьому дослідженні для отримання біологічно 
активної добавки насіння сафлору було промите, 
висушене гарячим повітрям до остаточної воло-
гості 10%, а потім помелене до розміру частинок 
не більше 0,4 мм.

Визначення органолептичних показників біо-
логічно активної добавки здійснювали за стан-
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дартною методикою згідно ДСТУ 8840:2019 
Насіння олійних культур. Методи визначення 
кольору та запаху. 

Органолептичні показники біологічно актив-
ної добавки з меленого насіння сафлору наведено 
у Таблиці 1.

Масову частку вологи та вмісту олії в біологічно 
активній добавці з насіння сафлору визначали за 
ДСТУ ISO 10565:2003. Насіння олійних культур. 
Одночасне визначення вмісту олії та вологи.

Масову частку вологи та вмісту олії в біологічно 
активній добавці з насіння сафлору визначали за 
ДСТУ ISO 10565:2003. Насіння олійних культур. 
Одночасне визначення вмісту олії та вологи.

Далі було проведено виділення масла з біоло-
гічно активної добавки для визначення перекіс-
ного та кислотного числа здійснювали методом 
настоювання в етиловому ефірі.

Таблиця 1
Органолептичні показники біологічно 

активної добавки
Найменування 

показника
характеристика 

показника
Вимоги дСТУ 

8840:2019

Зовнішній 
вигляд

Подрібнений 
сипкий продукт 
без сторонніх 

та великих 
включень

Подрібнений 
сипкий продукт 
без сторонніх 

та великих 
включень

Колір
Сірий з 

коричневим
відтінком

Сірий з 
коричневим

відтінком

Запах

Властивий 
запаху

сафлору. 
Без стороннього

запаху

Властивий 
запаху

сафлору. Без 
стороннього

запаху

Кислотне число олії, яка була виділена з біоло-
гічно активної добавки визначали згідно з ДСТУ 
4350:2004. «Олії. Методи визначення кислотного 
числа», а перекисне число за ДСТУ 4570:2006 
«Жири рослинні та олії. Методи визначення».

Розмір частинок визначали шляхом просію-
вання через сито лабораторне з діаметром отворів 
355 мкм. 

Склад харчових та біологічно активних речо-
вин, що містяться у біологічно активній добавці 
визначали за загальноприйнятими методиками: 

ДСТУ 7491:2013 Насіння олійне, макухи та 
шроти. Визначання вологи, жиру, протеїну та кліт-
ковини методом спектроскопії в ближній інфрачер-
воній зоні; ДСТУ 7169:2010 Корми, комбікорми, 
комбікормова сировина. Методи визначення 
вмісту азоту і сирого протеїну. Жирно-кислотний 

склад біологічно активної добавки з насіння саф-
лору та метилові ефіри насичених жирних кислот 
визначали методом газорідинної хроматографії на 
газорідинному хроматографі GC-2010 Shimadzu 
(Німеччина) з полум'яно-іонізаційним детектором. 

Аналіз амінокислотного складу білка біоло-
гічно активної добавки з насіння сафлору про-
водили на хроматографі Dionex Ultimate 3000 
Thermo Scientific (США).

Біологічну цінність визначали шляхом розра-
хунку амінокислотного скора. Амінокислотний 
скор визначали як відсоткове співвідношення 
вмісту незамінної амінокислоти в білку продукту 
до її вмісту в «ідеальному білку» за формулою:

À
Õ
Õ

� �1

2

100%,                         (1)

Х1 – масова частка незамінної амінокислоти 
у продукту, що досліджується, мг на 1 г білка; Х2 – 
масова частка незамінної амінокислоти в «еталон-
ному білку», мг на 1 г білка. Еталонний білок — 
це теоретичний білок, ідеально збалансований за 
амінокислотним складом. Відповідно, СКОР усіх 
амінокислот в еталонному білку дорівнює 100%.

У таблиці 2 наведені фізико-хімічні показники 
біологічно активної добавки з насіння сафлору.

Таблиця 2
Фізико-хімічні показники біологічно-активної 

добавки з насіння сафлору

Найменування показник Значення 
показника Норма

Масова доля вологи, % 7,9 не більше 
10

Масова доля масла, % 35,2 35,0-37,0
Кислотне число масла, що 
виділяється з біологічно 

активної добавки, мг 
КОН/г

1,7 не більше 4

Перекисне число 
масла, що виділяється 
з біологічно активної 

добавки, ммоль активного 
кисню/кг 

4,5 не більше 
10

Розмір частинок, мм менше 0,37 не більше 
0,37

Отже, дані, що наведені у Таблицях 1 та 2 свід-
чать, що біологічно активна добавка, що дослі-
джується за органолептичними та фізико-хіміч-
ними показниками відповідає вимогам ДСТУ-Н 
CODEX STAN 192:2014 «Харчові добавки. Номен-
клатура та загальні вимоги».

У Таблиці 3 наведено склад харчових та біо-
логічно активних речовин, що містяться у біоло-
гічно активній добавці з насіння сафлору.
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Таблиця 3
Склад харчових та біологічно активних 

речовин, що містяться у харчовій добавці  
з насіння сафлору

Найменування 
харчової та біологічно 

активної речовини

Вміст харчової та 
біологічно активної 
речовини у 100 гр 

біологічно активної 
добавки

Жири, г 35,2
Білки, г 16,2

Моно- та дисахариди, г 1,2
Харчові волокна, г 33,0

Мінеральні речовини, г 6,5
Макроелементи, мг:

Калій 687,3
Кальцій 78,2
Магній 353,3
Фосфор 644,2

Мікроелементи:
Залізо, мг 4,9

Вітаміни, мг:
В1 1,16
В2 0,42
В5 4,04
РР 2,28
Е 1,23

Енергетична цінність, 
ккал 454,4

З даних таблиці 3 випливає, що біологічно 
активна добавка з насіння сафлору характери-
зується підвищенною харчовою цінністю, від-
різняється високим вмістом жиру (у середньому 
35,2%), білка (в середньому 16,2%) та цілого ряду 
мікро- та макронутриєнтів. Макро та мікроеле-
менти, а також вітаміни, що містяться у харчовій 
добавці з меленого насіння сафлору, – незамінні 
елементи здорового харчування.

Жирно – кислотний склад ліпідів, що міститься 
у харчовій добавці з меленого насіння сафлору 
наведено у Таблиці 4.

Результати досліджень амінокислотного 
складу і розрахунку амінокислотного скору білка 
наведено у Таблиці 5.

Дані таблиці 5 свідчать, що сумарна доля неза-
мінних амінокислот у білку біологічно активної 
добавки з насіння сафлору становить 31% від маси 
білка, що обумовлює його високу біологічну цін-
ність (74,4%). Розрахунок амінокислотного скору 
у білковій біологічно активній добавці свідчить 
про те, що лімітуючою амінокислотою є трипто-
фан. Дані наведені в Таблиці 6.

Таблиця 4
Жирно-кислотний склад ліпідів, що міститься 
у харчовій добавці з меленого насіння сафлору

Найменування жирної 
кислоти

Вміст жирної 
кислоти, % від 
загальної суми 
жирних кислот

Насичені: 8,9
пальмітинова кислота С16:0 6,4

стеаринова кислота С18:0 2,3
бегенова кислота С22:0 0,2

Мононенасичені: 9,8
олеїнова кислота С18:1 (ω-9) 9,0

елаідинова кислота С18:1 
(ω-9) 0,8

Поліненасичені: 81,3
лінолева кислота С18:2 (ω-6) 48.4

руменова кислота С18:2 29,4
арахідонова кислота С20:4 

(ω-6) 1,8

докозагексогенова кислота 
С22:6 (ω-6) 1,7

Таблиця 5
Амінокислотний склад та амінокислотний 

скор білка біологічно активної добавки 
меленого насіння сафлору

Найменування 
амінокислоти

Вміст амінокислоти, 
мг на 1 г білку/

амінокислотний скор 
відносно еталонного 

білка, %
Валин 54,2/90,4

Лейцин 57,8/81,9
Ізолейцин 29,4/73,5

Лізін 34,2/62,2
Метіонин + Цистин 38,9/111,1

Треонін 35,8/89,5
Триптофан 1,1/1,1

Фенілаланін+тирозин 63,7/106,2
Сума незмінних 
амінокислот, мг 305,6

Біологічна цінність білка, % 74,4

Таблиця 6
Амінокислотний скор білків 
біологічно активної добавки

Найменування 
амінокислоти

Вміст амінокислоти, мг 
на 1 г білку

Валин 90
Лейцин 82

Ізолейцин 73
Лізін 62

Метіонин + Цистин 110
Треонін 90

Триптофан 1
Фенілаланін+тирозин 108
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Отже аналіз даних хімічного складу біологічно 
активної добавки з меленого насіння сафлору 
показав, що її можна використовувати при вироб-
ництві хліба. 

Висновки із зазначених проблем і перспек-
тиви подальших досліджень. В результаті про-
ведених досліджень визначено органолептичні 

та фізико-хімічні показники біологічно активної 
добавки з меленого насіння сафлору.

Таким чином було показано можливість засто-
сування біологічно активної добавки у рецептурах 
хліба з метою покращення якості та підвищення 
харчової цінності за рахунок зростання у готових 
виробах вмісту білка, харчових волокон та поліне-
насичених жирних кислот.
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Yefimova V.G. STuDY OF THE PHYSICAL AND CHEMICAL CHArACTErISTICS 
OF A SAFFLOwEr BIOLOGICALLY ACTIVE SuPPLEMENT

In the following, it is shown that it is possible to improve the eating habits of the population by expanding the 
range of products of everyday living, for the sake of introducing biologically active additives to the warehouse.

These works show that, within the framework of import substitution, special respect should be given to the 
selection of products from the regional raw. In the capacity of such a component, the product of the processing 
of safflower, which has a unique chemical warehouse, and itself avenges a large number of polyunsaturated 
fatty acids, was taken into consideration.

It is shown that at the first stage of adding biologically active additives from ground safflower, the 
organoleptic and physical and chemical powers of biologically active speeches were determined, which can 
be included up to the її warehouse.

In the work, a scheme for the preparation of a biologically active additive was developed, as well as 
organoleptic indications. 

The mass part of water and oil together was assigned at the same time.
It is shown that for the determination of peroxide and acid number oil was studied with a biologically active 

additive based on safflower.
By the method of spectroscopy, it was determined instead of nitrogen and crude protein in the biologically 

active additive. It is shown that the fatty acid warehouse of the biologically active additive was determined by 
gas chromatography.

Using various chromatographic methods, an analysis of the amino acid composition of the protein of a 
biologically active additive from safflower was carried out.

A study was carried out to confirm that a biologically active additive, that it can be a high food value, to 
avenge a high amount of fat protein and a whole series of micro- and macronutrients, as essential elements of 
healthy eating.

Investigation of the amino acid score by showing the total proportion of non-amino acids in the protein of 
biologically active additives, as well as allowing the use of a limiting amino acid.

Key words: biologically active additive containing safflower, acid number, peroxide number, amino acid 
score, nutrient warehouse, essential amino acids.
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ПРО МОЖлИВОСТІ РОЗшИРЕННя АюРВЕдИЧНОЇ ПРОдУКцІЇ 
З ПРИРОдНИМИ РОСлИННИМИ дЖЕРЕлАМИ

Базуючись на аюрведичних принципах харчування, магістрами професійно-освітньої програми 
«Технологія дієтичних та аюрведичних харчових продуктів» Національного університету харчових 
технологій. розроблено рецептури аюрведичних страв з природними рослинними джерелами ‒ хумусу з 
інноваційними рішеннями щодо використання гарбуза сорту Мускатний, топленого масла Гхі та піді-
браною композицією прянощів: коріандр, фенхель, куркума, м'ята. Аюрведичний хумус за органолеп-
тичними характеристиками має блідо-помаранчевий колір, можливі помаранчеві вкраплення гарбуза; 
консистенція – густа, однорідна, допускається присутність волокон гарбуза; запах – пряний, аро-
мат приємний; притаманний запеченому гарбузу, смак – збалансований в міру солоний. В страві, при-
сутні за аюрведичними рекомендаціями всі шість смаків, зокрема солодкість гарбуза, кислий присмак 
лимона, гострота часнику, терпкість кунжутної пасти та нуту, гіркість та пряність від композиції 
прянощів та гарбузового насіння. 

Розроблена рецептура овочевого пікулі з огірками актуальна для людей конституції Вата Доші. 
Запропоновані прянощі – куркума, лавровий лист, гірчиця та мускатний горіх створюють зігріваю-
чий ефект та баланс цієї Доші. Колір страви –світло-коричневий; консистенція –рідка; овочі – м'які, 
соковиті; страва має приємний аромат прянощів, пряний, злегка гострий; Відчутні всі шість смаків 
(найбільш виражені – солоний, гострий та терпкий).

Розроблено оригінальний пряний соус на основі ананасового пюре з додаванням порошку куркуми, 
пластівців чилі та соку лайму. Переважаючими смаками страви є кислий і солодкий, що підсилює 
баланс Пітта Доші. Горіхова паста з фісташок з додаванням меду та кардамону, рожевої гімалай-
ської солі у якості додаткового джерела мікроелементів. 

У дослідженнях використано органолептичний, фізичний, фізико-хімічні та розрахункові методи. 
Обґрунтовано технологічні параметри, вміст та співвідношення інгредієнтів.

Проведені дослідження та запропоновані рецептури аюрведичних страв популяризують шлях до 
здорового, повноцінного життя за аюрведичними рекомендаціями. Поширюють аюрведичне вчення в 
Україні, дозволяють розширити асортимент страв аюрведичної кулінарії у меню ресторанних підпри-
ємств, аюрведичних центрів, привернуть увагу до Аюрведи, стародавньої науки про здоровий розум, 
наміри, життя людини. Розкривають актуальність персоналізованого харчування для індивідуальної 
конституції людини.

Ключові слова: Аюрведа, персоналізоване, рослинні джерела, конституція людини, Вата Доша, 
Пітта Доша, аюрведичні страви.
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Постановка проблеми. За вченням Аюрведи, 
людина, яка правильно харчується не потребує 
ліків, а людині, що харчується неправильно, жодні 
ліки не допоможуть 

Усуваючи першопричини, тіло зцілює себе. Ця 
модель самозцілення має першорядне значення 
для розуміння переваг Аюрведи, системи знань, 
які визнають наявність індивідуальних типів 
метаболізму [1].

В аюрведичному вченні важливе значення 
належить концепції п’яти елементів (Землі, Води, 
Вогню, Повітря і Ефіру). У людському тілі вони 
проявляють себе як три базові принципи або енер-
гії (тридоша): Вата (поєднання Повітря і Ефіру), 
Піта (Вогонь та Вода) і Капха (поєднання Води 
і Землі). Саме вроджене співвідношення цих 
елементів визначає не тільки вигляд і фізіологію 
людини, але і її характер, схильності, розумові зді-
бності, а також хвороби, до яких людина схильна 

Аномальний (неприродний) дисбаланс Дош 
викликається довгим впливом на організм нега-
тивних чинників (внутрішніх і зовнішніх) [2].

Харчування є основною необхідністю існу-
вання людини. За положеннями Аюрведи пози-
тивне харчування базується на трьох фундамен-
тальних принципах [3]:

1. Забезпечення наявності в споживаних про-
дуктах всіх шести смаків, зокрема солодкий, кис-
лий, солоний, їдкий, гіркий, терпкий. 

2. Подібне збільшує подібне, а протилежності 
зменшують один одного. 

3. Здатність людини до самозцілення. 
В розвинутих країнах, де є достаток продо-

вольства, знижений дефіцит вітамінів, в тому 
числі за рахунок дієтичних добавок, збалансоване 
за сучасними нормами фізіологічних потреб хар-
чування існує проблема здоров’я, повноцінного 
довголіття, щасливого існування. Це викликає 
потребу в пошуку та використанню альтерна-
тивних підходів до здорового існування, повно-
цінного харчування, врівноваженого оцінювання 
власних потреб та вчинків. 

Тому актуальним питанням сьогодні є пропо-
зиції аюрведичних підходів у відповідності до 
переважаючої конституції людини, розуміння 
важливості розроблення аюрведичних страв інди-
відуального раціону. 

Цим завданням відповідає розвиток в Україні 
принципів та положень Аюрведи із залученням 
розробок аюрведичних страв та продуктів, ство-
рених магістрами освітньої програми «Технологія 
дієтичних та аюрведичних харчових продуктів» 
Національного університету харчових технологій.

Метою написання статті є представлення 
наукового обґрунтування та практичних розробок 
аювердичної продукції з рослинними джерелами 
відповідно індивідуальної конституції людини 
для максимального збалансування природних 
життєвих станів.

В ході наукових пошуків рецептур аюрведич-
них страв з природними рослинними джерелами 
та їх практичного завершення використовувалися 
знання як традиційної науки про харчування так 
і відомості з аюрведичних джерел та приписів. 
Це дозволило знайти необхідні додаткові компо-
ненти для інноваційних рецептур, встановити їхню 
корисність для людей різних індивідуальних вимог.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Наприкінці минулого століття, ВООЗ визнала 
Аюрведу як одну із найбільш перспективних сис-
тем для розвитку медичної науки [4].

За Аюрведою їжа харчує розум, тіло, відчуття 
і душу людини. Саме вона є основою життя, само-
зцілення організму та наповнення наших почут-
тів. Це є ритуал життя від першого ковтка мате-
ринського молока до спільних вечерь із рідними 
і друзями. Аюрведична кухня і стиль життя – 
основи Аюрведичної традиції [5].

Аюрведа приділяє першочергове значення 
індивідуального раціону, відповідно пріоритетної 
за Пракріті Дошею [2].

Найбільш дієвим методом управління Дошами 
за допомогою харчування є вплив смаків. Смаки, 
як і Доши, складаються з першоелементів в пев-
них комбінаціях і, в залежності від домінуючих 
в них пар елементів, мають свої особливі власти-
вості, володіють прямим впливом на фізіологію 
тіла і розуму [5].

Аюрведична кулінарія не існує без викорис-
тання спецій, трав і приправ. Вони балансують 
Доші, регулюють Агні та чинять позитивну дію 
на організм людини. Спеціями служать коріння, 
кора і насіння деяких рослин, які використову-
ються цілими, в подрібненому виді або у вигляді 
порошку. Трави - це свіже листя і квіти. В якості 
приправ використовують такі смакові добавки,  
як сіль [6].

Велике значення мають нові пошуки та роз-
роблення інноваційної ресторанної продукції, 
виготовленої за аюрведичними принципами та 
знаннями.

Споживання хумусу в Україні в останні роки 
зростає. Наразі регулярно купують хумус вегета-
ріанці і вегани, саме цей сегмент контингенту спо-
живачів залежить від дефіциту білкових речовин, 
в тому числі з рослинних джерел [7].
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Тому вдосконалення традиційних рецептурних 
композицій хумусу, особливо чутливих людських 
конституцій, зокрема Вата Доша є актуальним, 
економічно та соціально виправданим.

Пікулі ‒ це замариновані з прянощами дрібні 
овочі [8]. У баночках можуть розміщуватися 
найрізноманітніші овочі переважно карликових 
сортів. Крім овочів, по банкам закладають боби, 
качани кукурудзи, яблука, груші, вишні з кісточ-
ками, сливу.

Економічна зацікавленість виробників 
у випуску соусної продукції пояснюється тим, 
що розширювати асортимент соусів, регулювати 
собівартість та ціну не так важко, як в інших галу-
зях. До того ж соусна продукція гнучка до зміни 
хімічного складу, харчової та біологічної цінності. 
Соуси є джерелом вуглеводів і жирів, в меншій 
мірі – білків, мінералів і вітамінів [9]. 

Спираючись на дослідження підприємств, які 
безпосередньо виготовляють соусну продукцію, 
кожний другий споживач зацікавлений у соусі 
з оригінальним смаком або екзотичними добав-
ками, адже така добавка може урізноманітнити 
щоденний раціон. 

Трави та спеції відіграють центральну роль 
у традиційній аюрведичній кухні. Ретельний і сві-
домий вибір спецій робить багатьох страв більш 
засвоюваним та смачним, а також допомагають 
стимулювати травлення та регулювати внутріш-
ній баланс. Спеції, приправи та прянощі поєднує 
одне: усі вони є підсилювачами смаку та апетиту. 
Посилюють смак страв, відтіняють, розкривають 
за правильним їх використанням [10]. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
До складу класичної рецептури хумусу входять 
вісім основних компонентів: нут, паста тхіна, 
часник, лимонний сік, сіль, оливкова олія, перець 
чорний, вода питна. До інноваційного аюрведич-
ного хумусу пропонується вводити такі компо-
ненти: гарбуз сорту Мускатний, топлене масло 
Гхі, коріандр, фенхель, куркума, м’ята.

Інгредієнти додаються до страви, щоб забезпе-
чити аюрведичні рекомендації, зокрема доповне-
ння солодким смаком та оригінальними пікант-
ними нотками.

Гарбуз – запікають без шкірки з додаванням 
топленого масла, перетворюють на пюре і дода-
ють у готовий хумус. Внесення гарбуза з перева-
жаючим солодким смаком у страву пропонується 
здійснювати у декілька етапів. За рекомендаціями 
аюрведи, щодо правильності використання даного 
продукту, а саме гарбуза: спочатку проводиться 
механічна обробка – миття, чищення від шкірки 

та насіння; нарізання на кубики середнього роз-
міру для зручності в подальшому подрібнені та 
теплова обробка – запікання до готовності, при 
температурі 175°С протягом 20-25 хвилин, з дода-
ванням невеликої кількості вершкового або топле-
ного масла. Наступним етапом є подрібнення 
у пюре блендером і додавання до готового хумусу. 

Було досліджено 5 дослідних зразків хумусу 
з різними співвідношеннями інгредієнтів (табл. 1).

Таблиця 1
Варіанти відсоткового вмісту інгредієнтів 

дослідних зразків хумусу
Сировина

№ 1
№ 2

№ 3 № 4 № 5

Вміст, %

Нут 43, 3 43,5 43,5 43,5 43,5

Гарбуз 13,0 14,5 15,2 16,7 17,8

Топлене масло (Гхі) 5,0 5,3 5,5 5,7 5,9

Гарбузове насіння 1,2 1,2 - 1,2 1,2

Коріандр 1,8 1,8 1,8 1,8 1,8

Фенхель 3,6 3,6 3,6 3,6 3,6

Куркума 4,2 4,2 4,2 4,2 4,2

М’ята 1,8 1,8 1,8 1,8 1,8

Прянощі за обраними зразками комбінації змі-
шують механічно, в одній ємності, після ретель-
ного подрібнення. Потім їх додають до попере-
дньо збитого запеченого гарбуза. А після готову 
суміш додають до готового класичного хумусу. 
Результати органолептичної оцінки дослідних 
зразків композицій показано у табл. 2.

Таблиця 2
Сенсорне оцінювання дослідних зразків 

аюрведичного хумуса 
№ Показник № 1 № 2 № 3 № 4 № 5
1 Зовнішній вигляд 3,7 3,9 4,9 4,8 3,5
2 Колір 3,2 4,5 4,7 4,6 3,0
3 Запах 4,0 4,9 4,5 4,8 3,2
4 Консистенція 4,8 4,8 4,4 4,4 4,5
5 Смак 4,5 4,5 4,8 3,8 4,5

Загальна оцінка 4,04 4,52 4,66 4,48 3,74

За сенсорною оцінкою видно, що кращим варі-
антом є зразок № 3. 

Розроблена рецептурна композиція хумусу 
з додаванням гарбуза, здійснена за аюрведичними 
рекомендаціями, має блідо-помаранчевий колір, 
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можливі помаранчеві вкраплення гарбуза; консис-
тенція – густа, однорідна, допускається присут-
ність волокон гарбуза; запах – пряний, приємний; 
притаманний аромат запеченого гарбуза, бобових 
та прянощів, смак – збалансований в міру солоний, 
присутні всі шість смаків ‒ солодкість гарбуза, кис-
лий присмак лимона, гострота часнику, терпкість 
кунжутної пасти та нуту, гіркість та пряність від 
композиції прянощів та гарбузового насіння. 

Розробка рецептури овочевого пікулі за аюр-
ведичними рекомендаціями з додатковими сма-
ками актуальна, особливо для людей конституції 
Вата Доша, із пріоритетною зігріваючою дією, 
підтримкою імунітету та покращення функції 
багатьох органів та систем. Саме у майстерному 
підборі спецій і трав, які виявляють приховані 
смакові відтінки навіть звичайних продуктів аюр-
ведичні приписи демонструють можливість ство-
рювання цілеспрямованих смакових характерис-
тик, важливих для балансу Дош. 

Науковим обґрунтуванням та практичними 
дослідженнями з’ясовано додаткову композицію 
рослинних джерел до овочевого пікулі, яка скла-
дається з прянощів – куркума, лавровий лист, гір-
чиця та мускатний горіх. 

Досліджено 4 дослідні зразки з різним від-
сотковим співвідношенням введення прянощів 
(табл. 3). 

Таблиця 3
Варіанти дослідних зразків композиції 
прянощів в технології овочевого пікулі

Прянощі № 1 № 2 № 3 № 4
 Вміст, % 

Куркума 2,7 1,7 0 0,5
Лавровий лист 0 2,0 1,0 1,5

Гірчиця 4,0 0 2,0 0
Мускатний горіх 0,1 0 0,2 0,3

В табл. 4. наведено балове оцінювання за сен-
сорним аналізом дослідних композицій прянощів.

За бальною оцінкою видно, що кращим варіантом 
є композиція прянощів за дослідним зразком № 3.

Досліджували різні варіанти дослідних зразків 
пікулі щодо відсоткового вмісту основних рецеп-
турних інгредієнтів (табл. 5).

Порівнюючи загальну оцінку в балах сенсор-
ного аналізу визнано, що найкращим варіантом 
рецептури аюрведичної страви «Пікулі з огір-
ком» є зразок №4 з оцінкою 52,5. Колір страви – 
світло-коричневий відтінок; консистенція –рідка; 
овочі – м’які, соковиті. Страва має приємний 
аромат прянощів, пряний, злегка гострий; від-

чутні всі 6 смаків (найбільш виражені – солоний, 
гострий та терпкий).

За аюрведичними рекомендаціями з рослинними 
джерелами розроблено оригінальний пряний соус 
на основі ананасового пюре з додаванням порошку 
куркуми, пластівців чилі та соку лайму. Переважаю-
чим смаком страви є кислий та солодкий, меншою 
мірою гострий та гіркий, терпкий. Отже соус вклю-
чає майже всі 6 смаків. Така страва покращуватиме 
травний вогонь та матиме зігріваючу вір’ю.

В табл. 6 наведено рецептуру соусу «Ананасний».

Таблиця 6 
Рецептура соусу «Ананасний»

№ Назва 
сировини

Витрати сировини  
на 1 кг продукту

Брутто Нетто
1 Ананас 850 700
2 Куркума 30 30
3 Чилі 40 40
4 Лайм 60 50
5 Селера 30 30
6 Петрушка 30 30
7 Пастернак 40 40
8 Цукор 80 80

Вихід 1000

В табл. 7 наведено характеристику готової 
страви.

Таблиця 4
Балове оцінювання за сенсорним аналізом 

дослідних зразків композицій прянощів 
№ Показник № 1 № 2 № 3 № 4

1 Зовнішній 
вигляд 2,7 4,2 4 3,3

2 Колір 3,2 4 3,3 4,3
3 Запах 4,1 5 3 4,2
4 Консистенція 4,1 4,1 4,1 3,9
5 Смак 4 4,2 4,1 3,2
Загальна оцінка 3,62 3,50  4,3 3,78

Таблиця 5
Варіанти рецептур зразків 

«Пікулі із огірками» 

Сировина № 1 № 2 № 3 № 4 № 5
Вміст, % маси

Огірки 73,0 68,0 74,0 70,0 72,0
Цибуля 
ріпчаста 5,1 12,1 3,0 9,0 9,9

Обрана 
композиція 
прянощів 

1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

Часник 5 4,4 - 1,5 2
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Таблиця 7 
характеристика аюрведичного соусу 

«Ананасний»
Показник характеристика

Зовнішній вигляд Приємний, апетитний
Колір Жовтий

Смак Солодко-кислуватий,  
пряний, з присмаком чилі

Запах Приємний, притаманний 
інгредієнтам рецептури

Консистенція Рідкувата

Забезпеченню населення збалансованим харчу-
ванням, у відповідності до переважаючої конститу-
ції та розширення асортименту аюрведичних страв 
спрямовано розроблення за аюрведичними рекомен-
даціями рецептуру горіхової пасти з фісташок з дода-
ванням меду та кардамону, рожевої гімалайської солі 
у якості додаткового джерела мікроелементів.

Завдяки такого поєднання було досягнуто 
збалансованого впливу на конституцію людей 
в яких домінує Вата-доша, при цьому утримуючи 
в балансі інші Доші. Вплив на Пітта дає змогу 
збільшити Агні організму (табл. 8). 

Таблиця 8
Аюрведичні характеристики дослідної страви «горіхова паста з фісташками»

Інгредієнти
рецептури Смак (раса) Вір’я Віпак дія Вплив на доші

Фісташки Солодкий, охолодж. солодкий М’яка дія на травлення В↓; П↑; К↑
Мед солод. зігрів. солодкий сприяє травленню В↓; П↑; К↓

Кардамон гострий Зігрів. солодкий легкий, масляний, сприяє 
травленню В↓; П↓; К↓

Сіль рожева солоний охолодж. солодкий Стимулює агні В↓; П↑; К↑
Загальний вплив В↓;П↓↑; К↑↓

Таблиця 9
характеристика аюрведичної пасти

Показник характеристика
Зовнішній вигляд Приємний, апетитний

Колір зелений

Смак Солодкий, пряний, з відчутним смаком спецій та ніжним горіховим 
присмаком

Запах Приємний, притаманний інгредієнтам рецептури
Консистенція Густа однорідна

В табл. 9 зібрано якісні характеристики аюрве-
дичної пасти.

Висновки. Аюрведична наука, її положення та 
рекомендації дедалі стають світовим брендом, який 

підкоряє все більшу кількість прихильників, як серед 
виробників, так і серед споживачів. Розширення асор-
тименту аюрведичних страв є важливим інструментом 
комерційного позиціонування аюрведичної продукції.
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Frolova N.E., Poleva O.A., Tsykalo D.Yu., Vynogradov V.M., Demchuk P.V., Bilenkyi P.S. 
OPPOrTuNITIES TO EXPAND AYurVEDIC PrODuCTS wITH NATurAL PLANT SOurCES

Based on the Ayurvedic principles of nutrition, Masters of Vocational Education programme "Technology of 
Dietary and Ayurvedic Food Products" of the National University of Food Technology have developed recipes of 
Ayurvedic dishes with natural plant sources - hummus with innovative solutions of using nutmeg pumpkin, ghee 
and a selected composition of spices: coriander, fennel, turmeric, mint. By organoleptic characteristics Ayurvedic 
hummus has a pale orange colour, orange pumpkin inclusions are possible; consistency - thick, homogeneous, 
the presence of pumpkin fibers is allowed; smell - spicy, aroma is pleasant; inherent to baked pumpkin, taste - 
balanced, moderately salty. In the dish, all six flavours are present according to Ayurvedic recommendations, 
particularly the sweetness of pumpkin, the sourness of lemon, the sharpness of garlic, the tartness of sesame paste 
and chickpeas, the bitterness and spiciness of the composition of spices and pumpkin seeds. The recipe developed 
for vegetable pickle with cucumbers is relevant for people of Vata Doshi constitution. Suggested spices - turmeric, 
bay leaf, mustard and nutmeg create a warming effect and balance this Dosha. The colour of the dish is light 
brown; the consistency is liquid; the vegetables are soft, juicy; the dish has a pleasant spicy, spicy, slightly tangy 
aroma; All 6 flavours are tangible (the most pronounced are salty, spicy and tart). Developed an original spicy 
sauce based on pineapple puree with Turmeric powder, chilli flakes and lime juice. The predominant taste of the 
dish is sour and sweet, which enhances the balance of Pitta Dosha. Pistachio nut paste with the addition of honey 
and cardamom, pink Himalayan salt as an additional source of micronutrients. Organoleptic, physical, physico-
chemical and calculation methods were used in the research. The technological parameters, content and ratio 
of ingredients were justified. The conducted research and proposed recipes of ayurvedic dishes popularize the 
way to a healthy, full life according to ayurvedic recommendations. They spread Ayurvedic doctrine in Ukraine, 
expand the range of Ayurvedic cuisine in the menu of restaurant establishments, ayurvedic centers and draw 
attention to Ayurveda, an ancient science of a healthy mind, intentions and human life. Reveal the relevance of 
personalized nutrition to an individual's constitution.

Key words: Ayurveda, personalized, plant sources, human constitution, Vata Dosha, Pitta Dosha, Ayurvedic dishes.
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УдОСКОНАлЕННя ТЕхНОлОгІЇ АНглІйСьКИх 
МАННИх ПУдИНгІВ

На основі аналізу та узагальнення результатів наукових досліджень обґрунтовано удосконалення 
технології англійських пудингів шляхом заміни у складі рецептури молока коров’ячого рослинним ана-
логом на основі кокосового горіху, що дозволить рекомендувати продукт споживачам з обмеженнями 
щодо вживання незбираного молока. Запропонована повна заміна цукру у складі рецептури англій-
ського манного пудингу на натуральний підсолоджувач – сухий екстракт листя стевії, що не впли-
ває на зміну рівня глюкози у крові, має «нульові» показники глікемічного індексу та калорійності. Але 
оскільки рівень солодкості стевіозиду, що є основним компонентом сухого екстракту листя стевії, 
більш як у 200 разів перевищує сахарозу, для використання у складі англійського пудингу запропоновано 
суху суміш екстракту листя стевії та ерітрітолу (1:39) у кількості 12,5%. Застосування такої комбі-
наційної суміші забезпечує точне дозування та рівномірність розподілу суміші у продукті. Задля підви-
щення поживної цінності, збагачення пудингу комплексом біологічно активних речовин та формування 
оригінальних органолептичних якостей до складу рецептури англійського манного пудингу введено 
порошок полуниці сублімаційного сушіння у кількості 10% та мускатного горіху у кількості 0,025%. 

Дослідження поживної цінності та калорійності нового виду англійського пудингу довели ефек-
тивність запропонованих рішень: вміст вуглеводів у продукті знизився у середньому в 1,3 рази, тоді 
як вміст жиру збільшився у 2,4 рази за рахунок природньої жирової компоненти кокосового горіху, 
що складається в основному із середньоланцюгових жирних кислот, є лекгозасвоюваною, сприяє роз-
щепленню тригліцеридів в організмі людини, не містить холестерину та за рахунок порівняно невисо-
кої температури плавлення надає ніжності та пластичності консистенції пудингу. Таким чином, за 
невеликого збільшення калорійності 223 ккал/100 г (199 ккал/100 г калорійність пудингу, виробленого 
за класичною рецептурою) англійський манний пудинг, вироблений за удосконаленою технологією, буде 
мати вищу поживну цінність та стане вдалим доповненням до меню як закладів ресторанного госпо-
дарства, так і для приготування у домашніх умовах.

Ключові слова: пудинг, лактальбульмін, рослинний аналог молока, кокосове молоко, сухий екстракт 
листя стевії, ерітрітол, сублімована полуниця, прянощі.

Вступ. На сучасному етапі ресторанне госпо-
дарство є однією з найприбутковіших, однак і най-
більш ризикованих сфер економічної діяльності. 
Зміни соціально-економічного середовища як 
зовнішнього фактору безпосередньо впливають на 
галузь ресторанного господарства. Слід зазначити, 
що не існує еталонної моделі ведення ресторан-

ного бізнесу, і хоча історично це одна з найдавні-
ших сфер діяльності, вона потребує інноваційних 
рішень, адже умовою конкурентоспроможності 
ресторанної індустрії є швидка орієнтація на спо-
живача, постійне удосконалення та запровадження 
нових та удосконалення існуючих технологій, 
постійне оновлення та розширення асортименту за 
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традиціями як національної кулінарії, так і оригі-
нальних етнічних страв народів світу.

Серед них – манний пудинг, або його іще 
часто називають англійським, смачна та поживна 
страва, що може бути вдалим доповненням до 
будь-якого раціону, але його підвищена калорій-
ність та доволі високий вміст цукру встановлює 
ряд обмежень щодо його споживання. 

Отже, розглянемо основні тенденції удоскона-
лення технологій харчової продукції, впровадження 
яких дозволить зробити англійський пудинг смач-
ним та корисним продуктом харчування, що відпо-
відає рекомендаціям сучасної дієтології.

Передусім, слідування тренду здорового хар-
чування, що набуває дедалі більшої популярності 
не тільки серед людей середнього та похилого 
віку, а й серед молоді. Це важливо, бо, як відомо, 
здорове, правильне харчування, є одним з най-
більш значущих аспектів способу життя людини 
і факторів його здоров'я. Давня мудрість говорить: 
«Ми є те, що ми їмо».

Основні позиції – це відмова від надмірнос-
тей у їжі, зниження калорійності та корегування 
раціону харчування відповідно до віку і способу 
життя. Загальновизнаною проблемою сього-
дення також є недостатність у раціоні харчування 
середньостатистичної людини ряду есенціальних 
макро- та мікронутрієнтів: повноцінного білка, 
поліненасичених жирних кислот, вітамінів, біо-
доступних мінеральних сполук тощо, натомість 
він часто перенасичений вуглеводами із високим 
глікемічним індексом. Окрім цього, порушення 
режиму харчування, зловживання рафінованими 
продуктами, фаст-фудом та «їжа на ходу», призво-
дить до виникнення ряду метаболічних захворю-
вань, що суттєво погіршують якість життя. Тому 
удосконалення технологій харчової продукції та 
розробка нових продуктів підвищеної поживної 
цінності та зниженої калорійності є актуальним 
та своєчасним.

На сьогодні збільшується частка населення, 
що страждає на непереносимість окремих харчо-
вих інгредієнтів, зокрема непереносимість лак-
този, порушення метаболізму цукру, алергійні 
реакції на білки молока: як казеїн, так і лакталь-
бумін, непереносимість глютену тощо. Це зумов-
лює розвиток індустрії спеціального харчування, 
а оскільки уразливі категорії населення повинні 
дотримуватись обмежень у харчуванні протягом 
усього життя, доцільно запроваджувати продук-
цію спеціального харчування як для роздрібної 
торгівлі, так і для закладів ресторанного госпо-
дарства. 

Перспективним напрямом наукових дослі-
джень є заміна у складі рецептур харчової про-
дукції коров’ячого молока на рослинні аналоги на 
основі кокосового горіху, сої, вівса, зерна гречки, 
а також горіхів. Слід відзначити, що кокосове 
молоко заслужено користується попитом серед 
споживачів завдяки високій поживній цінності та 
органолептичним якостям.

Іншим аспектом удосконалення технологій 
є пошук перспективних інгредієнтів для заміни 
цукру у складі рецептур харчової продукції. 
Наука має переконливі дані про те, що утримання 
вживаних вільних цукрів на рівні менше 10% від 
загального енергоспоживання істотно знижує 
ризик розвитку ожиріння і карієсу. При цьому 
рекомендації цього керівництва ВООЗ не стосу-
ються цукрів, присутніх у свіжих овочах і фрук-
тах, а також в молоці, оскільки факти щодо їх 
негативних впливів відсутні. 

Саме тому удосконалення технології англій-
ських пудингів є актуальною, адже заміна цукру 
на природні підсолоджувачі, в якості яких можуть 
бути використані мед бджолиний, сироп агави, 
кленовий сироп, екстракт стевії тощо.

Крім того, використання продуктів переробки 
плодово-ягідної сировини дозволить додат-
ково збагатити продукти комплексом біологічно 
активних речовин та урізноманітнити смако-аро-
матичні властивості. Перевага продуктів пере-
робки порівняно зі свіжими плодовою та ягідною 
сировиною полягає у позбавленні залежності від 
сезонності, стабільними показниками щодо без-
печності і якості, визначеними режимами та тер-
мінами її зберігання, що дозволить мінімізувати 
втрати сировини упродовж технологічного циклу.

Таким чином, завданнями подальших наукових 
досліджень є удосконалення технологій англій-
ських пудингів шляхом заміни у складі рецеп-
тур коров’ячого молока рослинним аналогом на 
основі кокосового горіху, обґрунтування вибору 
та визначення раціональних кількостей викорис-
тання підсолоджувача рослинного походження та 
продуктів переробки плодово-ягідної сировини. 
Вирішення поставлених завдань дозволить підви-
щити поживну та біологічну цінність англійських 
пудингів, знизити глікемічний індекс продукції, 
урізноманітнити асортимент та розширити коло 
потенційних споживачів цієї кулінарної страви. 

Метою роботи є наукове обґрунтування та 
удосконалення технології англійських пудингів 
на основі рослинних аналогів молока зі зниженим 
глікемічним індексом та підвищеною поживною 
цінністю.
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Аналітичний огляд літературних джерел. 
Традиційно для виробництва англійських ман-
них пудингів використовують коров’яче молоко. 
Задля розширення можливостей використання 
продукту у харчуванні людей із проявами алер-
гійних реакцій на білки незбираного молока, 
було вирішено до складу рецептури вводити рос-
линний аналог на основі горіху кокосу – кокосове 
молоко. Порівняльний аналіз хімічного складу 
екстракту горіху кокосу та коров’ячого молока 
наведено у таблиці 1 [1].

Таблиця 1
Порівняльна характеристика складу, 

поживної та енергетичної цінності кокосового 
напою та коров’ячого молока

Нутрієнт
Кількість

кокосове 
молоко [2]

коров’яче 
молоко [3, 4]

Вода 67,6 г 87,7 г
Білок 2,29 г 3,2 г
Загальний ліпід (жир) 23,8 г 3,6 г
Мінеральні речовини 0,72 г 0,80 г
Вуглеводи, за різницею 5,54 г 4,80 г
Клітковина, загальна 
дієтична 2,2 г -

Цукор, усього, 
включаючи NLEA 3,34 г 4,8 г

Кальцій, Са 16 мг 120 мг
Залізо, Fe 1,64 мг 67 мкг
Магній, Mg 37 мг 12 мг
Фосфор, Р 100 мг 95 мг
Калій, К 263 мг 140 мг
Натрій, Na 15 мг 50 мг
Цинк, zn 0,67 мг 400 мкг
Мідь, Cu 0,266 мг 12 мкг
Селен, Se 6,2 мг 3,7 мкг
Вітамін С, загальна 
аскорбінова кислота 2,8 мг до 2 мг

Енергетична цінність 
(калорійність)

230/969 
ккал/кДЖ

63/264 
ккал/кДж

Аналіз хімічного складу показав, що кокосове 
молоко характеризується вищим вмістом жиру, 
що надаватиме ніжності пудингу, у ньому відсут-
ній холестерин. Жирнокислотний склад гліцери-
дів жирової компоненти кокосового молока якісно 
відрізняється від коров’ячого, окрім того горіх 
кокосу містить тригліцериди, що допомагають 
розщеплювати ліпіди та виводити їх з організму 
[5], що обумовлює його використання у дієтич-
ному харчуванні.

Гліцериди кокосової олії, як і гліцериди молоч-
ного жиру, містять переважно насичені жирні кис-
лоти. Співвідношення між мононенасиченими, полі-

ненасиченими та насиченими жирними кислотами 
(МНЖК:ПНЖК:НЖК) становить як 4,9:1:179 [6].

Аналізуючи жирнокислотний склад кокосової 
олії, можна зробити висновок, що в ній перева-
жають середньоланцюгові жирні кислоти (капри-
лова, капрінова, лауринова), що легко засвоюються 
у травному тракті, завдяки чому покращується 
робота травної системи та організм більш ефек-
тивно поглинає поживні речовини їжі [7]. 

Крім того, температура плавлення кокосо-
вої олії становить 23…25ºС, тоді як молочного 
жиру – близько 28…33ºС. Більш низька темпера-
тура плавлення забезпечуватиме ніжність консис-
тенції манного пудингу з використанням кокосо-
вої олії, а більш високий вміст жиру у кокосовій 
олії порівняно з коров’ячим молоком дозволить 
зменшити кількість введення жирової компоненти 
у рецептурі пудингу.

Слід зазначити, білок кокосового горіху посту-
пається за повноцінністю молочному білку, лімі-
туючою амінокислотою є валін, СКОР якого ста-
новить усього 68,0%, тоді як для білка коров’ячого 
молока ха лімітуючою амінокислотою також 
є валін, СКОР її становить 97,2% [5].

Крім того, порівняно з коров’ячим молоком, 
кокосове молоко більш багате на мінеральні спо-
луки такі як мідь, залізо, цинк, селен тощо.

Також, у зв’язку з популяризацією здорового 
харчування та відмови від надмірностей у їжі 
було вирішено цукор замінити на природній під-
солоджувач – стевія. Адже, утримання вживаних 
вільних цукрів на рівні менше 10% від загального 
енергоспоживання істотно знижує ризик розвитку 
ожиріння і карієсу.

Екстракт листя стевії [8, 9] використовується 
як добавка, яка має нульовий глікемічний індекс, 
тобто не впливає на рівень цукру в крові, тобто як 
натуральний підсолоджувач:

• володіє бактерієстатичною дією по відно-
шенню до карієсних бактерій;

• сприяє розширенню судин, знижуючи арте-
ріальний тиск;

• за рахунок антиоксидантів знижує ризик 
появи раку підшлункової залози.

Оскільки джерелом стевії є трав’яниста кві-
туча рослина, то її слід з обережністю викорис-
товувати людям, що мають алергію на схожі 
рослини, а також людям, що приймають проти-
грибкові й антихолестеринові препарати. Це ціл-
ком натуральний рослинний підсолоджувач, який 
використовують під час приготування:

• напоїв (сік, компот, кава, чай, лимонад);
• кремів та соусів;
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• виробів із тіста (торти, пироги, хліб, булочки);
• шоколаду та цукерок.
Стевія є частиною правильного харчування, 

оскільки не засвоюється організмом, а значить, не 
збільшує вагу. Також вона корисна людям з діа-
бетом другого типу, тому що не впливає на рівень 
глюкози в крові. А людям з гіпертензією даний 
екстракт допомагає нормалізувати кровообіг 
і вирівняти серцевий ритм.

Слід зазначити, що поряд із усіма позитивними 
властивостями, стевія має практично нульову 
калорійність, що збільшує її привабливість для 
використання у технологіях десертної продукції.

З метою збагачення харчової продукції комп-
лексом макро- та мікронутрієнтів, у тому числі 
тими, що володіють антиоксидантними власти-
востями та урізноманітнення смако-ароматичних 
властивостей до складу рецептур вводяться різно-
манітні наповнювачі – ягоди, фрукти та продукти 
їх переробки. 

Традиційно популярною ягодою, яку вжива-
ють як безпосередньо у їжу, так і використовують 
у складі харчових продуктів і кулінарних страв 
є полуниця.

Чисельними дослідженнями доведено, полу-
ниця нормалізує обмін речовин в організмі, 
сприяє профілактиці авітамінозу, пригнічує 
розвиток вірусних інфекційних захворювань, 
зокрема грипу, сприяє зниженню рівня цукру 
в крові, поповнює дефіцит заліза та йоду, норма-
лізує обмін речовин та артеріальний тиск, знімає 
стрес і рятує від безсоння, є природним джерелом 
антиоксидантів, сприяє зниженню рівня холесте-
рину [10].

Солодкувато-кислий смак полуниці обумовле-
ний вмістом цукрів (до 7,5%) – глюкози і фруктози, 
в меншій кількості сахарози та органічних кислот. 
Вміст органічних кислот у ягодах полуниці – від 
0,75 до 1,57%, переважає яблучна, у незначній 
кількості є лимонна, хінна, щавлева, янтарна та 
саліцилова кислоти. Полуниця є джерелом ряду 
біологічно активних речовин - антоціани, квар-
цетін, кемферол, флавоноїд фісетін (уповільнює 
процес старіння мозку і допомагає довше збері-
гати гарну пам’ять), вітаміни групи В, вітамін С, 
РР, фолієва кислота, мінеральні елементи, у тому 
числі дефіцитні ферум та йод [11]. 

Але плодоносіння полуниці є сезонним, а збе-
рігання свіжих заморожених ягід вимагає додат-
кових затрат. Тому для виробництва харчової 
продукції та приготування кулінарних страв про-
понується використання продуктів переробки ягід 
полуниці – варення, підварки, сиропи, а також 

сушені ягоди (сухофрукти) або порошки розпи-
лювального чи сублімаційного сушіння.

Перевагою використання сублімованих фрук-
тів та ягід є те, що це на 100% натуральні ягоди 
і фрукти без додавання цукру, консервантів і барв-
ників, тоді як, до прикладу, у виробництві сухоф-
руктів, їх обробляють діоксидом сірки для запобі-
гання появи в ягодах і фруктах комах і цвілі. 

Крім того, сублімаційне сушіння відбувається 
за температурних режимів, що дозволяють мак-
симально зберегти корисні властивості та органо-
лептичні якості свіжих плодів та ягід [12].

Використання порошку полуниці сублімацій-
ного сушіння дозволить компенсувати фактор 
сезонності свіжої ягідної сировини; необхідність 
забезпечення умов та додаткових витрат на збері-
гання у свіжому чи замороженому вигляді; змен-
шити втрати сировини при зберіганні та пере-
робці, а також забезпечить стабільні показники 
якості та безпечності як самого інгредієнта, так 
і кулінарної страви з його використанням.

Матеріали і методи. При виконанні експери-
ментальних досліджень використовували органо-
лептичний метод визначення показників якості. 
Під час органолептичної оцінки якості експер-
тами було дотримано послідовність - зовнішній 
вигляд, колір, запах, консистенція і смак.

При оцінці зовнішнього вигляду було проана-
лізовано та оцінено характер поверхні, однорід-
ність порційних страв та їх структуру.

Разом з тим, експертами було виставлено бали 
від 1 до 5 по кожному органолептичному показнику.

Результати та обговорення. Тому, у ході роз-
робці нової рецептури було вирішено:

– в якості основи пудингу обрати кокосове 
молоко;

– замінити цукор на природній підсолоджу-
вач – суміш сухого екстракту листя стевії та  
ерітрітолу;

– збагатити біологічну та харчову цінність 
страви введенням до складу рецептури сублімо-
ваної полуниці.

Як базову використано класичну рецептуру 
англійського манного пудингу.

Склад компонентів, які входять до англійського 
манного пудингу за класичною рецептурою пред-
ставлено у таблиці 2. 

Для визначення поєднуваності та правильного 
співвідношення нових інгредієнтів готувались 
модельні зразки наступним чином: манна крупа 
відварювалась на кокосовому молоці, після заки-
пання додавалась суха суміш екстракту листя 
стевії та ерітрітолу (ТМ GREEN LEAF) [12],  
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термічне оброблення продовжувалось іще про-
тягом (7±2) хв. Після цього суміш охолоджува-
лась до температури не вище (30±2)°С посту-
пово додались яєчні жовтки. Також, на цьому 
етапі додали сублімовану полуницю у кількості 
від 5 до 15 г на 100 г продукту. Потім в отри-
ману масу поступово вводились збиті білки, 
отримана маса викладалась у форму для запі-
кання, попередньо змащену маслом і посипану 
панірувальними сухарями. Випікання пудингу 
здійснювалось за температури 180–200°С про-
тягом 45…50 хвилин.

Раціональна кількість доданих інгредієнтів 
визначалась на підставі органолептичного оціню-
вання модельних зразків. Результати органолеп-
тичної оцінки наведені на рис. 1–3.

На першому етапі визначалась раціональна 
кількість введення кокосового молока із розра-
хунку на 100 г манної крупи. Кількість кокосо-
вого молока становила: зразок 1 – 175 г; зразок 
2 – 185 г; зразок 3 – 195 г і зразок 4 – 205 г. Кіль-
кості інших компонентів відповідали класичній 
рецептурі англійського манного пудингу (табл. 2). 
У якості контролю було взято також зразок з вико-
ристанням коров’ячого молока, виготовлений за 
рецептурою таблиці 2.

Аналіз профілограми органолептичних влас-
тивостей англійського пудингу за змінних кіль-
костей кокосового молока (рис. 1) показав, що 
кількість кокосового молока на 100 г манної крупи 
повинно бути збільшено на 20 грамів, що поясню-
ється вищим вмістом сухих речовин порівняно 
з коров’ячим молоком та відповідно нестачею 
води для набухання манної крупи.

Подальше збільшення кількості кокосового 
молока є недоцільним, оскільки призводить до 

отримання більш м’якої консистенції пудингу та 
відокремлення рідкої фази під час зберігання.

На наступному етапі визначалась раці-
ональна кількість підсолоджувача із роз-
рахунку на 100 г манної крупи. Для цього 
готувались модельні зразки, кількість під-
солоджувача змінювалась: зразок 1 – 50 г;  
зразок 2 – 60 г; зразок 3 – 70 г і зразок 4 – 80 г; 
кількість кокосового молока залишалась незмін-
ною і становила 195 г. Кількості інших компонен-
тів відповідали класичній рецептурі англійського 
манного пудингу (табл. 2). У якості контроль-
ного було взято зразок, приготований за викорис-
тання та співвідношення компонентів рецептури 
1 таблиці 3.

Таблиця 3
Проміжні рецептури модельних зразків 

англійського манного пудингу 

Назва сировини
Маса, г/1 порцію

Рецептура, №
1 2 3 4

Крупа манна 100 100 100 100
Молоко кокосове 195 195 195 195
Цукор білий кристалічний 50 - - -
Підсолоджувач 
(сухий екстракт листя 
стевії+ерітрітол)

- 50 50 50

Яйця 80 80 80 80
Родзинки 25 25 - -
Порошок полуниці 
сублімаційного сушіння - - 40 40

Горіх мускатний - - - 0,10
Панірувальні сухарі 5 5 5 5
Масло вершкове 7 7 7 7
Вихід 400 400 400 400

Таблиця 2
Перелік компонентів, які входять до складу 
англійського манного пудингу за класичною 

рецептурою [1]
Найменування 

сировини Кількість г/порція

Крупа манна 100
Молоко коров'яче 175

Цукор білий 
кристалічний 50

Яйця 80
Родзинки 25

Панірувальні сухарі 5
Масло вершкове 7

Маса суміші 
(напівфабрикату) 442

Маса готового пудингу 400

 

0
1
2
3
4
5

Зовнішній вигляд

Консистенція

ЗапахСмак

Колір 175

185

195

205

Маса кокосо-
вого молока, 
г/1 порцію

Рис. 1. Профілограма органолептичних 
властивостей англійського манного пудингу  

за змінної кількості кокосового молока



253

Технологія харчової та легкої промисловості

На рис. 2 наведена профілограма органо-
лептичних властивостей англійського манного 
пудингу за змінних кількостей підсолоджувача. 

Встановлено, найвищу органолептичну оцінку 
отримав зразок із 50 г доданого підсолоджувача 
на порцію манного пудингу. Манний пудинг, 
виготовлений за додавання 50 г суміші сухого 
екстракту листя стевії та ерітрітолу мав приємний 
виражений солодкий смак, з легким специфічним 
присмаком, притаманним екстракту листя стевії.
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Рис. 2. Профілограма органолептичних 
властивостей англійського манного пудингу

Наступним етапом передбачалось визначення 
раціональної кількості порошку полуниці у складі 
рецептури англійського манного пудингу. Для 
цього готувались модельні зразки за рецептурою 2  
таблиці 3, але замість родзинок додавався поро-
шок полуниці: зразок 1 – 20 г; зразок 2 – 30 г; зра-
зок 3 – 40 г і зразок 4 – 50 г. За модельний було 
обрано зразок за рецептурою 2 таблиці 3.

Профілограма органолептичних властивостей 
модельних зразків манних пудингів за змінної кіль-
кості порошку ягід полуниці наведено на рис. 3.
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Рис. 3. Профілограма органолептичних 
властивостей англійського манного пудингу за 

змінних кількостей порошку ягід полуниці

Визначено, найвищу оцінку отримав зразок 
з кількістю введення порошку ягід полуниці 40 г  
на 1 порцію. Зразок манного пудингу мав при-
ємний солодкий смак з приємною кислинкою та 

присмаком введеного наповнювача; запах – при-
ємний, властивий продукту, без сторонніх при-
смаків і запахів. Таким чином, введення порошку 
ягід полуниці дозволило позбутись специфічного 
присмаку екстракту листя стевії. Колір зразка – 
приємний на вигляд рожево-червоний, властивий 
введеному наповнювачу, рівномірний за усією 
масою, з включеннями дрібних насінин ягоди.

Задля надання продукту оригінальних смаку 
та аромату до складу вивчена можливість вве-
дення до складу рецептури англійського манного 
пудингу мускатного горіху. Мускатний горіх дода-
вався у сухому меленому вигляді. Для цього готу-
вались модельні зразки за рецептурою 3 таблиці 3,  
кількість введення подрібненого мускатного 
горіху становила: зразок 1 – 0,05 г; зразок 2 – 0,10 г;  
зразок 3 – 0,15 г і зразок 4 – 0,20 г. За модельний 
було обрано зразок за рецептурою 2 таблиці 3.

Аналіз профілограми органолептичних влас-
тивостей модельних зразків англійського манного 
пудингу (рис. 4) показав, що раціональною кіль-
кістю додавання мускатного горіху є 0,1%, що 
забезпечує м’який смак та пряно-солодкуватий 
аромат. Подальше підвищення кількості мускат-
ного горіху недоцільне, оскільки його присмак 
стає вираженим і починає домінувати у продукті, 
його аромат стає надто вираженим, що не є влас-
тивим для даного продукту.
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Рис. 4. Профілограма органолептичних 
властивостей англійського манного пудингу

Таким чином, на основі результатів проведених 
досліджень, розроблено рецептурний склад удо-
сконаленого англійського пудингу (рецептура 4  
таблиці 3), що отримав назву «Пряна насолода».

Метою подальших досліджень став аналіз 
поживної та енергетичної цінності нового про-
дукту, результати наведені на рис. 5. 

Встановлено, за вмістом білка манний пудинг 
за удосконаленою технологією практично не від-
різнявся від контролю, тоді як вміст жиру збіль-
шився близько у 2,4 рази, тоді як вміст вуглеводів 
знизився у 1,3 рази.
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Але враховуючи властивості гліцеридів кокосу 
регулювати ліпідний обмін в організмі, збіль-
шення калорійності за рахунок підвищеного 
вмісту жирів не позначиться негативно на дієтич-
ній спрямованості даної кулінарної страви.

Повна заміна цукру на суміш екстракту листя 
стевії та ерітрітолу дозволить знизити кількість 
«вуглеводних» калорій та позитивно позначиться 
на глікемічному індексі продукту.

Сумарна калорійність такого пудингу буде дещо 
вищою передусім за рахунок вмісту жиру і стано-
витиме близько 223 ккал/100 г, тоді як калорійність 
пудингу, виробленого за класичною рецептурою 
становить близько 199 ккал/100 г.

Висновки. На основі аналітичного огляду 
інформаційних джерел та експериментальних 
досліджень запропоновано удосконалену техноло-
гію англійського манного пудингу, що може бути 

запропонована для запровадження до меню закла-
дів ресторанного господарства та дозволятиме:

– розширити коло потенційних споживачів, які 
мають обмеження щодо вживання коров’ячого 
молока за станом здоров’я, виявляють алергійні 
реакції на білки молока, з особистих вподобань 
або людей, які є прихильниками дієт, що не реко-
мендують вживання молока;

– застосування природнього підсолоджувача 
на основі суміші сухого екстракту листя стевії 
та ерітрітолу з повною заміною цукру дозволить 
знизити вміст легкозасвоюваних вуглеводів та глі-
кемічний індекс продукту;

– введення до складу продукту порошку полу-
ниці сублімаційного сушіння у кількості 10% та 
мускатного горіху у кількості 0,025% дозволяє 
збагатити продукт комплексом біологічно актив-
них речовин та надає йому оригінальних органо-
лептичних властивостей.
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Рис. 5. характеристика поживної та енергетичної харчової цінності 
пудингу манного «Пряна насолода»
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Yushchenko N.М., Frolova N.Е., Shulzhenko V.V., Zaporozhets O.V., romanovskyi D.S. 
IMPrOVING THE TECHNOLOGY OF ENGLISH SEMPAN PuDDINGS

Based on the analysis and generalization of the results of scientific research, the improvement of the 
technology of English puddings by replacing cow's milk in the composition of the recipe with a vegetable 
analogue based on coconut is substantiated, which will allow recommending the product to consumers with 
restrictions on the use of whole milk. It is proposed to completely replace sugar in the English semolina 
pudding recipe with a natural sweetener - dry extract of stevia leaves, which does not affect the change in 
blood glucose levels, has "zero" indicators of the glycemic index and caloric content. But since the level of 
sweetness of stevioside, which is the main component of dry stevia leaf extract, is more than 200 times higher 
than sucrose, a dry mixture of stevia leaf extract and erythritol (1:39) in the amount of 12.5% is proposed 
for use in English pudding. The use of such a combination mixture ensures accurate dosing and uniform 
distribution of the mixture in the product. In order to increase the nutritional value, enrich the pudding with a 
complex of biologically active substances and create original organoleptic qualities, freeze-dried strawberry 
powder in the amount of 10% and nutmeg in the amount of 0.025% was added to the recipe of the English 
semolina pudding.

Studies of the nutritional value and caloric content of a new type of English pudding proved the effectiveness 
of the proposed solutions: the carbohydrate content of the product decreased by an average of 1.3 times, while 
the fat content increased by 2.4 times due to the natural fat component of the coconut, consisting mainly of 
medium-chain fatty acids, is easily digestible, helps to break down triglycerides in the human body, does 
not contain cholesterol, and due to its relatively low melting point, it gives tenderness and plasticity to the 
consistency of the pudding. Thus, with a slight increase in the caloric value of 223 kcal/100 g (199 kcal/100 g 
of the caloric content of the pudding produced according to the classic recipe), the English semolina pudding 
produced according to the improved technology will have a higher nutritional value and will be a successful 
addition to the menu of restaurants, as well as for cooking at home.

Key words: pudding, lactalbulmin, plant analogue of milk, "coconut milk", dry extract of stevia leaves, 
erythritol, freeze-dried strawberries, spices.
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ПОРІВНяльНИй АНАлІЗ хАРАКТЕРИСТИК 
ТЕРМОЕлЕКТРИЧНИх МОдУлІВ З РІЗНИМИ 
гЕОМЕТРИЧНИМИ ФОРМАМИ НАПІВПРОВІдНИКІВ 
для ЕлЕКТРООБлАдНАННя ТРАНСПОРТУ

В роботі викладено результати порівняльного аналізу робочих характеристик термоелектричних 
модулів для електрообладнання транспорту, що містять в своїй конструкції напівпровідники з різ-
ними геометричними формами. В роботі приведено деякі приклади з переліку електрообладнання вод-
ного транспорту, що містить в своїй конструкції термоелектричні вузли. Термоелектричні модулі, 
що порівнювались, мали однакові габаритні розміри 55×65×8 мм. Кожен модуль складався з ланцюга 
20-ти послідовного з’єднаних «П-подібною змійкою» та однаково розміщених в просторі термоелек-
тричних елементів. Для п’яти різних конструкцій термоелектричних модулів електрообладнання 
транспорту було створено відповідні п’ять математичних моделей. Розрахунок математичних 
моделей проводився чисельним методом. На основі виконаних розрахунків для п’яти різних термоелек-
тричних модулів електрообладнання транспорту отримано та побудовано робочі характеристики 
для температури, напруженості електричного поля, омічного (джоулевого) тепла, густини струму 
та густини теплового потоку. Порівняльний аналіз робочих характеристик проводився для п’яти 
термоелектричних модулів з різними геометричними формами напівпровідників: з напівпровідниками 
типової поширеної класичної конструкції у формі куба – перша конструкція; з напівпровідниками в 
формі куба з наскрізним квадратним отвором – друга конструкція; з напівпровідниками в формі двох 
усічених пірамід – третя конструкція; з напівпровідниками в формі куба з двома виїмками – четверта 
конструкція; з напівпровідниками у формі дев’яти окремих кубоїдів – п’ята конструкція. За базову при 
проведенні порівняльного аналізу характеристик було прийнято першу конструкцію термоелектрич-
ного модуля, що містила напівпровідники P та N-типу з широко поширеною класичною формою куба. 
Характеристики інших чотирьох термоелектричних модулів (друга, третя, четверта та п’ята кон-
струкції) порівнювались з характеристиками базового термоелектричного модуля (перша конструк-
ція) та між собою. Перша, друга, третя та четверта кінцево-елементні моделі термоелектричних 
модулів містили 81 просторовий об’єкт, в тому числі 20 напівпровідників P-типу і 20 напівпровідни-
ків N-типу, а також 41 комутаційну пластину. П’ята кінцево-елементна модель термоелектричного 
модуля містила 401 просторовий об’єкт, в тому числі 180 напівпровідників P-типу і 180 напівпровід-
ників N-типу, а також 41 комутаційну пластину. Отримані значення робочих параметрів дозволя-
ють встановити діапазони безпечної роботи термоелектричних модулів та підвищити ефективність 
термоелектричного електрообладнання водного транспорту в конкретних експлуатаційних режимах.

Ключові слова: порівняльний аналіз, термоелектричний модуль, геометрична форма напівпровід-
ників, електрообладнання транспорту, водний транспорт.

Постановка проблеми. На транспорті широко 
використовується електрообладнання різного 
технологічного призначення, в конструкції якого 
передбачено застосування термоелектричних вуз-
лів. Ці термоелектричні вузли електрообладнання 
транспорту складаються з термоелектричних 
модулів та допоміжних конструктивних елемен-

тів, що монтуються з ними одночасно. Моделю-
вання термоелектричних модулів з широко поши-
реними типовими класичними конструкціями 
можна здійснити за допомогою існуючих мате-
матичних моделей на основі аналітичних рівнянь 
[2, 3], однак проведення аналогічного моделю-
вання для конструктивно нових термоелектрич-
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них модулів може бути неможливим і реалізувати 
його вдається з використанням чисельних методів 
розрахунку [5, 9, 15]. До електрообладнання вод-
ного транспорту з термоелектричними вузлами 
відносяться термоелектричні теплові насоси, 
охолоджувальні пристрої і установки кондиціо-
нування повітря, нагрівальні і опалювально-охо-
лоджувальні пристрої, апарати для отримання 
прісної води, а також термоелектричні установки 
в якості суднових джерел електроенергії [13]. 
Електрообладнання водного транспорту даного 
типу має вагомі переваги в порівнянні з електро-
обладнанням аналогічного призначення. До пере-
ваг електрообладнання з термоелектричними 
вузлами слід віднести відносну простоту схемної 
реалізації, надійність в експлуатації, керуванні 
та регулюванні при зміні режимів роботи, вели-
кий ресурс роботи, можливість швидкого пуску 
та зупинки, простоту обслуговування. Слід зазна-
чити, що в порівнянні зі звичайним електрооблад-
нанням транспорту електрообладнання з термо-
електричними вузлами має меншу ефективність, 
проте в конкретних випадках зі специфічними 
умовами роботи електрообладнання водного 
транспорту наведений перелік переваг в значній 
мірі може виявитись визначальним.

Вищезазначене вказує на широке використання 
термоелектричних модулів з типовими класич-
ними конструкціями в електрообладнанні водного 
транспорту. Проте для електрообладнання поді-
бного типу не в повній мірі висвітлені питання 
підвищення його ефективності за рахунок засто-
сування нових конструкцій термоелектричних 
модулів. Тому, актуальними залишаються питання 
проведення порівняльного аналізу робочих харак-
теристик конструкцій термоелектричних модулів 
з різними геометричними формами напівпровід-
ників для електрообладнання транспорту.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Термоелектричні модулі широко використову-
ються на транспорті в пристроях і установках 
з термоелектричними вузлами, в яких застосову-
ється як прямий, так і зворотний термоелектричні 
ефекти. Переважна більшість опублікованих робіт 
стосується питань підвищення ефективності елек-
трообладнання транспорту за рахунок вдоско-
налення різними способами власне самого тер-
моелектричного матеріалу, в той час як питання 
конструювання термоелектричних модулів роз-
глянуті в меншій мірі. Нижче проаналізовано 
деякі публікації останніх років, що заслуговують 
уваги при дослідженні термоелектричних модулів 
на транспорті. 

Так, в роботі [1] описані методи розрахунку опти-
мальних параметрів двох моделей термоелектрич-
ного перетворювача в режимі генерації електричної 
енергії, а саме секційного перетворювача з рухом 
теплоносія вздовж теплопоглинаючих спаїв термо-
елементів і перетворювача з проникних термоеле-
ментів, в якому теплоносій проходить по каналам, 
розташованим вздовж висоти віток термоелементів. 
Розраховані енергетичні та економічні показники 
таких моделей і проведено їх порівняльний аналіз.

Проблему, пов’язану з експлуатацією тран-
спортного засобу в умовах низьких температур 
оточуючого повітря розглянуто в [4], обґрунтову-
ється необхідність прийняття спеціальних заходів 
для підтримки оптимального теплового режиму 
акумуляторної батареї. Проведені розрахункові 
дослідження запропонованої системи для компен-
сації теплових втрат акумуляторної батареї під час 
утримання транспортного засобу в умовах низьких 
температур методом термостатування з застосу-
ванням термоелектричних перетворювачів енергії.

В роботі [10] здійснено аналіз характеристик тер-
моелектричних генераторів теплообмінного типу, 
які використовують теплоту системи охолодження 
суднових двигунів. Окреслено перспективи засто-
сування подібних термоелектричних генераторів.

Досвід створення транспортних термоелек-
тричних холодильників на базі шаф побутових 
холодильників описано в [17], також представ-
лено результати порівняльних випробувань базо-
вої моделі й нових зразків з різними типами тер-
моелектричних модулів.

В роботі [11] наведено результати 
комп’ютерного проектування і експерименталь-
них досліджень зі створення нової конструкції 
термоелектричного термопарного генераторного 
модуля «Алтек-1061» для підвищення теплопро-
дуктивності термоелектричного автомобільного 
передпускового нагрівника.

Дослідження залежності чутливості термо-
перетворювача від взаємного розташування його 
конструктивних елементів висвітлено в [12]. 
Також, підтверджено важливість оптимального 
узгодження опору термопари з опором нагрівника 
для кожного конкретного застосування термопе-
ретворювача та доцільність оптимізації елементів 
його конструкції.

Авторами роботи [14] відзначено, що відсоток 
внеску статей із галузі матеріалознавство у тер-
моелектричну енергетику, як розділу, який відпо-
відає фундаментальній природничій науці, стано-
вить (включаючи Chemical Engineering) 50,4 %. 
Також, зазначено, що незважаючи на відносно 
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низьку ефективність промислових термоелек-
тричних пристроїв є можливість створити цілу 
низку різних автономних джерел енергії, які вико-
ристовуються як у медицині, космічному застосу-
ванні, так і в автомобільній техніці тощо.

Окрім розглянутих робіт є, також, і інші зміс-
товні наукові дослідження, в яких розглядається 
теорія та практика застосування електрооблад-
нання з термоелектричними вузлами на транспорті.

Метою статті є викладення результатів порів-
няльного аналізу робочих характеристик термо-
електричних модулів з різними геометричними 
формами напівпровідників, що застосовуються 
в термоелектричних вузлах електрообладнання 
транспорту, а також вибір оптимальних конструк-
цій термоелектричних модулів для підвищення 
ефективності роботи електрообладнання водного 
транспорту з термоелектричними вузлами.

Виклад основного матеріалу дослідження. Про-
ведене дослідження було спрямоване на підвищення 
ефективності електрообладнання водного транспорту 
з термоелектричними вузлами за рахунок підвищення 
використання термоелектричного ефекту Пельтьє 
в термоелектричних модулях цих вузлів. Порівняль-
ному аналізу характеристик підлягали п’ять конструк-
цій термоелектричних модулів з різною геометрією 

напівпровідників (рис. 1): напівпровідники з формою 
куба зі стороною 5 мм – перша конструкція; напівпро-
відники з формою куба зі стороною 5 мм з наскріз-
ним квадратним отвором 3×3 мм – друга конструкція; 
напівпровідники з формою двох однакових усічених 
пірамід висотою 2,5 мм і з основами у вигляді квадра-
тів 5×5 мм та 2,5×2,5 мм – третя конструкція; напівпро-
відники з формою куба зі стороною 5 мм з двома виїм-
ками, які огинають його бокові поверхні (наскрізні пази 
квадратного профілю 1×1 мм) – четверта конструкція; 
напівпровідники з формою в вигляді дев’яти окремих 
кубоїдів 1×1×5 мм – п’ята конструкція. Всі розглянуті 
конструкції термоелектричних модулів з різними гео-
метричними формами напівпровідників складались 
з ланцюгів, які містили однакову кількість послідовно 
з’єднаних між собою термоелектричних елементів.

ТермоЕРС термоелектричного елемента 
можна представити наступним математичним 
виразом [2]:

E T T dT
T

T

� � � � � �� �� � �1 2

2

1

,            (1)

де α1 , α2  – коефіцієнти термоЕРС першого 
 та другого матеріалів термоелектричного 
 елемента відповідно;
 T1 , T2  – температури гарячої і холодної 
 комутаційних пластин відповідно.

г                                               д
Рис. 1. Конструкції термоелектричних елементів з різними геометричними формами 

напівпровідників, на основі яких сформовано термоелектричні модулі електрообладнання 
транспорту: напівпровідники з формою куба (а); напівпровідники з формою куба з наскрізним 
квадратним отвором (б); напівпровідники з формою двох усічених пірамід (в); напівпровідники  

з формою куба з двома виїмками (г); напівпровідники з формою окремих кубоїдів (д)
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Ефективність роботи термоелектричного еле-
мента може бути оцінена величиною його ККД η  
та величиною добротності Z 0  [2].

ККД термоелектричного елемента:
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де � � �� �1 2  – термоелектричний коефіцієнт;

 T T
T Ñ
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�
� �  – ККД циклу Карно;

 m
R
r

=  – відношення опору зовнішнього 
 навантаження R  до внутрішнього опору r   
 термоелектричного елемента;
 κ0  – теплопровідність термоелектричного 
 елемента.

Добротність Z 0  термоелемента залежить від тер-
моелектричної добротності матеріалів його частин:
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 – розрахункові 

 коефіцієнти добротності;
 ρ1 , ρ2  і κ1 , κ2  – питомі опори і коефіцієнти 
 теплопровідності першого та другого матеріалів 
 термоелектричного елемента відповідно.

Для опису термоелемента в режимі термоелек-
тричного нагріву можна скористатися моделлю 
термопарного елемента [3], вважаючи бокові 
поверхні віток адіабатично ізольованими, холодні 
спаї термостатованими при температурі T0 ,  
а гарячим віддається тепло Qw  об’єкту, що під-
лягає розігріву, при температурі T1 . Напрям 
струму при термоелектричному нагріві проти-
лежний напряму струму при термоелектричному 
охолодженні; на робочому спаї теплоти Джоуля 
і Пельтьє додаються. Як і в охолоджувальних еле-
ментах, с достатньою для більшості випадків точ-
ністю можна вважати, що половина тепла Джоуля, 
яке виділяється в вітці може бути віднесено до 
холодного спаю, половина – до гарячого. Тепло-
вий потік Q0  через холодний спай термоелемента 
може бути представлено виразом:
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де T T0 1,  – відповідно температури холодних 
 і гарячих спаїв; 
 I  – сила електричного струму;
 l  – довжина термоелемента;
 σ σ1 2,  – коефіцієнти електропровідності 
 матеріалів віток термоелемента;

 s s1 2, – площі поперечного перерізу 
 матеріалів віток термоелемента;
 χ χ1 2,  – коефіцієнти теплопровідності 
 матеріалів віток термоелемента.

Тепловий потік Qw  через гарячий спай термо-
елемента може бути представлено виразом:
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За базову для проведення порівняльного ана-
лізу характеристик було прийнято першу кон-
струкцію термоелектричного модуля, що містила 
напівпровідники P та N-типу з широко пошире-
ною класичною формою куба з довжиною сто-
рони 5 мм. Характеристики інших чотирьох нових 
конструкцій термоелектричних модулів порівню-
вались з характеристиками базової конструкції та 
між собою. Дослідження проводилось в декілька 
етапів, тому геометричні форми напівпровідників 
цих чотирьох нових термоелектричних модулів 
обирались з урахуванням попередніх результатів 
розрахунків [7, 8] та [6, 16].

Всі п’ять розглянутих конструкцій термоелек-
тричних модулів мали однакові загальні габаритні 
розміри 55×65 мм та висоту 8 мм (без урахування 
товщин двох пластин ізоляційного корпусу), 
а також однакові ланцюги з 20-ти послідовного 
з’єднаних «П-подібною змійкою» та однаково 
розміщених в просторі термоелементів. Кожен 
термоелемент складався з пари напівпровідників 
P та N-типу, які було з’єднано між собою мета-
левими (мідними) комутаційними пластинами 
в вигляді однакових прямокутних паралелепіпедів 
5×15×1,5 мм. Перша та остання комутаційні мета-
леві пластини являли собою контактні виводи для 
під’єднання проводів електроживлення. Для п’яти 
конструкцій термоелектричних модулів створено 
п’ять відповідних математичних моделей (рис. 2), 
кожна з яких була розрахована чисельним мето-
дом. В якості граничних умов було задано нульо-
вий електричний потенціал зовнішньої крайньої 
торцевої поверхні останньої в ланцюзі термоелек-
тричних елементів комутаційної пластини, а тем-
пература всіх нижніх поверхонь холодних комута-
ційних пластин вважалась рівною 0 ºС. Зовнішні 
поверхні термоелектричних модулів вважались 
адіабатично теплоізольованими, тобто моделю-
вання термоелектричних модулів проводилось 
в більш напруженому режимі їх роботи. Значення 
термоелектричних коефіцієнтів, коефіцієнтів 
електро- та теплопровідності для всіх п’яти мате-
матичних моделей приймались однаковими.

Перша, друга, третя та четверта кінцево-
елементні моделі термоелектричних модулів 
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(рис. 2, а-г) містили 81 просторовий об’єкт, в тому 
числі 20 напівпровідників P-типу і 20 напівпро-
відників N-типу, а також 41 комутаційну пластину. 
П’ята кінцево-елементна модель термоелектрич-
ного модуля (рис. 2, д) містила 401 просторовий 
об’єкт, в тому числі 180 напівпровідників P-типу 
і 180 напівпровідників N-типу, а також 41 кому-
таційну пластину. Щодо статистичної кількості 
вузлів та кінцевих елементів, то в кожній з п’яти 
розрахункових моделей термоелектричних моду-
лів вони були різними: перша модель (рис. 2, а) 
налічувала 40572 вузли і 6107 кінцевих елементів, 
друга модель (рис. 2, б) містила 35932 вузли і 4307 
кінцевих елементів, третя модель (рис. 2, в) вклю-
чала 45852 вузли і 7107 кінцевих елементів, чет-
верта модель (рис. 2, г) охоплювала 59726 вузлів  
і 25345 кінцевих елементів, п’ята модель (рис. 2, д) 
забезпечувала 104292 вузли і 12627 кінцевих еле-
ментів. Внесення розрахункових налаштувань та 
сам процес розрахунку всіх п’яти моделей термо-
електричних модулів зі значною кількістю вузлів 
і кінцевих елементів потребували відповідних 
обчислювальних потужностей.

Результати розрахунків п’яти моделей термо-
електричних модулів для зручності проведення 
порівняльного аналізу їх робочих характеристик 
показано на графіках у вигляді сімейства кривих 

на рис. 3-4. На рис. 3 показано графіки робочих 
характеристик t I( )  для температури t , E I( )  для 
напруженості E  електричного поля, J I( )  для 
омічного (джоулевого) нагріву J  при силі постій-
ного струму в діапазоні від 0 до 5 А, а на рис. 4 
наведено графіки робочих характеристик j I( )  
для густини струму j  та q I( )  густини теплового 
потоку q .

Свідченням підвищення термоелектричного 
ефекту в термоелектричних модулях є підвищені 
значення температури на стороні гарячих комута-
ційних пластин. Аналіз графіка на рис. 3, а пока-
зав, що всі запропоновані геометричні форми 
напівпровідників (криві 2-5) дають помітне підви-
щення температури на гарячій стороні комутацій-
них пластин в порівнянні з базовою класичною 
геометричною формою напівпровідника (крива 1).  
Розташування кривої 5 на графіку для темпера-
тури t  (рис. 3, а) свідчить про те, що найбільше 
використання термоелектричного ефекту досяг-
нуто при конструкції термоелектричного модуля 
з геометрією напівпровідників у формі дев’яти 
окремих прямокутних паралелепіпедів (кубоїдів) 
замість одного в формі єдиного куба. Криві 2-4, 
також, свідчать про збільшення термоелектрич-
ного ефекту, проте в меншій мірі. Наведені криві 
для температур (рис. 3) відображають її верхні 

г                                                     д
Рис. 2. Розрахункові кінцево-елементі моделі термоелектричних модулів з різними 

геометричними формами напівпровідників: напівпровідники з формою куба (а); напівпровідники 
з формою куба з наскрізним квадратним отвором (б); напівпровідники з формою двох усічених 
пірамід (в); напівпровідники з формою куба з двома виїмками (г); напівпровідники з формою 

окремих кубоїдів (д)

   
 

  
 

                         а                                                             б                                                      в
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межі для розглянутих термоелектричних модулів, 
а також дозволяють оцінити значення сил струму, 
при яких буде перевищено допустимий нагрів 
80 ºС на гарячій стороні комутаційних пластин, 
що може призвести до пошкодження або навіть 
виходу з ладу термоелектричних модулів. Крім 
того, за деякими даними для підтримки найбільш 
високих значень ККД термоелектричного модуля 
рекомендується, щоб значення сили струму забез-
печувало перепад температур між холодними 
і гарячими комутаційними пластинами, який би 
не перевищував 15ºС.

На рис. 3, б міститься інформація про напруже-
ність електричного поля по моделям термоелек-
тричних модулів. Всі чотири нові конструкції тер-
моелектричних модулів мають більші значення 
напруженості електричного поля (криві 2-5)  
в порівнянні з базовою конструкцію термоелек-
тричного модуля з напівпровідниками в формі 
куба (крива 1). Найбільші значення омічного (джо-
улевого) нагріву (рис. 3, в) в конструкціях термое-
лектричних модулів з напівпровідниками в формі 
куба з двома виїмками (крива 4) та напівпровід-
никами в формі двох усічених пірамід (крива 3).

Найбільші значення густини струму (рис. 4, а) 
характерні для термоелектричного модуля з напів-
провідниками в формі усічених пірамід (крива 3), 
а найбільші значення густини теплового потоку 
(рис. 4, б) в термоелектричному модулі з напів-
провідником у формі усічених пірамід (крива 3) 
і у формі окремих кубоїдів (крива 5).

Таким чином, на основі проведеного порів-
няльного аналізу робочих характеристик п’яти 
термоелектричних модулів з різною геометрич-
ною формою напівпровідників отримано кон-

кретні дані, які можуть виявитись корисними 
при виборі конкретної найбільш оптимальної 
конструкції термоелектричного модуля для під-
вищення ефективності електрообладнання тран-
спорту в конкретних експлуатаційних режимах.

Висновки.
В роботі створено п’ять математичних моде-

лей термоелектричних модулів з однаковими 
загальними габаритними розмірами 55×65 мм та 
висотою 8 мм, що складались з ланцюга 20-ти 
послідовного з’єднаних «П-подібною змійкою» 
та однаково розміщених в просторі термоелемен-
тів. Створені моделі відрізнялись між собою гео-
метричними формами напівпровідників: напів-

                          а                                                  б                                                       в
Рис. 3. графіки залежностей температури t I� �  (а), напруженості електричного поля 

E I� �  (б) та омічного (джоулевого) нагріву J I� �  від сили постійного струму I ,  
що проходить через термоелектричний модуль електрообладнання транспорту: 

1 – для класичної конструкції напівпровідників у формі куба; 2 – для конструкції 
напівпровідників у формі куба з наскрізним квадратним отвором; 3 – для конструкції 
напівпровідників у формі двох усічених пірамід; 4 – для конструкції напівпровідників 

у формі куба з двома виїмками; 5 – для конструкції напівпровідників 
у формі окремих кубоїдів

   
 

а                                                      б
Рис. 4. графіки залежностей густини електричного 
струму j I� �  (а) та густини теплового потоку q I� �  

(б) від сили постійного струму I ,  
що проходить через термоелектричний модуль 

електрообладнання транспорту:  
1 – для класичної конструкції напівпровідників у 
формі куба; 2 – для конструкції напівпровідників 
у формі куба з наскрізним квадратним отвором; 

3 – для конструкції напівпровідників у формі 
двох усічених пірамід; 4 – для конструкції 

напівпровідників у формі куба з двома виїмками; 
5 – для конструкції напівпровідників у формі 

окремих кубоїдів
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провідники з формою куба зі стороною 5 мм; 
напівпровідники з формою куба зі стороною 5 мм 
з наскрізним квадратним отвором 3×3 мм; напів-
провідники з формою двох однакових усічених 
пірамід висотою 2,5 мм і з основами у вигляді 
квадратів 5×5 мм та 2,5×2,5 мм; напівпровідники 
з формою куба зі стороною 5 мм з двома виїмками, 
які огинають його бокові поверхні (наскрізні пази 
квадратного профілю 1×1 мм); напівпровідники 
з формою в вигляді дев’яти окремих кубоїдів 
1×1×5 мм.

На основі п’яти створених математичних моде-
лей термоелектричних модулів виконано чисель-
ний розрахунок та проведено порівняльний аналіз 
робочих характеристик для температури t , напру-
женості E  електричного поля, омічного (джоуле-

вого) нагріву J , густини струму j  та густини 
теплового потоку q .

Встановлено, що найбільше використання 
термоелектричного ефекту Пельтьє досягнуто 
в термоелектричному модулі з напівпровідниками 
в формі окремих дев’яти кубоїдів. Крім того, тер-
моелектричних ефект збільшується, проте в мен-
шій мірі, в термоелектричних модулях з напів-
провідниками в формі двох усічених пірамід та 
в формі куба з двома виїмками.

Отримані значення робочих параметрів дозво-
ляють встановити діапазони безпечної роботи 
термоелектричних модулів та підвищити ефек-
тивність термоелектричного електрообладнання 
водного транспорту в конкретних експлуатацій-
них режимах.
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Kyrychenko O.S. COMPArATIVE ANALYSIS OF CHArACTErISTICS OF THErMOELECTrIC 
MODuLES wITH DIFFErENT GEOMETrIC SHAPES OF SEMICONDuCTOrS 
FOr TrANSPOrT ELECTrICAL EquIPMENT 

The paper presents the results of the comparative analysis of the operating characteristics of thermoelectric 
modules for transport electrical equipment, which contain semiconductors with different geometric shapes in 
their design. Some examples from the list of water transport electrical equipment containing thermoelectric units 
in their design are given. The compared thermoelectric modules had the same overall dimensions of 55×65×8 mm.  
Each module consisted of a chain of 20 thermoelectric elements connected in series by a "П-shaped snake" 
and equally spaced. Five mathematical models for five different designs of thermoelectric modules of transport 
electrical equipment were created. Mathematical models were calculated using a numerical method. On the 
basis of the performed calculations, operating characteristics for temperature, electric field strength, ohmic 
(Joule) heat, current density and heat flux density for five different thermoelectric modules of the transport 
electrical equipment were obtained. The comparative analysis of the operating characteristics was carried 
out for five thermoelectric modules with different geometric shapes of semiconductors: semiconductors with 
the typical common classical cube shape – the first design; cube-shaped semiconductors with a through 
square hole – the second design; semiconductors with the shape of two truncated pyramids – the third design; 
semiconductors with the shape of a cube with two notches – the fourth design; semiconductors with the shape 
of nine separate cuboids – the fifth design. The first design of the thermoelectric module, which contained P 
and N-type semiconductors with a widespread classic cube shape, was taken as the basis for the comparative 
analysis of characteristics. The characteristics of the other four thermoelectric modules (second, third, fourth 
and fifth designs) were compared with the characteristics of the base thermoelectric module (first design) and 
with each other. The first, second, third, and fourth finite-element models of thermoelectric modules contained 
81 spatial objects, including 20 P-type semiconductors and 20 N-type semiconductors, as well as 41 switching 
plates. The fifth finite-element model of the thermoelectric module contained 401 spatial objects, including 180 
P-type semiconductors and 180 N-type semiconductors, as well as 41 switching plates. The obtained values of 
operating parameters allow to establish ranges of safe operation of thermoelectric modules and increase the 
efficiency of thermoelectric electrical equipment of water transport in specific operating modes.

Key words: comparative analysis, thermoelectric module, geometric form of semiconductors, transport 
electric equipment, water transport.
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СТАН І ОСНОВНІ ПРИЧИНИ АВАРІйНОСТІ 
НА АВТОМОБІльНИх дОРОгАх хАРКІВСьКІй ОБлАСТІ

Стаття присвячена проблемі забезпечення безпеки руху, яка стала особливо гострою через ріст 
інтенсивності руху на дорогах і збільшення в транспортному потоці частки легкових автомобілів, що 
значно ускладнюють процес руху змішаного транспортного потоку на дорогах. З’ясовано, що існуючу 
систему аналізу аварійності на автомобільному транспорті не можна вважати досконалою, на її 
основі роблять помилкові висновки про стан аварійності в державі. 

Висока аварійність і смертність при скоєнні дорожньо-транспортних пригод є актуальним 
питанням для України. Вивчення, розробка і впровадження заходів з підвищення безпеки дорожнього 
руху дозволяє зменшити показники травматизму внаслідок дорожньо-транспортних пригод. Метою 
статті є урахування та аналіз об’єктивних даних про причини і тяжкість дорожньо-транспортних 
пригод в Україні. Це дало змогу запровадити рішення щодо підвищення безпеки дорожнього руху.

В статті розкрито, що розглянутий підхід до організації дорожнього руху має на меті забезпе-
чити безпеку транспортної системи для всіх учасників дорожнього руху. Основою цього підходу є 
безпечні дороги, безпечні транспортні засоби та безпечні учасники дорожнього руху. З’ясовано, що 
з метою запобігання дорожньо-транспортним пригодам та скорочення серйозного транспортного 
травматизму необхідно мати об’єктивні дані про причини і тяжкість ДТП. Вивчення статистичних 
даних є одним з основних методів виявлення закономірностей в причинах і умовах виникнення дорож-
ньо-транспортних пригод.

Визначено, що вплинути на безпеку та поведінку учасників дорожнього руху можуть наступні 
заходи. Перш за все слід збільшити матеріальну відповідальність за порушення правил дорожнього 
руху. Крім того слід передбачити: впровадження системи зв'язку вздовж доріг, що надасть можли-
вість своєчасно оповістити про скоєння дорожньо-транспортної пригоди та вчасно надати медичну 
допомогу постраждалим; оснащення карет швидкої допомоги реанімаційним обладнанням; підго-
товку працівників поліції по наданню першої медичної допомоги постраждалим в дорожньо-тран-
спортних пригодах; оснащення автомобілів сучасними засобами пасивної безпеки (паси безпеки для 
водія та пасажирів, підголівники на спинках сидінь водія та пасажирів, подушки безпеки, конструк-
тивні методи захисту кузова автомобіля від надмірного деформування при скоєнні дорожньо-тран-
спортної пригоди, покращення зони оглядовості тощо); покращення рівня підготовки водіїв та впро-
вадити періодичну їх атестацію.

Ключові слова: дорожньо-транспортна пригода, транспортний потік, безпека дорожнього руху, 
швидкість руху, організація дорожнього руху.

Постановка проблеми. Проблема забезпе-
чення безпеки руху стала особливо гострою через 
ріст інтенсивності руху на дорогах і збільшення 
в транспортному потоці частки легкових автомо-
білів, що значно ускладнюють процес руху зміша-
ного транспортного потоку на дорогах [1].

Кожне порушення правил дорожнього руху 
ґрунтується на недоліках таких процесів: пер-
винної підготовки водія, професійного вдоско-
налення його майстерності упродовж діяльності 
і виконання функцій, не виконання законодавства 
і, зокрема, правил дорожнього руху; незадовіль-
ний стан дорожніх умов, засобів регулювання та 
графіків руху; відсутність встановлення відповід-
ності ризику і тяжкості дорожньо-транспортних 

пригод вимогам законодавства та мірі покарання 
за порушення правил дорожнього руху.

Аналіз останніх досліджень. Існуючу систему 
аналізу аварійності на автомобільному транспорті 
не можна вважати досконалою. Статистичні дані 
про аварійність перевантажені абсолютними 
показниками, які нерідко мають тенденцію до 
зниження. На їх основі роблять помилкові висно-
вки про стан аварійності в державі, хоча питомі 
показники стану безпеки дорожнього руху мають 
негативну тенденцію [2, 3]. 

Поповнення ринку внутрішніх перевезень 
новими перевізниками різних форм власності, 
масовий допуск до керування транспортними 
засобами недосвідчених водіїв, які не мають 
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належного досвіду роботи, зумовили зростання 
потенційної небезпеки збільшення дорожньо-
транспортного травматизму на дорогах. Ймовір-
ність потрапити в дорожньо-транспортну пригоду 
зі смертельним наслідком в Україні у п'ять разів 
вища, ніж у західноєвропейських країнах [4].

За останні п’ять років кількість дорожньо-
транспортних пригод в Україні зросла орієнтовно 
на сорок відсотків, здебільшого за рахунок збіль-
шення кількості автомобілів в Україні (а значить 
і збільшилася інтенсивність руху), зростання 
кількості молодих водіїв без достатнього досвіду 
водіння автомобіля, особливо в екстремальних 
умовах (дощ, сніг, ожеледиця), збільшення інтен-
сивності руху в темну пору доби та низької дисци-
пліни учасників дорожнього руху за умов відсут-
ності серйозної відповідальності за порушення 
Правил дорожнього руху [5, 6]. 

Узагальнення інформації про стан безпеки 
руху в Україні та інших країнах дозволить роз-
робити комплекс технічних заходів щодо безпеки 
дорожнього руху, що дозволить значно зменшити 
смертність та травматизм внаслідок дорожньо-
транспортних пригод. 

Формулювання цілей статті. Висока аварій-
ність і смертність при скоєнні дорожньо-транспорт-
них пригод є актуальним питанням для України. 
Вивчення, розробка і впровадження заходів з під-
вищення безпеки дорожнього руху дозволить змен-
шити показники травматизму внаслідок дорожньо-
транспортних пригод. Метою статті є урахування 
та аналіз об’єктивних даних про причини і тяжкість 
дорожньо-транспортних пригод в Україні. Це дасть 
змогу запровадити рішення щодо підвищення без-
пеки дорожнього руху.

Виклад основного матеріалу. Підхід до орга-
нізації дорожнього руху має на меті забезпечити 
безпеку транспортної системи для всіх учасни-
ків дорожнього руху. Основою цього підходу 
є безпечні дороги, безпечні транспортні засоби 
та безпечні учасники дорожнього руху З метою 
запобігання дорожньо-транспортним пригодам 
та скорочення серйозного транспортного трав-
матизму необхідно мати об’єктивні дані про при-
чини і тяжкість ДТП.

З числа найважливіших задач аналізу даних 
про стан аварійності та значення інших показ-
ників, що характеризують діяльність по забезпе-
ченню безпеки дорожнього руху, можна назвати 
наступні. Прогнозування стану аварійності. Цей 
напрям є одним з найбільш інтенсивно розвине-
них шляхів удосконалення аналізу статистичних 
даних. Розроблено багато різноманітних моделей 

для прогнозування стану аварійності. Аналіз при-
чин і умов виникнення конкретних ДТП, який 
часто називають експертизою дорожньо-тран-
спортних пригод. Обгрунтування заходів щодо 
покращення умов та безпеки руху, вдоскона-
ленню дорожніх умов, конструкцій транспортних 
засобів, підготовці водіїв та інше, а також оцінка 
ефективності заходів і визначення черговості їх 
проведення [7, 8].

Вивчення статистичних даних є одним з осно-
вних методів виявлення закономірностей в при-
чинах і умовах виникнення дорожньо-транспорт-
них пригод [2, 9, 10]. Ефективність використання 
інформації про аварійність багато в чому залежить 
від того, наскільки статистичні дані точно відо-
бражають реальні процеси в структурі і динаміці 
аварійності. В більш вузькому значенні йдеться 
про достовірність тих показників аварійності, 
які базуються на даних, внесених в картку обліку 
дорожньо-транспортних пригод. Інформацію, яку 
використовують при аналізі аварійності, можна 
підрозділити на три основні групи:

 – кількісні показники, значення яких можуть 
приймати безперервний ряд значень; 

 – якісні характеристики з кінцевим числом 
різних значень (стан);

 –зведені статистичні показники про стан ава-
рійності, одержані узагальненням даних про оди-
ничні ДТП.

Аналіз факторів, які супроводжують дорож-
ньо-транспортні пригоди показав, що всі недоліки 
можна розподілити на чотири групи (рис. 1):

– ті, що стали прямою причиною дорожньо-
транспортної пригоди, коли водій не порушив 
правил дорожнього руху, але не зміг своєчасно 
помітити недоліки в утриманні дорожньо-вулич-
ної мережі і запобігти ДТП;

– ті, що сприяли виникненню ДТП, коли 
дорожньо-транспортна пригода стала можливою 
не тільки через порушення правил дорожнього 
руху (ПДР) учасниками дорожнього руху, але 
і через незадовільні дорожні умови;

– ті, що вплинули на виникнення ДТП, коли 
основною причиною дорожньо-транспортної при-
годи з'явилося порушення правил дорожнього руху 
водієм, але належні дорожні умови дозволили б 
понизити тяжкість наслідків або запобігти йому;

– ті, що не вплинули на виникнення ДТП, тобто 
не мають причинного зв'язку з механізмом виник-
нення дорожньо-транспортної пригоди.

Аналіз основних причин дорожньо-транспорт-
них пригод (табл. 1, рис. 2) показує, що за умов 
незадовільного стану доріг в Харківській області 
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відбулось 13 % дорожньо-транспортних пригод. 
До цього показника не увійшли недоліки доріг, які 
сприяли або впливали на виникнення ДТП (рис. 1). 
Переважна більшість дорожньо-транспортних 
пригод відбувається в результаті порушення пра-
вил дорожнього руху водіями та пішоходами.

Таблиця 1
Розподіл дТП з вини учасників руху 

дорожньо-транспортні пригоди з 
вини учасників руху

Кількість 
дТП, %

Дорожньо-транспортні  
пригоди з вини пішоходів 11 %

ДТП за умов незадовільного стану доріг 13 %
Дорожньо-транспортні пригоди з вини 
нетверезих водіїв всіх видів транспоту 12 %

Пригоди у зв’язку з порушенням ПДР 
водіями усіх видів транспортних засобів 64 %

Покращити стан безпеки дорожнього руху 
можна шляхом впливу на поведінку учасників 
дорожнього руху. Досягти бажаного результату 
можливо за умови взаємоповаги всіх користува-
чів дороги: водіїв, пішоходів, велосипедистів та 
водіїв іншого транспорту. Кожен повинен нести 

відповідальність по відношенню до інших учас-
ників дорожнього руху.

Необхідно також приділити увагу зростанню 
культури взаємовідносин між учасниками дорож-
нього руху, залучивши до цієї проблеми засоби 
масової інформації, і ввести обов'язкове та ефек-
тивне вивчення правил дорожнього руху для пішо-
ходів та велосипедистів, методів першої медичної 
допомоги при дорожньо-транспортних пригодах.

Зменшення тяжкості наслідків від дорожньо-
транспортних пригод обумовлено покращенням 
за останні роки захисту сучасних автомобілів від 
бокових та фронтальних ударів при дорожньо-тран-
спортних пригодах та захисту водіїв і пасажирів 
ременями чи подушками безпеки, а також завдяки 
наявності засобів зв'язку в учасників дорожнього 
руху, що забезпечує своєчасне повідомлення про 
дорожньо-транспортну пригоду і, відповідно, сво-
єчасне надання медичної допомоги у більшості 
випадків порівняно з минулими роками.

Висновки. Вплинути на безпеку та поведінку 
учасників дорожнього руху можуть наступні 
заходи. Перш за все слід збільшити матеріальну 
відповідальність за порушення правил дорожнього 
руху. Крім того слід передбачити: впровадження 

 

 

Рис. 1. дорожні умови, що супроводжують дТП

Рис. 2. Основні причини дТП з вини учасників руху
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системи зв'язку вздовж доріг, що надасть можли-
вість своєчасно оповістити про скоєння дорожньо-
транспортної пригоди та вчасно надати медичну 
допомогу постраждалим; оснащення карет швидкої 
допомоги реанімаційним обладнанням; підготовку 
працівників поліції по наданню першої медичної 
допомоги постраждалим в дорожньо-транспорт-
них пригодах; оснащення автомобілів сучасними 

засобами пасивної безпеки (паси безпеки для водія 
та пасажирів, підголівники на спинках сидінь водія 
та пасажирів, подушки безпеки, конструктивні 
методи захисту кузова автомобіля від надмірного 
деформування при скоєнні дорожньо-транспорт-
ної пригоди, покращення зони оглядовості тощо); 
покращення рівня підготовки водіїв та, можливо, 
впровадити періодичну їх атестацію.
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Kovalenko L.А. STATE AND MAIN CAuSES OF ACCIDENTS ON THE rOADS 
OF THE KHArKOV rEGION

The article is devoted to the problem of ensuring traffic safety, which has become especially acute due to 
the increase in traffic intensity on the roads. An increase in the number of passenger cars in the traffic flow, 
which significantly complicates the process of moving a mixed traffic flow on the roads. It has been established 
that the existing system for analyzing accidents in road transport cannot be considered perfect; on its basis, 
erroneous conclusions are made about the state of accidents in the state.

High accident rate and mortality in road accidents is a topical issue for Ukraine. The study, development 
and implementation of measures to improve road safety can reduce injury rates as a result of road traffic 
accidents. The purpose of the article is to record and analyze objective data on the causes and severity of road 
accidents in Ukraine. This made it possible to introduce a solution to improve road safety.

The article reveals that the considered approach to the organization of traffic is aimed at ensuring the safety 
of the transport system for all road users. The foundation of this approach is safe roads, safe vehicles and safe 
road users. It was found that in order to prevent road traffic accidents and reduce serious traffic injuries, it is 
necessary to have objective data on the causes and severity of road accidents. The study of statistical data is 
one of the main methods for identifying patterns in the causes and conditions of accidents.

It has been determined that the following measures may affect the safety and behavior of road users. First of all, 
it is necessary to increase liability for traffic violations. In addition, it is necessary to provide for: the introduction 
of a communication system along the roads, which will allow timely notification of a traffic accident and timely 
provision of medical assistance to the victims; equipping ambulances with resuscitation equipment; training 
police officers to provide first aid to victims of road accidents; equipping cars with modern means of passive 
safety (safety passes for the driver and passengers, head restraints on the backs of driver and passenger seats, 
airbags, constructive methods of protecting the car body from excessive deformation during a traffic accident, 
improving visibility, etc.); improve the level of training of drivers and introduce their periodic certification.

Key words: traffic accident, traffic flow, traffic safety, traffic speed, traffic organization.
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ОБгРУНТУВАННя ВИБОРУ лОгІСТИЧНОгО лАНцюгА 
для ЗАБЕЗПЕЧЕННя ЕФЕКТИВНОСТІ БІЗНЕС-ПРОцЕСІВ 
ПРИ МІЖНАРОдНИх ПЕРЕВЕЗЕННях

У статті зазначено, що потреби, які виникають у суб’єктів зовнішньоекономічної діяльності при 
доставці товарів під час війни сприяли розробці логістичними посередниками альтернативних шляхів 
транспортування вантажів, що раніше обслуговувалися морськими портами України. З’ясовано, що 
експортери та імпортери товарів, які співпрацюють з контрагентами, територіальне розташування 
яких не дозволяє здійснювати доставку виключно автомобільним транспортом, стали потребувати 
послуг консалтингових та транспортно-експедиторських підприємств у розробці логістичних ланцю-
гів, здатних забезпечити оптимальні умови постачання товарів у змішаному сполученні. 

Встановлено, що розробка проєктів логістичних ланцюгів передбачає урахування інтересів замов-
ника та задоволення вимог, щодо технічного, технологічного та організаційного забезпечення усіх 
етапів постачання товару. Досліджено, що діяльність підприємств та організацій, що залучаються 
до доставки, пов’язана з ризиками, які матимуть вплив на кінцевий результат задоволеності замов-
ника від отриманої послуги. Тому Акцентовано увагу на тому, що задача консалтингових та експеди-
торських підприємств полягає у попередньому дослідженні специфіки діяльності компаній окремої 
сфери діяльності, а вже потім прийнятті рішення про співпрацю з такого типу організацією, чи 
пошуками альтернативних рішень. Відповідно, зазначено, що наступним кроком є вибір серед функці-
онуючих на ринку підприємств, здатних надати необхідну послугу з мінімальними ризиками та забез-
печити високий рівень сервісу за обґрунтовану вартість. 

Визначено, що перед початком планування проєкту логістичного ланцюга замовники формують кри-
терії ефективності, основними з яких є: вартість, тривалість, якість та надійність. Обґрунтовано, що 
залучення до доставки перевізників різних видів транспорту потребує урахування специфіки виконання 
основних та допоміжних процесів, а також ризиків, пов’язаних з їх діяльністю. У статті проаналізовано 
чотири типи логістичних ланцюгів, що можуть бути застосовані при імпорті товару в Україну у зміша-
ному сполученні. Здійснено оцінку критеріїв ефективності за кожним з досліджуваних маршрутів, обґрун-
товано ризики, що можуть виникати при виконанні зовнішньоторговельних операцій та умови прийняття 
управлінських рішень для забезпечення інтересів замовника та надання йому альтернатив для вибору. 

Ключові слова: консалтинг, логістичний посередник, логістичний ланцюг, зовнішньоторговельна 
операція, ризики, доставка товару, маршрут, критерій ефективності.

Постановка проблеми. Питання ефективної 
організації доставки товарів вважається одним 
з найактуальніших для всіх суб’єктів ринку тран-
спортних послуг. Самостійно вантажовласникам 
досить складно врахувати всі деталі виконання 
основних та допоміжних процесів. Тому, з метою 
розробки проєктів логістичних ланцюгів, які 
забезпечують потреби замовників у доставці това-
рів з мінімальними витратами, все частіше почали 
залучати підприємства, що надають послуги 
з логістичного консалтингу.

Основною перевагою діяльності таких орга-
нізацій є можливість розробки декількох альтер-
нативних логістичних ланцюгів, ланками яких 
будуть різні підприємства, що за своїми функці-
ональними можливостями та матеріально-техніч-
ним забезпеченням здатні забезпечити одиничну 
послугу або спектр послуг. Експерти з логістич-
ного консалтингу у прийнятті рішень та діючи 
виключно в інтересах замовника, досліджують 
існуючу ситуацію на ринку транспортно-логіс-
тичних послуг, розробляють оптимальні марш-
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рути перевезення, вивчають перелік необхідних 
організацій, здатних забезпечити доставку, вивча-
ють їх репутацію та погоджують умови співпраці 
та вартість обслуговування. Ефективність роботи 
кожної з ланок логістичного ланцюга має пря-
мий вплив на показники діяльності замовника та 
ризики, які можуть виникати в процесі доставки. 
Тому, враховуючи політичні, економічні, соці-
альні та технологічні чинники наявність альтер-
нативних рішень при організації доставки товарів 
у міжнародному сполученні повинна задоволь-
няти вимоги замовника щодо вартості, тривалості, 
якості та надійності функціонування логістичного 
ланцюга.

Аналіз останніх досліджень і публіка-
цій. Вигідне геополітичне розташування Укра-
їни сприяло розбудові об’єктів інфраструктури 
в транспортних вузлах та по всій території дер-
жави в зонах попиту на транспортно-логістичні 
послуги [1]. Оскільки, переважна більшість усіх 
об’єктів знаходиться у приватній власності, тому 
це формує між ними конкуренцію, що ґрунтується 
на якості та вартості обслуговування [2]. Питання 
впливу застосування різних видів транспорту 
до виконання перевезень вантажів завжди було 
актуальним для суб’єктів ринку транспортних 
послуг [3], відповідно, більша увага з боку дер-
жави і комерційних підприємств зосереджувалася 
на удосконаленні діяльності об’єктів інфраструк-
тури у портах, аеропортах, залізничних вузлах, 
вантажних митних комплексах та пунктах про-
пуску [4]. Проте, з початком війни в Україні порти 
та аеропорти, а також комерційні об’єкти тран-
спортно-логістичної інфраструктури припинили 
свою роботу, тому перед суб’єктами зовнішньое-
кономічної діяльності постала потреба в пошуках 
нових шляхів доставки товарів від контрагентів 

[5]. Формування логістичних ланцюгів, до струк-
тури яких, входять перевізники різних видів тран-
спорту, митні органи та посередницькі підприєм-
ства, що надають супутні транспортно-логістичні 
і митно-брокерські послуги є ключовою потре-
бою вітчизняного ринку [6-8]. Вибір підприємств 
та організацій, що є ланками логістичного лан-
цюга здійснюється за ключовими чинниками, які 
повинні відповідати запиту замовника [9]. Біль-
шість існуючих досліджень присвячено функціо-
нуванню логістичних ланцюгів, що передбачають 
виконання доставки автомобільним транспортом 
[10], проте, ринкові зміни потребують розширення 
можливостей пов’язаних з розробкою альтерна-
тивних шляхів доставки та забезпечення відповід-
ного рівня якості і надійності процесу [11]. 

Формулювання цілей статті. При організації 
перевезення вантажів у змішаному сполученні 
виникає необхідність вибору оптимального спо-
собу доставки. Відповідно до характеру переве-
зення, а також матеріальних ресурсів, які необ-
хідно залучити до його виконання, можуть брати 
учать логістичні підприємства різного профілю. 
До даного процесу можуть залучатися державні 
та приватні підприємства, що надають логіс-
тичні послуги або здійснюють функцію держав-
ного регулювання та контролю за переміщенням 
зовнішньоторговельних вантажів (табл. 1). 

Відповідно, задачею транспортно-експедитор-
ського або консалтингового підприємства є фор-
мування логістичного ланцюга, що буде відпові-
дати вимогам замовника та сприяти виконанню 
доставки з найвищими показниками ефективності 
на всіх етапах. Кожен із замовників, при виборі 
логістичного ланцюга керується такими осно-
вними критеріями, як: вартість, тривалість, якість 
та надійність. При цьому діяльність організацій, 

Таблиця 1
Підприємства та установи, що залучаються до процесу доставки товарів 

у змішаному сполученні
Види підприємств Основні функції

Судноплавна лінія Організація перевезення вантажів морем, видача різних типів 
контейнерів для розміщення вантажу

Портовий експедитор Надання комплексу послуг з обробки контейнера в порту
Перевізник Транспортування вантажу різними видами транспорту

Складський комплекс Зберігання, розформування, консолідація вантажу. Перевантаження 
на різні види транспорту

Митні органи Захист економічних інтересів держави

Митно-брокерські підприємства Оформлення експортних/ імпортних/ транзитних декларацій та 
інших митних документів

Експедиторські підприємства Взаємодія з окремими ланками логістичного ланцюга в межах зони 
їх відповідальності

Страхові підприємства Страхування вантажів та транспортних засобів
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що є ланками логістичного ланцюга пов’язана 
з ризиками, які можуть виникати при виконанні 
зовнішньоторговельної операції. Тому, важливим 
аспектом у розробці проєктів доставки товарів 
є формування логістичного ланцюга з урахуван-
ням критерію бажаності замовника та оцінки 
ризиків, пов’язаних з діяльністю кожного окре-
мого підприємства, залученого до цього процесу. 

За умови відсутності доступу до перевезення 
комерційних вантажів через порти України, логіс-
тичними посередниками розробляються марш-
рути, що прокладаються через порти інозем-
них держав. Запропоновано розглянути процес 
доставки з Китаю до України через порти Гданськ, 
Рига, Констанца за умови формування чотирьох 
типів логістичних ланцюгів, до структури яких 
будуть входити різні підприємства та організації.

Виклад основного матеріалу. У роботі при-
ймаємо до уваги, що ланками логістичного лан-
цюга при виконанні міжнародних перевезень 
є вантажовідправники (ВВ), вантажоодержувачі 
(ВО), експедитори (Е), перевізники (залізничне 
сполучення – ЗП, автомобільні перевезення – АП, 
судноплавні лінії – СП), митно-брокерські під-
приємства (МБ), складські комплекси (С), пункти 
пропуску (ПП), митні агенції країн-призначення 
(МА), логістичні центри країн-призначення/від-
правлення (ЛЦ). 

Розглянемо найбільш розповсюджені логіс-
тичні ланцюги, які застосовуються суб’єктами 
ринку транспортних послуг при доставці вантажу 
з порту.

Логістичний ланцюг першого типу є найсклад-
нішим за кількістю ланок. У ньому залучена най-
більша кількість підприємств. Після прибуття 
вантажу в порт призначення, експедитор оформ-
лює необхідну документацію для вивозу контей-
нера з порту на склад для перевантаження. Після 
перевантаження в автотранспортний засіб, брокер 
оформлює транзитний документ і вантаж пря-
мує до кордону країни призначення. Після про-
ходження пункту пропуску, транспортний засіб 
прямує на термінал для розмитнення вантажу 
і надалі, після виконання митних формальностей 
доставляється вантажоодержувач (рис. 1).

Логістичний ланцюг другого типу передба-
чає виконання транспортно-експедиторського 
обслуговування в рамках одного підприємства. 
На його частину припадає виконання комплексу 
послуг з організації обробки контейнера, переван-
таження та митні формальності в порту призна-
чення (рис. 2).

Логістичний ланцюг третього типу передбачає 
виконання перевезення за допомогою залізничного 
сполучення. У цьому випадку, в якості організа-
тора перевезення може виступати як окремий екс-
педитор, так і деякі судноплавні лінії, що надають 
відповідну послугу. У такому випадку розглянемо 
другий варіант доставки вантажу до контейнер-
ного термінала (КТ) у країні призначення (рис. 3).

Логістичний ланцюг четвертого типу перед-
бачає вивіз контейнера безпосередньо до ванта-
жоодержувач. У цьому випадку зникає потреба 
в складських підприємствах (рис. 4). 
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Рис. 1. Перший тип логістичного ланцюга

Рис. 2. другий тип логістичного ланцюга

Рис. 3. Третій тип логістичного ланцюга

Рис. 4. Четвертий тип логістичного ланцюга
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Розглянемо основні переваги та недоліки при 
організації перевезення за обраними чотирма 
логістичними ланцюгами (табл. 2).

Результати оцінки прийняття рішень про вибір 
типу логістичного ланцюга при перевезенні за 
маршрутом м. Гданськ – м. Київ розподіляється 
наступним чином: 12% респондентів обирають пер-
ший тип логістичного ланцюга; найбільша кількість 
опитаних обирають другий тип ЛЛ – 48%; 23% – 
третій тип ЛЛ; найменша кількість (17%) припадає 
на четвертий тип логістичного ланцюга (рис. 5).
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Рис. 5. Оцінка прийняття рішення про вибір типу 
логістичного ланцюга за маршрутом м. гданськ 

(Польща) – м. Київ (Україна)

Результати щодо вибору типу логістичного 
ланцюга при перевезенні за маршрутом м. Рига – 
м. Київ наступні: 18% надають перевагу першому 
типу ЛЛ; найпоширенішим є другий тип ЛЛ, на 
його частку припадає 48%; 23% респондентів 
обирають третій тип логістичного ланцюга; та 
17% припадає на четвертий тип ЛЛ (рис. 6).

Результати щодо вибору логістичного ланцюга 
при перевезенні за маршрутом м. Констанца – 
м. Київ розподілилися наступним чином: 7% нада-
ють перевагу першому типу ЛЛ; 31% надає пере-
вагу другому типу; 21% респондентів обирають 
третій тип логістичного ланцюга; і найбільше, 
47% припадає на четвертий тип ЛЛ (рис. 7).

Рис. 7. Оцінка прийняття рішення про вибір типу 
логістичного ланцюга за маршрутом м. Констанца 

(Румунія) – м. Київ (Україна)
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Таблиця 2
Основні переваги та недоліки досліджуваних логістичних ланцюгів

Тип лл Переваги Недоліки

Перший тип
– чітке розмежування функціональних 
обов’язків між усіма організаціями;

– витрати часу на рух інформаційного потоку;
– затримки внаслідок відмінності підходів 
до оформлення документів та відсутності 
уніфікованих стандартів;

Другий тип
– більша погодженість дій внаслідок залучення 
меншої кількості ланок;
– підвищення ефективності та швидкості 
організації процесу відправки вантажу з порту;

– витрати часу на оформлення документів за 
стандартами різних підприємств;

Третій тип

– менша вартість перевезення вантажу; – можливі затримки часу при виконанні 
перевезення вантажу у залізничному 
сполученні, що може призвести до 
необхідності сплати додаткових коштів за 
простій контейнерного обладнання;

Четвертий 
тип

– залучення у доставку невеликої кількості 
ланок;
– відсутність потреби у використанні 
складських підприємств, що збільшує безпеку 
цілісності вантажу.

– додаткові витрати на депозит контейнерного 
обладнання для вивозу з країни або 
оформлення страхування.
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Рис. 6. Оцінка прийняття рішення про вибір типу 
логістичного ланцюга за маршрутом м. Рига 

(латвія) – м. Київ (Україна)
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За критеріями вартості, тривалості, якості та 
надійності логістичного ланцюга при переве-
зенні різними маршрутами вибір експертів роз-
поділився для різних типів ЛЛ наступним чином  
(рис. 8–10).

Опитування показали (рис. 8), що, обираючи 
перший тип логістичного ланцюга, найважли-
вішим критерієм для експертів є вартість (71%), 
менш важливими є тривалість (18%), якість (8%) 
та надійність (3%). Другий тип ЛЛ схожий за пер-
ший. Найважливішим критерієм є вартість (41%), 
менш важливими є тривалість (29%), якість (18%) 
та надійність (12%). Найбільша група респонден-
тів, що обрала третій тип логістичного ланцюга, 
також найважливішим критерієм обирає вартість 
(44%). Але при цьому майже третина опитаних 
обирає також надійність – 27%. На третьому місці 
по важливості обрано якість – 20%, найменш важ-
ливим є критерій тривалості – 9%. 
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Рис. 8. Розподіл критеріїв ефективності при виборі 
маршруту перевезення м. гданськ (Польща) –  

м. Київ (Україна)

Щодо останнього типу ЛЛ, більшість респон-
дентів надає перевагу критерію надійності 33%, 
на другому місці вартість доставки (27%). Три-
валість та якість доставки мають майже однакові 
значення – 22% та 18% відповідно.

Розглянемо результати опитування щодо роз-
поділу критеріїв ефективності при перевезенні 
другим маршрутом (рис. 9). Вони показали, що, 
обираючи перший тип логістичного ланцюга, 
найважливішим критерієм для експертів є вар-
тість (67%), менш важливими є тривалість (25%), 
якість (7%) та надійність (1%). Другий тип ЛЛ має 
такі показники: вартість – 46%, тривалість – 24%, 
якість – 20% та надійність – 10%. При третьому ЛЛ 
на першому місці по важливості обрано вартість – 
47%, найменш важливим є критерій тривалості – 
5%. Для експертів, що обрали четвертий тип логіс-
тичного ланцюга, найважливішим критерієм є його 
надійність – 36%, на другому місці по важливості 

є якість – 24%. Менш важливими виявилися трива-
лість та якість – 19% та 24% відповідно.
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Рис. 9. Розподіл критеріїв ефективності при виборі 
маршруту перевезення м. Рига (латвія) –  

м. Київ (Україна)

Розглянемо останні результати опитування за 
маршрутом м. Констанца – м. Київ. Опитування пока-
зали (рис. 10), що, обираючи перший тип ЛЛ, найваж-
ливішим критерієм для експертів є вартість (73%),  
менш важливими є тривалість (19%), якість (7%) 
та надійність (1%). Найбільша група респондентів, 
що обрала другий тип логістичного ланцюга, також 
найважливішим критерієм обирає вартість (36%). 
На другому місці тривалість доставки (29%). На 
третьому місці по важливості обрано якість – 20%, 
найменш важливим є критерій надійності – 15%. 
Респонденти, що обрали третій тип ЛЛ, також нада-
ють перевагу критерію вартості – 49%, на другому 
місці надійність – 24%. Для експертів, що обрали 
четвертий тип логістичного ланцюга, найважливі-
шим критерієм є його надійність – 34%, на другому 
місці, по важливості, є якість обслуговування – 25%.  
Менш важливими виявилися тривалість та вар-
тість – 19% та 22% відповідно.
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Рис. 10. Розподіл критеріїв ефективності при виборі 
маршруту перевезення м. Констанца (Румунія) –  

м. Київ (Україна)

Проведемо оцінку ризику, що виникає в діяль-
ності суб’єктів ринку транспортних послуг, залу-
чених як ланки логістичного ланцюга на марш-
руті м. Гданськ – м. Київ (табл. 3).
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Таким чином, найменш ризикованим 
є доставка вантажу за четвертим типом логістич-
ного ланцюга (показник 1,8), при якому контей-
нер доставляється безпосередньо до вантажоо-
держувача. На другому місці – третій тип (2,2), 
доставка залізницею. Третє та четверте місце 
зайняли відповідно другий (2,4) та перший (2,7) 
типи ЛЛ (табл. 4).

Як видно з таблиці, ризики при доставці з Лат-
вії схожі за показниками при використанні марш-
руту доставки з вантажу з Гданську. Найменший 
показник ризику належить четвертому типу ЛЛ та 
становить 2,4. Друге місце посідає третій тип ЛЛ 

Таблиця 3
Оцінка ризиків діяльності ланок логістичного ланцюга за маршрутом 

м. гданськ (Польща) – м. Київ (Україна)
Назва 1 тип лл 2 тип лл 3 тип лл 4 тип лл

Морський перевізник 0,2 0,2 0,3 0,4
Експедитор 0,6 0,5 0,3 0,3
Автомобільний перевізник 0,4 0,4 0,4
Склад 0,6 0,5
Митниця країни відправлення 0,4 0,3 0,3 0,4
Залізничний транспорт 0,8
Митниця країни призначення 0,5 0,5 0,5 0,5
Сума 2,7 2,4 2,2 2

Таблиця 4 
Оцінка ризиків діяльності ланок логістичного ланцюга 

за маршрутом м. Рига (латвія) – м. Київ (Україна)
Назва 1 тип лл 2 тип лл 3 тип лл 4 тип лл

Морський перевізник 0,2 0,2 0,3 0,4
Експедитор 0,7 0,6 0,5 0,4
Автомобільний перевізник 0,5 0,5 0,5
Склад 0,6 0,4
Митниця країни відправлення 0,6 0,5 0,5 0,6
Залізничний транспорт 0,8
Митниця країни призначення 0,5 0,5 0,5 0,5
Сума 3,1 2,7 2,6 2,4

Таблиця 5
Оцінка ризиків діяльності ланок логістичного ланцюга 

за маршрутом м. Констанца (Румунія) – м. Київ (Україна)
Назва 1 тип лл 2 тип лл 3 тип лл 4 тип лл

Морський перевізник 0,2 0,2 0,3 0,4
Експедитор 0,8 0,7 0,6 0,5

Автомобільний 
перевізник 0,6 0,6 0,6

Склад 0,7 0,5
Митниця країни 

відправлення 0,7 0,6 0,6 0,7

Залізничний транспорт 0,8
Митниця країни 

призначення 0,5 0,5 0,5 0,5

Сума 3,5 3,1 2,8 2,7

з показником 2,6. Третє та четверте місце розді-
лили другий та перший типи ЛЛ з показниками 
відповідно 2,7 та 3,1 один (табл. 5).

Таким чином, за пріоритетністю, ризики діяль-
ності ланок ланцюгів при доставці за третім 
маршрутом схожі за попередні. Найменш ризико-
ваним є четвертий тип ЛЛ з показником 2,7. Тре-
тій ЛЛ становить 2,8. Другий і перший ЛЛ відпо-
відно становлять 3,1 та 3,5 одиниць.

Висновки. На основі опитування замовників 
сформовано оцінку прийняття рішень щодо вибору 
типу логістичного ланцюга. Розглянуто чотири 
альтернативних логістичних ланцюги доставки 
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товару у змішаному сполученні. Розподіл критеріїв  
ефективності при виборі маршруту показав, що 
для всіх трьох маршрутів, вибір першого, другого 
та третього логістичних ланцюгів базується на 
вартості доставки. Обираючи четвертий тип логіс-
тичного ланцюга, найважливішим критерієм для 
експертів є надійність, що досягається за рахунок 

мінімізації участі великої кількості підприємств, 
задіяних при доставці.

Проведено оцінку ризиків, що можуть виникати 
у діяльності суб’єктів ринку транспортних послуг, 
залучених як ланки логістичного ланцюга. Результати 
для всіх маршрутів показали, що найменш ризикова-
ними є вибір четвертого типу логістичного ланцюга. 
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IN INTErNATIONAL TrANSPOrTATION

The article states that the needs arising in entities of foreign economic activity in the delivery of goods 
in wartime necessitated the development by logistics intermediaries of alternative routes of transporting 
goods that used to be served by the seaports of Ukraine. It was found that exporters and importers of goods 
cooperating with contractors whose location makes it impossible for them to rely solely on truck shipment 
spark the demand for services of consulting and freight forwarding companies developing logistics chains 
capable of providing optimal conditions for the supply of goods in mixed traffic.

It was found that the development of logistics chain projects involves taking into account the interests of 
the customer and meeting the requirements for technical, technological and organizational support for all 
stages of product delivery. It has been studied that the activities of enterprises and organizations involved 
in delivery are associated with risks that will have an impact on the resulting customer satisfaction with the 
service received. Emphasis is placed on the fact that the task of consulting and freight forwarding companies is 
to conduct preliminary research on the hallmark of industry-specific enterprises` activities, before deciding on 
cooperation with this type of organizations or searching for alternative solutions. Accordingly, it is indicated 
that the next step is a choice among enterprises operating in the market of the ones capable of providing the 
necessary service at minimum risk and with the best price/quality ratio.

It was determined that before planning a logistics chain project, the customers sets out efficiency criteria, 
the main of which are cost, time, quality and reliability. It is justified that involvement in the delivery of carriers 
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of various types of transport requires taking into account the specifics of the main and secondary processes, 
as well as risks associated with their activities. The article analyzes four types of logistics chains that can be 
used when importing goods to Ukraine in mixed traffic. The authors evaluate efficiency criteria for each of the 
researched routes and explain risks that may arise in foreign trade operations and the conditions for making 
management decisions to promote the interests of the customer and to provide them with alternative solutions.

Key words: consulting, logistics intermediary, logistics chain, foreign trade operation, risks, delivery of 
goods, route, efficiency criterion.
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дОСлІдЖЕННя ТЕМПЕРАТУРНОгО ВПлИВУ НА МІцНІСТь 
НЕСУЧОЇ КОНСТРУКцІЇ КРИТОгО ВАгОНА 

В матеріалах статті проведено визначення температурного впливу на міцність несучої кон-
струкції універсального критого вагона моделі 11-217. При цьому дослідження проведені шляхом 
комп’ютерного моделювання з використанням методу скінчених елементів, який реалізовано в про-
грамному комплексі SolidWorks Simulation. 

При створенні просторової моделі несучої конструкції критого вагона враховано елементи, які 
жорстко взаємодіють між собою, тобто в моделі не враховано самоущільнені двері.

Континуальна модель несучої конструкції критого вагона утворена тетраедрами. При проведенні 
розрахунків до уваги прийнято дві схеми термічного навантаження несучої конструкції критого 
вагона: температурний вплив на внутрішню поверхню, що має місце при перевезенні високотемпера-
турних вантажів; зовнішній температурний вплив на бокові стіни критого вагона, що може мати 
місце при розморожуванні вантажів.

Результати проведених розрахунків показали, що міцність несучої конструкції критого вагона при пер-
шій досліджуваній схемі навантаження забезпечується при дії температури у 118°С. При цьому макси-
мальні еквівалентні напруження зафіксовані у вертикальних стійках і дорівнюють 344,8 МПа. У якості 
допустимих напружень враховано межу плинності матеріалу, яка для сталі 09Г2С дорівнює 345 МПа

При другій схемі навантаження несучої конструкції критого вагона максимальні еквівалентні напру-
ження дотримуються в межах допустимих при зовнішньому температурному впливі у 136,2°С. Чисельні 
значення максимальних еквівалентних напружень при цьому складають 344,9 МПа та виникають у гофрах.

Проведені дослідження сприятимуть підвищенню ефективності використання залізничного тран-
спорту шляхом можливості залучення критих вагонів до перевезень більш широкої номенклатури ванта-
жів, а також створенню напрацювань щодо проектування мультифункціональних конcтрукцій вагонів.

Ключові слова: транспортна механіка, критий вагон, несуча конструкція, термічний аналіз, напру-
жений стан.

Постановка проблеми. Підвищення ефектив-
ності використання та конкурентоспроможності 
залізничного транспорту викликає необхідність забез-
печення його багатофункціональності та можливості 
використання під перевезення широкої номенклатури 
вантажів, в тому числі і високотемпературних. 

Одним з найбільш використовуваних вагонів, 
який застосовується для перевезень високотем-
пературних вантажів, а саме окатишів та гаря-
чого агломерату з температурою не вище 700°С 
є вагон-хопер. Важливо сказати, що в експлуа-
тації може мати місце необхідність перевезень 
залізницею вантажів і з меншою температурою. 
У зв’язку з тим, що поповнення вагонного парку 
Укрзалізниці в дійсний час є досить незначним, 
а кількість вагонів-хоперів в експлуатації є обме-
женою, доцільним є розгляд можливості тран-
спортування таких вантажів в інших вагонах, 
наприклад критих. У зв’язку з цим для забезпе-
чення сталого розвитку економіки країни та тран-
спортної галузі виникає необхідність проведення 
досліджень в зазначеному напрямку.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
З метою поліпшення ефективності використання 
універсальних вагонів в роботі [1] запропоновано 
здійснення їх модернізації. Проведено обґрун-
тування заходів щодо модернізації вагонів. При 
цьому використано методи комп’ютерного моде-
лювання та проведено натурний експеримент. 
Однак запропонована модернізація не сприяє 
можливості перевезень вантажів з підвищеною 
температурою. 

Визначення можливих шляхів покращення 
техніко-економічних показників залізничних 
вагонів висвітлюється у публікації [2]. Реалізація 
поставленої задачі досягається за рахунок підви-
щення осьового навантаження вагона. Наведено 
обґрунтування даного рішення. В якості прото-
типу обрано вантажний вагон BCNHL. 

В роботі [3] досліджено перспективи засто-
сування інноваційних матеріалів для зменшення 
тари вагонів. Обґрунтовано використання в якості 
матеріалу несучих конструкцій вагонів магнієвих 
сплавів. Наведені результати розрахунків доціль-
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ності застосування даного матеріалу в металокон-
струкціях кузовів. Важливо сказати, що при цьому 
не приділено уваги визначенню температурного 
впливу на несучі конструкції вагонів. 

В роботі [4] наведено результати обґрунту-
вання покращення техніко-економічних показ-
ників вантажних вагонів шляхом впровадження 
високоміцних сталей в їх несучі конструкції. 
Проведено експериментальне уточнення умов 
міцності зварних з’єднань вагонів із високоміц-
них матеріалів. Розроблені способи підвищення 
витривалості зварних з’єднань. Однак в роботі не 
проводилось визначення температурного впливу 
на міцність несучих конструкцій вагонів з запро-
понованого матеріалу. 

В роботі [5] авторами проводиться визна-
чення навантаженості несучої конструкції вагона-
хопера для перевезень окатишів та гарячого агло-
мерату з обшивкою із композитного матеріалу. 
Результати розрахунків вагона довели доцільність 
даного впровадження. Однак дане рішення реалі-
зоване стосовно вагона-хопера. Крім того, авто-
рами не досліджувалось зовнішнього впливу тем-
ператури на міцність несучої конструкції вагона.

Заходи щодо адаптації несучої конструкції 
напіввагона до перевезень високотемпературних 
вантажів обґрунтовано у роботі [6]. Авторами 
запропоновано встановлення у кузов напіввагона 
контейнерів з композитною обшивкою в яких 
можна розміщувати високотемпературний ван-
таж. Результати розрахунків на міцність, а також 
динамічну навантаженість підтвердили доціль-
ність такого рішення.

В роботі [7] авторами запропоновано конструк-
цію багатофункціонального вагону для пере-
везень широкої номенклатури вантажів, в тому 
числі високотемпературних. Наведено резуль-
тати розрахунків несучої конструкції вагона на 
міцність при основних експлуатаційних схемах 
навантажень. Разом з цим в даних роботах не 
досліджувалося зовнішнього впливу темпера-
турного навантаження на кузова вагонів, що має 
місце, наприклад, при розморожуванні вантажів 
у тепляках.

Проведений аналіз літературних джерел дозво-
ляє зробити висновок, що доцільним є дослі-
дження температурного впливу на несучу кон-
струкцію критого вагона. 

Мета та основні завдання статті. Метою 
статті є дослідження температурної наванта-
женості критого вагона при експлуатаційних 
режимах. Це дозволить підвищити ефективність 
використання критих вагонів та функціонування 

транспортної галузі в цілому. Для досягнення 
зазначеної мети визначені такі завдання:

– визначити вплив температури перевозимого ван-
тажу на міцність несучої конструкції критого вагона;

– дослідити міцність несучої конструкції кри-
того вагона при розморожуванні вантажу, розмі-
щеному у ньому.

Викладення основного матеріалу статті. Для 
визначення впливу температури перевозимого 
вантажу на міцність несучої конструкції критого 
вагона у якості прототипу обрано критий вагон 
моделі 11-217 (рис. 1 [8]). 

 
Рис. 1. Критий вагон моделі 11-217

Основну технічну характеристику вагона наве-
дено в таблиці 1.

Таблиця 1
Основна технічна характеристика критого 

вагона моделі 11-217
Назва параметру Значення

Вантажопідйомність, т 68
Тара, т 24,7
Швидкість конструкційна, км/год. 120
Габарит 1 – ВМ (0 – Т)
Осьове статичне навантаження,  
кН/вісь

231,8

База вагона, мм 10000
Довжина за осями зчеплення 
автозчепів, мм

14730

Довжина за кінцевими балками 
рами, мм

13870

Максимальна висота від рівня верха 
головки рейки, мм

4668

Кількість осей, шт. 4
Модель двохвісного візка 18-100
Наявність стоянкового гальма є
Можливість встановлення буферів немає

Для визначення допустимої температури пере-
возимого вантажу у вагоні проведено його терміч-
ний розрахунок. При цьому використано метод 
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скінчених елементів, який реалізовано в про-
грамному комплексі SolidWorks Simulation. При 
створенні просторової моделі несучої конструкції 
критого вагона враховано елементи, які жорстко 
взаємодіють між собою, тобто в моделі не врахо-
вано самоущільнені двері.

Континуальна модель несучої конструкції кри-
того вагона утворена тетраедрами. Модель налі-
чує 230752 вузла та 656194 елементи. При цьому 
максимальний розмір елементу складає 100 мм, 
а мінімальний – 20 мм.

При складанні розрахункової схеми несучої 
конструкції критого вагона температурне наванта-
ження РТ прикладалося до його внутрішніх повер-
хонь (рис. 2). Також розрахункова схема враховує 
вертикальне статичне навантаження РВ, зумовлене 
вагою вантажу розміщеного у кузові з використан-
ням його повної вантажопідйомності. До упорів 
автозчепу прикладалося повздовжнє навантаження 
РП у 1,0 МН для імітації руху вагона у складі поїзда 
(рис. 3). У якості матеріалу конструкції викорис-
тано сталь марки 09Г2С з лінійними ізотропними 
властивостями. Закріплення моделі здійснювалося 
в зонах її обпирання на ходові частини. 

 

РТ 

Рис. 2. Схема прикладення температурного 
навантаження до несучої конструкції критого 

вагона

Результати розрахунків показали, що міцність 
несучої конструкції критого вагона забезпечу-
ється при дії температури у 118°С (рис. 4). При 
цьому максимальні еквівалентні напруження 
зафіксовані у вертикальних стійках і дорівнюють 
344,8 МПа (рис. 4). У якості допустимих напру-
жень враховано межу плинності матеріалу, яка 
для сталі 09Г2С дорівнює 345 МПа [9].

Також в рамках дослідження проведено визна-
чення можливості розігріву вантажу, розміще-
ного у критому вагоні в конвективному гаражі. 
При складанні розрахункової схеми враховано, 
що на несучу конструкцію критого вагона діє 
вертикальне статичне навантаження. Темпера-
турне навантаження при цьому прикладалося до 
зовнішніх поверхонь бокових стін (рис. 7).

 

РВ 

РП 

Рис. 3. Схема дії сил на несучу конструкцію 
критого вагона
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Рис. 4. Залежність напружень в несучій конструкції 

критого вагона від температурного впливу
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Рис. 5. Напружений стан несучої конструкції 
критого вагона

При цьому найбільш навантаженими складо-
вими несучої конструкції вагона є бокові стіни 
(рис. 6).

 
Рис. 6. Найбільш навантажені зони несучої 

конструкції критого вагона

Результати розрахунків встановили, що мак-
симальні еквівалентні напруження в несучій кон-
струкції критого вагона дотримуються в межах 
допустимих при зовнішньому температурному 
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впливі у 136,2°С (рис. 8). При цьому максимальні 
еквівалентні напруження складають 344,9 МПа та 
виникають у гофрах (рис. 9). 

 
 

РТ 

Рис. 7. Схема прикладення температурного 
навантаження до несучої конструкції критого вагона
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Рис. 8. Залежність напружень в несучій конструкції 
критого вагона від температурного впливу

Найбільш навантаженими складовими несучої 
конструкції вагона є бокові стіни (рис. 10).

Проведені дослідження сприятимуть підви-
щенню ефективності використання залізничного 
транспорту шляхом можливості залучення кри-
тих вагонів до перевезень більш широкої номен-
клатури вантажів, а також створенню напрацю-
вань щодо проектування мультифункціональних 
конcтрукцій вагонів. 

Висновки
1. Визначено вплив температури перевозимого 

вантажу на міцність несучої конструкції критого 
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Рис. 9. Напружений стан несучої конструкції 
критого вагона

Рис. 10. Найбільш навантажені зони несучої 
конструкції критого вагона

вагона. Встановлено, що міцність несучої кон-
струкції критого вагона забезпечується при дії 
температури у 118°С. Максимальні еквівалентні 
напруження зафіксовані у вертикальних стійках 
і дорівнюють 344,8 МПа.

2. Досліджено міцність несучої конструкції 
критого вагона при розморожуванні вантажу, 
розміщеному у ньому. Максимальні еквівалентні 
напруження дотримуються в межах допусти-
мих при зовнішньому температурному впливі 
у 136,2°С. При цьому чисельні значення макси-
мальних еквівалентних напружень складають 
344,9 МПа та виникають у гофрах.
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Lovska A.O. rESEArCH OF THE TEMPErATurE EFFECT ON THE STrENGTH 
OF THE BEArING STruCTurE OF A COVErED rAILrOAD CAr 

The article deals with the determination of the temperature effect on the strength of the bearing structure 
of a universal boxcar model 11-217. The study was carried out by computer modeling using the finite element 
method, which is implemented in the SolidWorks Simulation software package. 

When creating a spatial model of the bearing structure of a covered railroad car, elements that rigidly 
interact with each other were taken into account, i.e., the model does not take into account self-sealing doors.

The continuum model of the bearing structure of a boxcar is formed by a tetrahedron. The calculations took 
into account two schemes of thermal loading of the bearing structure of a covered freight car: the temperature 
effect on the inner surface, which occurs during the transportation of high-temperature cargo; the external 
temperature effect on the side walls of a covered freight car, which can occur during defrosting of cargo.

The results of the calculations showed that the strength of the bearing structure of a covered railroad car 
under the first studied loading scheme is ensured at a temperature of 118°C. The maximum equivalent stresses 
were recorded in the vertical racks and equaled 344.8 MPa. The yield strength of the material was taken into 
account as permissible stresses, which for 09G2S steel is 345 MPa.

In the second loading scheme for the bearing structure of a covered railroad car, the maximum equivalent 
stresses are within the permissible limits for external temperature exposure of 136.2°C. The numerical values 
of the maximum equivalent stresses are 344.9 MPa and occur in the corrugations.

The research will contribute to improving the efficiency of rail transport by enabling the use of covered 
railcars for the transportation of a wider range of goods, as well as creating developments in the design of 
multifunctional railcar structures.

Key words: transport mechanics, covered railroad car, bearing structure, thermal analysis, stress state.
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ОцІНКА МОЖлИВОСТЕй РОЗВИТКУ КРАУдшИПІНгУ У льВОВІ

Розвиток цифрових технологій впливає на різні сфери життя суспільства. Це стосується також 
і купівельної поведінки споживачів: тренд до зростання частки онлайн-покупок спостерігається вже 
не перший рік, а пандемія Covid-19 інтенсифікувала цей процес. Зростання частоти онлайн-покупок 
спричиняє збільшення попиту на доставку «останньої милі» – до кінцевого споживача. Зростаючі 
вимоги клієнтів щодо швидкості доставки інтенсифікують рух вантажопотоків міською терито-
рією, а це негативно впливає на якість міського середовища. Відповідно, виникла потреба в пошуку та 
розробці різноманітних варіантів оптимізації процесу доставки «останньої милі», зокрема, розвиток 
краудшипінгу – доставки товарів особами, які вже прямують в певному напрямку і готові взяти з 
собою пакунок, щоб доставити його кінцевому споживачу.

В цій роботі проведено дослідження популярності онлайн-покупок і різних способів отримання 
онлайн-замовлень та проведено базову оцінку потенційних можливостей краудшипінгу з використан-
ням мережі громадського транспорту у м. Львові. На основі обробки даних анкетувань мешканців 
міста визначено вплив соціо-економічних характеристик на купівельну поведінку. Продовольчі товари 
онлайн зазвичай купляють 6,1% опитаних, а непродовольчі – 19%; з них 25% покупців продовольчих 
товарів та 30% покупців непродовольчих товарів замовляє доставку додому. Враховуючи структуру 
населення міста, це 4780 регулярних доставок (раз на тиждень або частіше). Результати опитувань 
свідчать про готовність респондентів до краудшипінгу: 23% відповіли, що однозначно розглядали б 
можливість краудшипінгової доставки, а 48% – що скоріше б розглядали, ніж не розглядали. 61% 
готові самі виконувати таку доставку. Оскільки багато великих офлайн-рітейлерів у відповідь на 
зміну запитів населення відкрили інтернет-сторінки, де можна замовити товари з доставкою додому, 
то використання такими магазинами краудшипінгу із залученням власних офлайн-покупців може бути 
доцільною з позиції як економії коштів, так і прискорення доставки. Значна щільність маршрутної 
мережі Львова дозволяє залучати користувачів громадського транспорту до такої ініціативи. 

Ключові слова: купівельна поведінка, доставка останньої милі, міська логістика, краудшипінг.

Постановка проблеми. Загальна тенденція 
щодо зростання частки інтернет-покупок в Укра-
їні спостерігається вже не перший рік. Напри-
клад, якщо у 2018 році регулярні онлайн-покупки 
здійснювали 25% покупців (згідно досліджень, 
проведених Асоціацією рітейлерів України), то 
у 2020 – вже 33%, а у 2022 – 39% [1]. Це загаль-
носвітовий тренд і очевидною причиною є збіль-
шення цифровізації суспільства. Особливо значна 
різниця щодо продовольчих товарів – у 2018 р. 
частка онлайн-покупок в цій категорії становила 
всього 1%, а у 2022 році – вже 13%. 

Як відзначається в праці [2, ст. 483], перева-
гами онлайн-покупок для покупців є, зокрема, 
економія часу, ширший асортимент вибору товару 
та ціни, більша конфіденційність особистих 
покупок. Пандемія Covid-19 додала до цих пере-
ваг також зменшення ризиків для здоров’я [3–6]. 
Проте зростання кількості як онлайн-покупців, 

так і онлайн-магазинів висуває перед останніми 
додаткові виклики щодо якості обслуговування, 
зокрема, вимоги щодо високої швидкості та низь-
кої вартості доставки [2].

Зростання обсягів онлайн-покупок спричи-
нило збільшення попиту на доставку товарів. 
Зміни в структурі ланцюга постачань особливо 
стосуються останньої ланки: доставки до кінце-
вого споживача, яка може відбуватися різними 
способами: офіс служби доставки, поштомат/тер-
мінал служби доставки, кур’єр магазину, кур’єр 
служб доставки, самовивіз, краудшипінг.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Зрос-
тання частоти доставок «останньої милі» негативно 
впливає як на завантаженість вуличної мережі міста, 
так і на забрудненість навколишнього середовища, 
може спричиняти перешкоди в русі транспортного 
потоку, затори тощо. Тому останнім часом розробля-
ються різні концепції оптимізації цього процесу.
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В роботі [7] автори оцінюють транспортування 
вантажів автономними роботами: вантажівка 
завантажується на вантажному терміналі групою 
вантажів для клієнтів, що знаходяться в одному 
районі; також на борту вантажівки є автономні 
роботи, кожен з яких прив’язаний до певного 
гурту вантажів; коли вантажівка прибуває в район 
обслуговування, автономні роботи беруть свій 
вантаж, доставляють його до клієнта і поверта-
ються назад до вантажівки. 

Доставка за принципом Microhubs with 
crowdshipping (М+С) є достатньо ефективною 
у містах з великою щільністю населення. Така 
доставка дозволяє зменшити необхідну кількість 
вантажних автомобілів (і, відповідно, експлуата-
ційні витрати) [8].

Краудшипінг (crowdshipping) як концепція 
доставки товарів особами, які вже прямують в пев-
ному напрямку і готові взяти з собою пакунок, 
щоб доставити його кінцевому споживачу, почала 
набувати поширення порівняно недавно, проте 
має значні перспективи, зважаючи на потребу 
в покращенні екологічної стійкості доставки 
«останньої милі» [9, 10]. 

Краудшиперами можуть бути покупці в мага-
зині [11], люди, які здійснюють щоденні подорожі 
в певному напрямку (певним маршрутом) [12], 
користувачі громадського транспорту (зокрема, 
в поєднанні з камерами для зберігання посилок 
в терміналах ГТ) [10, 13] чи власники приватних 
автомобілів, які переміщуються містом по своїх 
потребах і мають вільний простір в автомобілі 
[14], співробітники великих дистриб’юторських 
чи торгових центрів, які можуть доставляти ван-
тажі онлайн-клієнтам після роботи [15]. Переваги 
краудшипінгу як способу «доставки останньої 
милі» вивчалися в працях [2, 16].

Важливим елементом ефективності краудши-
пінгу є існування онлайн-платформ, які б акуму-
лювали запити на доставку та готовність до вико-
нання з врахуванням обмежень по часу [17].

В Україні такий тип доставки наразі є мало-
застосовуваним та маловивченим. Одне з неба-
гатьох українських досліджень пов’язане з оцін-
кою латентного попиту на послугу краудшипінгу 
при доставці продуктів харчування [18]. Прове-
дене автором дослідження з використанням фак-
торного аналізу даних опитувань, проведених  
в м. Харків взимку 2020–2021 рр., свідчить про 
значний потенціал такого типу доставки.

Формулювання цілей статті. Основна ціль 
дослідження – визначити популярність онлайн-
покупок та різних способів отримання онлайн-

замовлень у Львові та оцінити потенційні мож-
ливості краудшипінгу з використанням мережі 
громадського транспорту. 

Виклад основного матеріалу. Матеріали 
дослідження. Збір даних для дослідження про-
водився з допомогою онлайн-опитування. Опи-
тувальник складався з трьох частин – запитань 
щодо демографічного профілю респондента (вік, 
вид зайнятості, наявність власного автомобіля), 
запитань щодо поведінки при здійсненні поку-
пок, сформованих як шкали Лайкерта [19] з кіль-
кістю градацій чотири або п’ять, та запитань щодо 
ставлення опитаних до краудшипінгу як способу 
доставки товарів. Опитування проводилося протя-
гом листопада-грудня 2022 року, отримана вибірка 
становить 134 респонденти віком від 17 до 60 років 
(мешканці м. Львова). 

Аналіз вибірки респондентів. 
Узагальнені дані вибірки опитаних подано 

в таблиці 1.

Таблиця 1
характеристика вибірки опитаних

Показник Кількість 
респондентів

Частина 
вибірки, 

%
Вік:
• 17 – 23 роки 86 64.2
• 23 – 30 років 24 17,9
• 30 – 40 років 19 14,2
• 40 – 60років 5 3,7
Основний вид діяльності:
• учень/студент 64 47,8
• працюючий 68 50,7
• тимчасово непрацюючий 5 3,7
Наявність власного 
автомобіля в сім’ї
• так 92 68,7
• ні 42 31,3

Основна частина вибірки – це студенти або пра-
цююче населення віком до 30 років, що потрібно 
врахувати при подальшому аналізі результатів. 

Результати опитувань. 
Загальний аналіз купівельної поведінки опита-

них дозволяє сказати наступне:
– Загалом продовольчі товари купують частіше: 

72% людей здійснює такі покупки кілька разів на 
тиждень, ще 20% – раз на тиждень, решта – рідше. 

– Щодо непродовольчих товарів розподіл 
такий: 38% опитаних купують такі товари кілька 
разів на місяць, 31% – раз на тиждень, 20% – раз 
на місяць або рідше і 11% – кілька разів на тиж-
день.
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– Згідно проведених досліджень, працю-
ючі загалом частіше виконують покупки, аніж 
учні/студенти: наприклад, продовольчі товари 
кілька разів на тиждень купляє 80% працюючих  
і 62% студентів. Детальніша розбивка подана на 
рис. 1.

– Продовольчі товари опитані в основному 
купляють недалеко від дому: це розташовані 
в межах пішої доступності магазини, супер-
маркети чи ринки (таких покупок 74%). Майже 
половина (48%) іноді їздить за такими покуп-
ками у великі торгові центри чи на загальноміські 
ринки. Інтернет-купівля продовольчих товарів 
загалом не є популярною серед опитаних: 25% 
ніколи не користувалися такою можливістю, 
а 45% робили це рідко. Детальніший розподіл 
подано на рис. 2. Розподілу за видом діяльності не 
подано, оскільки різниця є несуттєвою.

– Непродовольчі товари зазвичай недалеко від 
дому купляє 35% опитаних (вдвічі менше, ніж про-
довольчі товари). Ще 22% зазвичай їздить за такими 
покупками у великі торгові центри чи на загально-
міські ринки, а 18,5% зазвичай користуються інтер-
нет-купівлею (для порівняння – для продовольчих 
товарів це значення становить 6%). Ніколи не 
користувалися можливістю купівлі непродоволь-
чих товарів в Інтернет 9%, а 44% робили це рідко. 
Детальніший розподіл подано на рис. 3. 

– Наявність автомобіля збільшує ймовірність 
покупок з поїздкою в торговий центр чи на ринок: 
відповіді «зазвичай» та «часто» обрали 39% опи-
таних, які не мають автомобіля, та 47% опитаних, 
які мають власне авто. 

Серед львів’ян частіше при онлайн-купівлі 
замовляють доставку до поштового відділення 
чи поштомату, аніж кур’єрську доставку додому: 
сума відповідей «зазвичай», «часто» та «іноді» 
для доставки додому непродовольчих товарів 
становить 40,77% (42,4% для працюючих і 37,9% 
для учнів/студентів), а для доставки до відді-
лення – 60,77% (53% і 66,7% відповідно). Для 
продовольчих товарів ці значення становлять 
28,5% та 43,1%. Можна відзначити, що різниця 
між кількістю доставок додому та до відділення 
служби доставки є меншою для продовольчих 
товарів – 14,6% порівняно з 20% для непродо-
вольчих товарів. Обмеження щодо терміну чи 
умов зберігання певних продовольчих товарів 
можуть частково пояснювати цю різницю. Також 
частина онлайн-магазинів продовольчих това-
рів пропонує безкоштовну доставку додому при 
замовленні від певної суми. Не виявлено різ-
ниці між видами доставки при інтернет-покуп-
ках залежно від наявності власного автомобіля: 
доставку у відділення всі замовляють на 19% 
частіше, ніж доставку додому.

Продовольчі 
товари

Непродовольчі 
товари

 
Рис. 1. Розподіл частоти здійснення покупок
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Оцінка перспектив розвитку краудшипінгу 
у Львові

Загальна базова оцінка запитів на доставку 
товарів по Львову може бути проведена на основі 
таких міркувань: продовольчі товари онлайн 
зазвичай купляють 6,1% опитаних, а непродо-
вольчі – 19%; з них 25% покупців продовольчих 
товарів та 30% покупців непродовольчих товарів 

замовляє доставку додому. Враховуючи структуру 
населення міста (згідно даних Державного управ-
ління статистики у Львівській області, у 2022 році 
в місті нараховувалося близько 125 тис постійного 
населення віком 17–30 років), це 4780 регулярних 
доставок (раз на тиждень або частіше).

Більшість великих офлайн-рітейлерів Львова 
у відповідь на зміну запитів населення відкрили інтер-

Рис. 3. Частота вибору певного місця покупок непродовольчих товарів

В межах пішої 
досяжності 

від дому

Поїздка в ТЦ, 
на ринок

Інтернет-покупка 
з доставкою 

додому

Інтернет-покупка 
з доставкою у 

відділення служби 
доставки

 

 
Рис. 2. Частота вибору певного місця покупок продовольчих товарів
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нет-сторінки, де можна замовити товари з доставкою 
додому. Для доставки такі магазини використовують 
власних (чи найнятих) кур’єрів, також для деяких 
груп товарів можлива доставка Новою поштою до 
відділення. Можливість використання такими мага-
зинами краудшипінгу із залученням власних офлайн-
покупців може бути доцільною з позиції як економії 
коштів, так і прискорення доставки. 

Для прикладу проведено аналіз такої можли-
вості для одного з популярних торгових центрів. 
Обраний ТЦ розташований на околиці міста, 
практично за межею житлової забудови, тому 
покупці зазвичай прибувають туди власним чи 
громадським транспортом. Біля ТЦ є кінцева 
зупинка для п’яти міських автобусних маршрутів 
(табл. 2). Орієнтовна частка охоплення маршру-
том міської території розраховувалася з врахуван-
ням зони пішої досяжності 500 м в обидва боки 
від шляху руху маршруту.

Загальна частка охоплення міської території 
(без урахування сумісних ділянок шляхів руху 
маршрутів) становить 13,5%. Максимальна три-
валість доставки (без урахування часу на фор-
мування магазином замовлення та очікування 
кур’єра-краудшипера) коливається від 55 до 98 хв. 

Результати опитувань свідчать про готовність 
респондентів вікової категорії 17–30 років до кра-
удшипінгу: 23% відповіли, що однозначно роз-
глядали б можливість краудшипінгової доставки, 
а 48% – що скоріше б розглядали, ніж не розгля-
дали. 61% готові самі виконувати таку доставку  
(з них 10% – безкоштовно, 35% – за певні бонуси 
чи знижки в торговій мережі і 16% – за оплату).

Така ініціатива має свої обмеження та вимоги 
для можливості її впровадження: необхідність 
розробки окремого додатку або розширення існу-
ючих додатків (зокрема, тих, які вже мають тор-
гові мережі) для можливості пошуку кур’єра та 
відстеження доставки; обмеження щодо ваги та 
об’єму доставки (зі зростанням ваги ймовірність 
знаходження кур’єра-краудшипера зменшувати-
меться експоненційно).

Висновки. Зростання обсягів онлайн-покупок, 
пов’язане з цифровізацією суспільства та інтенси-
фіковане пандемією Covid-19, спричинило збіль-
шення попиту на доставку товарів. Зміни в струк-
турі ланцюга постачань особливо стосуються 
останньої ланки: доставки до кінцевого спожи-
вача. Проте зростання частоти доставок «остан-
ньої милі» негативно впливає як на завантаже-
ність вуличної мережі міста, так і на забрудненість 
навколишнього середовища. Тому останнім часом 
розробляються різні концепції оптимізації цього 
процесу. Однією з яких є краудшипінг.

Для отримання інформації щодо купівельної 
поведінки мешканців Львова проведено анке-
тування респондентів віком від 17 до 60 років. 
Серед опитаних 82,1% – це студенти або працю-
юче населення віком до 30 років, що враховано 
в подальшому аналізі.

Продовольчі товари онлайн зазвичай купляють 
6,1% опитаних, а непродовольчі – 19%. Ще 13,1% 
та 37,8% відповідно роблять онлайн-покупки часто. 
Популярнішою при онлайн-купівлі є доставка 
до поштового відділення чи поштомату, аніж 
кур’єрська доставка додому: для непродовольчих 
товарів значення становлять 40,8% та 60,8%, а для 
продовольчих товарів – 28,5% та 43,1%.

Результати опитувань свідчать про готовність 
респондентів вікової категорії 17–30 років до кра-
удшипінгу: 23% відповіли, що однозначно роз-
глядали б можливість краудшипінгової доставки, 
а 48% – що скоріше б розглядали, ніж не розгля-
дали. 61% готові самі виконувати таку доставку. 
Оскільки багато великих офлайн-рітейлерів у від-
повідь на зміну запитів населення відкрили інтер-
нет-сторінки, де можна замовити товари з достав-
кою додому, то використання такими магазинами 
краудшипінгу із залученням власних офлайн-
покупців може бути доцільною з позиції як еко-
номії коштів, так і прискорення доставки. Значна 
щільність маршрутної мережі Львова дозволяє 
залучати користувачів громадського транспорту 
до такої ініціативи.

Таблиця 2
характеристика міських маршрутів гПТ, які мають кінцеву зупинку біля розглядуваного Тц 

Маршрут гПТ довжина, км Максимальний 
інтервал, хв

Тривалість 
рейсу, хв

Частка охоплення міської 
території, %

3А 10 15 40 6,7
10 11,7 15 47 7,8
25 18,3 15 73 12,3
40 22,7 12 85 15,2
131 20,9 20 78 14
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Pivtorak H.V., Bulyshyn N.А. ASSESSMENT OF OPPOrTuNITIES FOr CrOwDSHIPPING 
DEVELOPMENT IN LVIV 

The development of digital technologies affects various spheres of society and applies to the purchasing 
behaviour of consumers. The trend towards an increase in the share of online purchases has been observed 
for more than a year, and the Covid-19 pandemic has intensified this process. The increase in the frequency 
of online shopping causes an increase in the demand for delivery of the "last mile" – to the final consumer. 
The growing demands of customers regarding the speed of delivery increase the movement of freight flows 
through the city. This factor negatively affects the quality of the urban environment. Accordingly, there was a 
need to find and develop various options for optimizing the "last mile" delivery process. The development of 
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crowdshipping (the delivery of goods by people who are already headed in a specific direction and are willing 
to accept the package with them to deliver it to the end consumer) is one way.

In this work, a study of the popularity of online shopping and various ways of receiving online orders was 
conducted, and a basic assessment of the potential opportunities for crowdshipping using the public transport 
network in Lviv was conducted. Based on the processing of survey data of city residents, the influence of socio-
economic characteristics on purchasing behaviour was determined. Food products are usually bought online 
by 6.1% of respondents, and non-food products by 19%; 25% of food buyers and 30% of non-food buyers 
order home delivery. Considering the city's population structure, this is 4,780 regular deliveries (once a week 
or more often). The survey results indicate the respondents' readiness for crowdshipping: 23% answered that 
they would definitely consider the possibility of crowdshipping delivery, and 48% said that they would more 
likely consider it than not consider it. 61% are ready to carry out such delivery themselves. In response to 
changing public demand, many large offline retailers have opened websites where you can order goods with 
home delivery. The use of crowdshipping by such stores with the involvement of their offline buyers can be 
expedient from the standpoint of saving money and speeding up delivery. The significant density of Lviv's route 
network makes it possible to attract public transport users to such an initiative.

Key words: purchasing behavior, last-mile delivery, urban logistics, crowdshipping.
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ЩОдО НЕОБхІдНОСТІ ОБҐРУНТУВАННя ПАРАМЕТРІВ 
ТА ТИПІВ ПЕРВИННИх ЗАСОБІВ ПОЖЕЖОгАСІННя 
для ОСНАЩЕННя КОлІСНИх ТРАНСПОРТНИх ЗАСОБІВ

У цій публікації наведено актуальність проведення дослідження щодо визначення можливості засто-
сування різних типів вогнегасників для гасіння пожеж на колісних транспортних засобах та розроблення 
проєкту норм оснащення цих засобів вогнегасниками. Наведено визначення терміну «колісний транспортний 
засіб». Зазначено, що одним із важливих елементів безпеки зазначених транспортних засобів є їх пожежна 
безпека. З кожним роком в Україні зростає потреба у автомобільних вантажних та пасажирських пере-
везеннях у зв’язку з розширенням торговельноекономічних зв’язків як в межах країни, так і за кордоном. 
Також збільшуються потреби населення в легкових автомобілях вітчизняного чи закордонного виробни-
цтва, причому левова частка останніх імпортується у вживаному стані. Це зумовлює, безперечно, збіль-
шення загальної чисельності автомобільного парку, що збільшує кількість пожеж як в абсолютному, так 
і у відносному значеннях. Сучасний транспортний засіб – це сукупність технічних пристроїв, які є остан-
нім досягненням інженерної думки та виробництва. Разом з тим, в автотранспортних засобах конструк-
тивно поєднано системи і елементи, які у випадку аварійних режимів роботи чи несправностей можуть 
не лише призвести до дорожньо-транспортної пригоди, але й викликати пожежу. Вказано, що пожежі, 
які відбуваються на колісних транспортних засобах, відносяться до надзвичайних ситуацій техногенного 
характеру, що супроводжуються виходом їх з ладу і досить часто призводять до загибелі або травмування 
людей та значних матеріальних втрат. Вогнегасники в протипожежному захисті об’єктів, в тому числі 
колісних транспортних засобів відіграють значну роль, тому що на початковій стадії осередки пожежі 
можуть бути погашені або локалізовані за їх допомогою. Приділено увагу тому, що однією з основних скла-
дових підвищення рівня протипожежного захисту транспортних засобів є наявність науково обґрунтова-
них норм оснащення їх вогнегасниками. Такі норми повинні враховувати особливості транспортних засобів 
і сучасний технічний рівень вогнегасників. Представлено рисунки щодо пожеж, які виникають на колісних 
транспортних засобах, їх наслідків та гасіння вкзаних транспортних засобів вогнегасниками.

Представлено інформацію стосовно результатів раніше проведених аналогічних наукових дослі-
джень та виявлено їх недоліки.

Наведено чинні в Україні Норми оснащення колісних транспортних засобів первинними засобами 
пожежогасіння. Вказано, що об’єктом досліджень є процес гасіння пожеж колісних транспортних 
засобів первинними засобами пожежогасіння, предметом досліджень є встановлення взаємозв’язку 
між типом і масою заряду вогнегасників та ефективністю гасіння пожеж колісних транспортних 
засобів. Визначено основні питання, що підлягають дослідженню в рамках науково-дослідної роботи 
«Колісні транспортні засоби – норми оснащення». 

Ключові слова: вогнегасники, колісні транспортні засоби, норми оснащення, первинні засоби поже-
жогасіння, пожежі.

Постановка проблеми. Згідно з [1] колісний 
транспортний засіб – це транспортний засіб, при-
значений для руху безрейковими дорогами, за 

допомогою якого перевозять людей і (або) ван-
тажі, а також перевозять і приводять у дію під час 
руху чи на місці встановлене на ньому обладнання 
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чи механізми для виконання спеціальних робочих 
функцій, допущений до участі в дорожньому русі.

Автомобільний транспорт є складовою частиною 
єдиної транспортної системи України і покликаний 
задовольняти потреби населення та суспільного 
виробництва у перевезеннях пасажирів і вантажів 
автомобільними транспортними засобами.

Одним із важливих елементів безпеки зазначе-
них транспортних засобів є їх пожежна безпека. 
З кожним роком в Україні зростає потреба у авто-
мобільних вантажних та пасажирських перевезен-
нях у зв’язку з розширенням торговельноекономіч-
них зв’язків як в межах країни, так і за кордоном. 
Також збільшуються потреби населення в легкових 
автомобілях вітчизняного чи закордонного вироб-
ництва, причому левова частка останніх імпорту-
ється у вживаному стані. Це зумовлює, безперечно, 
збільшення загальної чисельності автомобільного 
парку, що збільшує кількість пожеж як в абсо-
лютному, так і у відносному значеннях. Сучасний 
транспортний засіб – це сукупність технічних при-
строїв, які є останнім досягненням інженерної 
думки та виробництва. Разом з тим, в автотран-
спортних засобах конструктивно поєднано сис-
теми і елементи, які у випадку аварійних режимів 
роботи чи несправностей можуть не лише при-
звести до дорожньо-транспортної пригоди (ДТП), 
але й викликати пожежу. 

Пожежі, які відбуваються на колісних тран-
спортних засобах, відносяться до надзвичайних 
ситуацій техногенного характеру, що супроводжу-
ються виходом їх з ладу і досить часто призводять 
до загибелі або травмування людей та значних 
матеріальних втрат. Вказані пожежі виникають 
під час експлуатації колісних транспортних засо-
бів, їх ремонту, внаслідок дорожньо-транспортних 
пригод і підпалів, на стоянках, під час проведення 
випробувань нових зразків і моделей транспорт-
них засобів.

Відомо, що пожежна небезпека автомобілів 
пов’язана з наявністю великої кількості горючих 
речовин. Найбільшу небезпеку становлять лег-
козаймисті та горючі рідини, а це – паливо-мас-
тильні, охолоджувальні і гальмівні рідини, які на 
початковому етапі пожежі підтримують горіння. 
У карбюраторних та інжекторних двигунах 
в якості рідкого пального використовують бензин, 
який являє собою суміш вуглеводнів і спеціальних 
присадок, які призначенні для покращення екс-
плуатаційних характеристик. Вуглеводи, що зна-
ходяться в бензині, википають при температурі 
від 35°С до 200°С. Бензини використовуються 
в двигунах з примусовим запаленням готової газо-

повітряної суміші від іскри. Вони є надзвичайно 
небезпечними з точки зору пожежної небезпеки.

Пожежі на колісних транспортних засобах 
з роками зростають, разом з тим збільшуються 
і людські жертви та матеріальні збитки. Це зумов-
лено ростом автомобільного парку, а також тен-
денціями застосування нових штучних матеріалів 
(полістирол, вініпласт, поліпропілен тощо), які 
використовуються при виробництві, удосконален-
ням експлуатаційних синтетичних рідин (оливи, 
охолоджуючі та гальмівні рідини тощо) з низь-
кою температурою займання, розвитком борто-
вих електромереж, що в сукупності збільшує 
пожежну навантагу, сприяє швидкому розвитку та 
поширенню полум’я, знижуючи пожежну безпеку 
автотранспортних засобів. З огляду на це актуаль-
ним є підвищення рівня пожежної безпеки авто-
транспортних засобів.

Вогнегасники в протипожежному захисті 
об’єктів, в тому числі колісних транспортних засо-
бів відіграють значну роль, тому що на початковій 
стадії осередки пожежі можуть бути погашені або 
локалізовані за їх допомогою. 

На колісних транспортних засобах переносні 
вогнегасники повинні розміщуватися у кабіні 
біля водія в легкодоступному для нього місці 
і встановлюватися за допомогою кронштейнів. 
Конструкція кронштейна повинна надійно утри-
мувати вогнегасник, не закривати своїми елемен-
тами маркувальні написи на його корпусі, бути 
зручною для встановлення і оперативного зняття 
вогнегасника.

Забороняється зберігання вогнегасника 
в багажнику легкового автомобіля, кузові вантаж-
ного автомобіля та інших місцях, доступ до яких 
обмежений.

На рисунку 1 показано наслідки пожеж на 
колісних транспортних засобах та їх наслідки.  
На рисунку 2 наведено гасіння пожеж на колісних 
транспортних засобах за допомогою вогнегасників.

Серед транспортних засобів найчастіше горять 
пасажирські транспортні засоби, а саме легкові 
автомобілі, автобуси та тролейбуси. Особливу 
увагу з точки зору пожежної небезпеки слід при-
ділити автобусам. Близько одного відсотка усіх 
автобусів щороку зазнають пожеж.

Пожежі автобусів можуть спричиняти значну 
кількість смертей через велике число пасажирів, 
які перевозяться. Історія показує приклади трагіч-
них подій за участю цього виду транспорту, деякі 
з них наведено у таблиці 1.

Пожежі автобусів залишаються серйозно 
загрозою для людей серед пожеж транспортних 
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засобів. Незважаючи на розвиток електронних 
систем, які контролюють стан різноманітних вуз-
лів та агрегатів автобусів, це не запобігає виник-
ненню пожеж цього роду.

Аналіз пожеж у автобусах показав, де най-
частіше виникають осередки горіння. Близько 

60% автобусних пожеж виникає в моторному від-
сіку і можуть бути відвернуті шляхом ретельного 
і систематичного технічного обслуговування. 
Наглядно помітно, що у автобусів пожежі від 
коліс чи шин беруть свій початок значно частіше 
у порівнянні з іншими транспортними засобами.

Однією з основних складових підвищення 
рівня протипожежного захисту транспортних 
засобів є наявність науково обґрунтованих норм 
оснащення їх вогнегасниками. Такі норми пови-
нні враховувати особливості транспортних засо-
бів і сучасний технічний рівень вогнегасників.

Існуючі Норми оснащення колісних тран-
спортних засобів первинними засобами пожежо-
гасіння, які були прийняті Постановою Кабінету 
Міністрів України від 8 жовтня 1997 року № 1128 
«Про забезпечення колісних транспортних засо-
бів первинними засобами пожежогасіння» пев-
ною мірою застаріли та не відповідають потребам 
сьогодення. 

Навіть у редакції Норм оснащення від 3 вересня 
2009 року № 93 вказана мінімальна кількість, тип 

  

   
 Рис. 1. Пожежі на колісних транспортних засобах та їх наслідки

Рис. 2. гасіння пожеж на колісних транспортних 
засобах за допомогою вогнегасників
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та позначення тільки порошкових вогнегасників, 
в той час як останнім часом в Україні і провідних 
країнах світу з’явилися нові типи вогнегасних 
речовин, а також колісних транспортних засобів, 
зокрема і з електричним двигуном.

Тому для вирішення актуального питання щодо 
можливості застосування різних типів вогнегас-
ників на сучасних колісних транспортних засо-
бах є необхідність постановки науково-дослідної 
роботи в результаті якої будуть розроблені науково 
обґрунтовані пропозиції щодо можливості засто-
сування різних типів вогнегасників для гасіння 
пожеж на колісних транспортних засобах та про-
єкт норм оснащення цих засобів вогнегасниками.

Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми. У звіті [2] наведено результати нау-
ково-дослідної роботи з розроблення проекту норм 
оснащення колісних транспортних засобів пере-
носними вогнегасниками. В ході науково-дослід-
ної роботи [2] здійснено аналіз вимог вітчизняної 
та зарубіжної нормативної бази, що регламентує 
норми оснащення транспортних засобів вогне-
гасниками. Проведено аналітичні дослідження 
щодо визначення причин та місць виникнення 
пожеж на транспортних засобах. Прийнято кри-
терії вибору вогнегасника у залежності від осо-
бливостей транспортного засобу, який ним захи-
щається. Результатом роботи [2] є розроблення 
проекту постанови Кабінету Міністрів України 
«Про затвердження Норм оснащення колісних 
транспортних засобів переносними вогнегасни-
ками» та проект Норм оснащення колісних тран-
спортних засобів переносними вогнегасниками, 
в основу якого покладено ідеї щодо забезпечення 
обґрунтованого вибору вогнегасників та визна-
чення їх мінімальної кількості для оснащення 
транспортних засобів. 

В монографії [3] досліджено пожежі коліс-
них транспортних засобів і процеси виникнення 
джерел займання внаслідок нагрівання бортових 

електромереж іскровими розрядами та струмами 
короткого замикання. В роботі [3] проведено 
моделювання нестаціонарних електротеплових 
процесів бортових електромереж колісних тран-
спортних засобів, проведено експериментальне 
дослідження з визначення показників пожежної 
небезпеки ізоляційних матеріалів бортових елек-
тромереж колісних транспортних засобів, прове-
дено розробку технічних рішень та рекомендацій 
для запобігання виникненню пожеж на колісних 
транспортних засобах.

Треба відмітити, що у роботах [2], [3] не прове-
дено обґрунтування параметрів та типів первин-
них засобів пожежогасіння, необхідних для осна-
щення ними колісних транспортних засобів. Крім 
того, робота [2] містить результати лише аналі-
тичних досліджень і не враховує проведення екс-
периментальних досліджень щодо ефективного 
гасіння різними типами вогнегасників модельних 
вогнищ пожеж різних класів.

Мета та завдання дослідження. Для спри-
яння у вирішенні зазначеної проблеми з метою 
удосконалення нормативної бази щодо оснащення 
первинними засобами пожежогасіння колісних 
транспортних засобів в Інституті державного 
управління та наукових досліджень з цивіль-
ного захисту за замовленням ДСНС України 
виконується науково-дослідна робота за темою: 
«Обґрунтування параметрів та типів первинних 
засобів пожежогасіння для оснащення колісних 
транспортних засобів» («Колісні транспортні 
засоби – норми оснащення»).

Для досягнення поставленої мети в цій публі-
кації необхідно визначити основні питання, що 
підлягатимуть дослідженню в рамках науково-
дослідної роботи «Колісні транспортні засоби – 
норми оснащення».

Аналіз основних питань, що підлягають 
дослідженню в рамках науково-дослідної роботи 
«Колісні транспортні засоби – норми оснащення»

Таблиця 1
Приклади пожежі автобусів, що призвели до людських жертв

Рік Подія
2006 Автобус зайнявся у центрі міста Панама, загинуло 18 людей

2007 Автобус, що рухався від Дакки до Читтагонгу, потрапив у ДТП і загорівся поблизу міста Камілли, 
(Бангладеш), загинуло 55 чоловік

2008 В Ірані зіткнувся автобус з 22 студентами. Обидва автомобілі загорілися відразу після аварії. 
Загинуло 22 осіб

2008 У Ганновері (Німеччина) згорів автобус, що стало причиною 20 смертей.
2009 Автобус, що прямував до міста Чендзу (Китай), неочікувано зайнявся. У вогні загинуло 29 людей

2018
У Актюбінській області на заході Казахстану, на 1 068 кілометрі траси Самара-Шимкент під час 
руху зайнявся автобус міжміського сполучення. У салоні перебувало 57 осіб, тільки 5 вдалося 
покинути палаючий транспортний засіб, решта загнули на місці
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У таблиці 2 наведено чинні в Україні Норми 
оснащення колісних транспортних засобів пер-
винними засобами пожежогасіння, які були при-
йняті Постановою Кабінету Міністрів України 
від 8 жовтня 1997 року № 1128 «Про забезпе-
чення колісних транспортних засобів первин-
ними засобами пожежогасіння. Ці норми, як було 
сказано вище є застарілими та не відповідають 
сучасності. 

За результатами виконання науково-дослід-
ної роботи «Колісні транспортні засоби – норми 
оснащення» буде розроблено проєкт оновлених 
норм оснащення колісних транспортних засобів 
первинними засобами пожежогасіння, положення 
якого ґрунтуватимуться на результатах аналітич-
них та експериментальних досліджень, врахову-
ючи вимоги [4], [5]. 

Об’єктом досліджень є процес гасіння пожеж 
колісних транспортних засобів первинними засо-
бами пожежогасіння. 

Предметом досліджень є встановлення 
взаємозв’язку між типом і масою заряду вогне-
гасників та ефективністю гасіння пожеж колісних 
транспортних засобів.

Враховуючи вищенаведене, для досягнення 
мети науково-дослідної роботи «Колісні тран-
спортні засоби – норми оснащення» дослідженню 
підлягатимуть такі питання, а саме:

– аналіз стану нормативної бази в Україні та 
у провідних країнах світу, що регламентує норми 
оснащення колісних транспортних засобів вогне-
гасниками;

– аналіз причин та місць виникнення пожеж на 
колісних транспортних засобах;

Таблиця 2
Чинні в Україні Норми оснащення колісних транспортних засобів 

первинними засобами пожежогасіння
Назва колісного транспортного засобу Мінімальна кількість, тип та позначення вогнегасника
Легковий автомобіль загального, спеціалізованого 
та спеціального призначення

один порошковий (закачного типу ВП-2 (з) або з газом-
витискувачем у балоні ВП-2) із зарядом вогнегасної 
речовини на менше 2 кг

Вантажний автомобіль загального, 
спеціалізованого та спеціального призначення з 
повною масою:
не більше 3,5 т один порошковий (закачного типу ВП-3(з) або з газом-

витискувачем у балоні ВП-3) із зарядом вогнегасної 
речовини не менше 3 кг

від 3,5 т, але не більше 12 т один порошковий (закачного типу ВП-5 (з) або з газом 
витискувачем у балоні ВП-5) із зарядом вогнегасної 
речовини не менще 5 кг

понад 12 т один порошковий (закачного типу ВП-9(з) або з газом-
витискувачем у балоні ВП-9) із зарядом вогнегасної 
речовини не менше 9 кг

Причіп, напівпричіп з повною масою:
від 0,75 т, але не більше 3,5 т один порошковий (закачного типу ВП-3(з) або з газом-

витискувачем у балоні ВП-3) із зарядом вогнегасної 
речовини не менше 3 кг

від 3,5 т, але не більше 10 т один порошковий (закачного типу ВП-5(з) або з газом- 
витискувачем у балоні ВП-5) із зарядом вогнегасної 
речовини не менше 5 кг 

понад 10 т один порошковий (закачного типу ВП-9(з) або з газом-
витискувачем у балоні ВП-9) із зарядом вогнегасної 
речовини не|менше 9 кг

Автобус (пасажирський автомобіль), що має 
більше ніж 9 місць для сидіння з місцем водія 
включно, з повною масою:
не більше 5 т один порошковий (закачного типу

ВП-3(з) або з газом-|витискувачем у балоні ВП-3) із 
|зарядом вогнегасної речовини не менше 3 кг

понад 5 т один порошковий (закачного типу ВП-5(з) або з газом-
витискувачем у балоні ВП-5) із зарядом вогнегасної 
речовини не менше 5 кг".
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– проведення експериментальних досліджень 
щодо ефективного гасіння різними типами вогне-
гасників модельних вогнищ пожеж різних класів;

– встановлення взаємозв’язку між рангом вог-
негасників та параметрами пожежної навантаги 
колісних транспортних засобів;

– розроблення науково обґрунтованих пропо-
зицій щодо застосування різних типів вогнегасни-
ків на колісних транспортних засобах та відповід-
них норм оснащення ними.

– розроблення проєкту норм оснащення коліс-
них транспортних засобів первинними засобами 
пожежогасіння.

В ході виконання науково-дослідної роботи 
буде також вивчено літературні джерела [6-15].

Висновки 
1. Визначено основні питання, які підлягати-

муть дослідженню в рамках науково-дослідної 
роботи стосовно необхідності обґрунтування пара-
метрів та типів первинних засобів пожежогасіння 
для оснащення колісних транспортних засобів.

2. Впровадження результатів науково-дослід-
ної роботи сприятиме запобіганню загибелі та 
травмуванню пасажирів, що перевозяться коліс-
ними транспортними засобами, а також мініміза-
ції матеріальних збитків від можливих загорянь.
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Semychayevsky S.V., Prisyajnyuk V.V., Osadchuk M.V., Yakimenko M.L. 
CONCErNING THE NEED TO JuSTIFY PArAMETErS AND TYPES OF PrIMArY 
FIrE EXTINGuISHING EquIPMENT wHEELED VEHICLES

This publication shows the relevance of conducting a study on determining the possibility of using different 
types of fire extinguishers for extinguishing fires on wheeled vehicles and developing the project of norms for 
equipping these vehicles with fire extinguishers. The definition of the term "wheeled vehicle" is given. It is noted 
that one of the important elements of the safety of these vehicles is their fire safety. Every year in Ukraine, the 
need for automobile cargo and passenger transportation grows due to the expansion of trade and economic 
ties both within the country and abroad. The population's needs for passenger cars of domestic or foreign 
production are also increasing, and the lion's share of the latter is imported in used condition. This causes, 
without a doubt, an increase in the total number of the car fleet, which increases the number of fires both in 
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absolute and relative terms. A modern vehicle is a set of technical devices that are the latest achievements of 
engineering thought and production. At the same time, motor vehicles have constructively combined systems 
and elements that, in the case of emergency modes of operation or malfunctions, can not only lead to a traffic 
accident, but also cause a fire. It is indicated that fires that occur on wheeled vehicles belong to man-made 
emergencies, which are accompanied by their failure and quite often lead to the death or injury of people and 
significant material losses. Fire extinguishers play a significant role in the fire protection of objects, including 
wheeled vehicles, because at the initial stage, fire sources can be extinguished or localized with their help. 
Attention is paid to the fact that one of the main components of increasing the level of fire protection of vehicles 
is the availability of scientifically based standards for equipping them with fire extinguishers. Such norms 
should take into account the peculiarities of vehicles and the modern technical level of fire extinguishers. 
Drawings are presented regarding fires that occur on wheeled vehicles, their consequences, and extinguishing 
the specified vehicles with fire extinguishers.

Information on the results of previously conducted similar scientific studies is presented and their 
shortcomings are revealed.

The current norms in Ukraine for equipping wheeled vehicles with primary fire extinguishing means are 
given. It is indicated that the object of research is the process of extinguishing fires of wheeled vehicles with 
primary means of extinguishing fire, the subject of research is establishing the relationship between the type 
and mass of the charge of fire extinguishers and the effectiveness of extinguishing fires of wheeled vehicles. 
The main issues to be investigated as part of the research work "Wheeled vehicles - equipment standards" have 
been determined.

Key words: equipment standards, fires, fire extinguishers, primary means of fire extinguishing, wheeled 
vehicles.
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МЕТОдИКА ОРгАНІЗАцІЇ РЕгУляРНОгО 
КРУЇЗНОгО МАРшРУТУ

Ринок круїзного туризму стрімко розвивається. Морський туризм, як його складник, розглядається 
як явище постіндустріального суспільства, є одним із секторів світової економіки, що й обіцяє вели-
чезні потенційні вигоди для регіонів з необхідними туристичними ресурсами.

У 2021 р. світовий круїзний ринок приніс близько 6,65 млрд доларів прибутку. Загальна світова 
індустрія морських круїзів у 2021 р. оцінюється в 23,8 млрд дол. (що означає збільшення на 81,8% 
порівняно з 2020 р. та зниження на 52,9% порівняно з 2019 р.). Здійснили круїзи 13,9 млн пасажирів, це 
збільшення на 96,2% порівняно з 2020 р. та зниження на -49,4% порівняно з 2019 р. 

У цій публікації зроблено аналіз сучасного стану морського туристичного ринку на міжнародному 
рівні і виявлено його центральну проблему – конкурентоспроможність портів. Розглянуто кластер-
ний підхід як інструмент формування споживчого сегменту круїзного бізнесу, що дозволяє виявити 
основні фактори впливу на ефективний вибір портів. Досліджено поняття «морський кластер» як 
фундамент проєктування морського туристичного маршруту. Однак сектор морського туризму зали-
шається одним з найменш досліджених у світовій економіці, тому вивчення можливостей та досвіду 
впровадження його структури є перспективним. На жаль, поняття «туристичний кластер» в Україні 
сьогодні не визначене на законодавчому рівні, немає і загальноприйнятого визначення цього терміна. 
Тому формалізація цього поняття є актуальною та потребує єдиного підходу. Стаття покликана 
продемонструвати важливість проєктування круїзної лінії, використовуючи метод кластерного ана-
лізу. Результати дослідження використовуються морськими операторами як стратегія визначення 
цінової політики компанії.

Ключові слова: морський туризм, круїзна лінія, порт turn-round/call, морський кластер, кластерний 
аналіз, конкурентоспроможність, метод Варда. 

Постановка проблеми. Загальний світовий 
обсяг індустрії океанських круїзів оцінюється 
в 23,8 мільярда доларів США в 2021 році (збіль-
шення на 81,8% порівняно з 2020 роком і змен-
шення на 52,9% порівняно з 2019 роком) з 13,9 міль-
йонами пасажирів щорічно (збільшення на 96,2% 
порівняно з 2020 роком і зменшення на -49,4% 
порівняно з 2019 роком). У всьому світі круїзи 
на ринку подорожей і туризму принесуть близько 
6,65 мільярда доларів доходу в 2021 році. Carnival 
Cruise Corporation мала найбільшу частку ринку 
серед круїзних компаній – 45 відсотків. На дру-
гому та третьому місцях – Royal Caribbean Cruises 
LTD та Norwegian Cruise Line з часткою ринку 
25% та 15% відповідно (рис. 1). Круїзи є части-
ною світової туристичної індустрії та діють у різ-
них регіонах Земної кулі, від Середземного моря 
до Тихого океану. Останніми роками дохід світо-
вої круїзної індустрії зріс до понад 27 мільярдів 
доларів, хоча обмеження на подорожі, спричинені 

пандемією коронавірусу (COVID-19), сильно вда-
рили по цьому сектору у 2020 р. [1; 2; 4].

Розвиток туризму робить сильний стимулюю-
чий вплив і на розвиток суміжних секторів еконо-
міки. Причому мультиплікативний ефект туризму 
проявляється значно більше початкового впливу 
туристських витрат на економіку регіону. Разом 
із тим успішний розвиток індустрії туризму без-
посередньо залежить від виробітку регіональної 
політики у сфері туризму, зважених стратегічних 
планів і вивірених за термінами ресурсів цільових 
програм розвитку туризму [3; 4].

Ключові фактори, що сприяють росту світової 
круїзної індустрії:

– глобалізація;
– формування нової маршрутної мережі мор-

ських круїзів;
– будівництво лайнерів великого тоннажу 

і пасажиромісткості з максимально широким 
асортиментом послуг на борту;
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– будівництво суден менших розмірів, але під-
вищеної комфортності;

– будівництво спеціальних круїзних суден (екс-
педиційні, вітрильні та інші);

– вдосконалення нових інформаційних техно-
логій і їх можливостей у відкритому морі;

– активізація круїзних ліній; 
– нові інноваційні способи комунікацій і нові 

інформаційні технології;
– широкий вибір активних розважальних про-

грам на борту;
– нові екзотичні туристичні напрями, збіль-

шення частки пасажирів першого року, які здій-
снюють круїз уперше. Частка круїзних компаній 
на світовому ринку 2021–2022 рр. (рис. 1) [7; 8; 9].

Загальний вклад подорожей і туризму у світо-
вий валовий внутрішній продукт (ВВП) виріс на 
21,7% у 2021 р. порівняно з попереднім роком 
після різкого падіння в 2020 р. через пандемію 
коронавірусу (COVID-19) (рис. 2) [4; 6].

 Загалом вклад круїзних подорожей і туризму 
у світовій ВВП у 2021 р. становив 9,81 трильйона 
доларів США [3], що означає збільшення при-
близно на один трильйон доларів США порівняно 
з 2020 р., але залишаються нижчі показники до 
пандемії (рис. 3) [7; 8]. У морський туристичній 
галузі чітко простежується таке явище економіки, 
як «кластеризація» [12]. Туристичні кластери 
формуються на базі туристичних активів у регі-
оні і складаються з підприємств різних секторів, 
пов’язаних з обслуговуванням туристів, напри-
клад, туристичних операторів, готелів, секторів 
громадського харчування, виробників сувенірної 
продукції, транспортних підприємств та інших. 
Морський кластер є вирішальним елементом 
туристичних систем [11; 12; 13].

Його можна охарактеризувати як центр (тери-
торію) зі всілякими зручностями, засобами обслу-
говування і послугами для забезпечення всіля-
ких потреб туристів. Інакше кажучи, туристична 
дестинація, яка є частиною кластеру, включає 
у себе найбільш важливі і вирішальні елементи, 
які необхідні туризму. Регіон, до складу якого 
вона належить, є одним з найважливіших факто-
рів туристичної системи, позаяк самі туристичні 
дестинації приваблюють туристів, мотивують 
їх візит, тобто активізують усю туристичну сис-
тему [8; 9; 10]. Вперше поняття «морський клас-
тер» було використано в одній з найпоширеніших 
моделей системи туризму – моделі відомого вче-
ного Н. Лейпера, яка адаптована нами до сучас-
них умов [7; 11]. Модель передбачає 5 ключових 
взаємопов’язаних елементів (рис. 4):

– туристи;
– індустрія туризму (забезпечення туристич-

них потоків);
– географія туризму (як мінімум один регіон 

генерації туристів. Це регіон, в якому проживає 
турист і де починається та закінчується його подо-
рож);

– транзитний регіон (територія, через яку 
турист повинен проїхати, щоб дістатися до місця 
призначення);

– як мінімум одна туристична дестинація 
(територія, яку вибирає турист для поїздки);

Отже, розвиток і підтримка ефективних тран-
спортних зв’язків з туристичними ринками – необ-
хідна умова для ефективності успіху дестинації.

Метою цієї публікації є обґрунтування необ-
хідності створення методологічного підходу до 
побудови ефективного круїзного маршруту на 
базі морського кластеру (порту). Досягнення кон-

 
Рис. 1. Частка провідних копаній на ринку 2021 р. [1; 2]
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курентних переваг в умовах глобалізації еконо-
міки є ключовим чинником створення довгостро-
кової стратегії розвитку. Одним із найсучасніших 
інструментів розв’язання цієї проблеми має бути 
формування морських кластерів (рис. 5). Наве-
дено взаємопов’язані фактори впливу на рішення 

круїзної компанії у разі проєктування маршруту 
круїзного судна у вибраному регіоні. 

Одним з ключових елементів дослідження 
є проєктування оптимального маршруту (ротація 
портів методом ієрархічної агломерації) – побу-
дова схеми переходів з базового порту до «call» 

 

Рис. 2. Кількість перевезених пасажирів [2]

 

Рис. 3. Загальний внесок туризму у світовий ВВП 2006/2021 рр. [3] 

 

 

 
Туристи, що повертаються 

Виїжджаючі туристи 
Регіон 

генерації 
туристів 

Туристична  
дестинація Транзитний регіон 

(транзитний маршрут) 

Рис. 4. Ключові взаємопов’язані елементи [10; 11]
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портів. Визначення факторів, які впливають на 
вибір круїзних портів [7; 9; 13].

 
Рис. 5. Фактори впливу на розгортання круїзу [16]

Попит у круїзному бізнесі створюється за 
рахунок ціноутворення, брендингу та маркетингу. 
Перед круїзними операторами стоїть завдання 
розробити конкурентоспроможні круїзні пакети, 
які містять високоякісне перебування на борту, 
безліч заходів на березі, що пропонують доступ 
до різноманітних культур і пам’яток, а також лег-
кий трансфер із судна. Більшість круїзних компа-
ній мають офіс логістики, що відповідає за поста-
чання суден, зокрема за харчування, що є однією 
з основних зручностей. Відмінності у перевагах 
спостерігаються залежно від маршруту та складу 
пасажирів, включаючи такі фактори, як похо-
дження та вік.

Формування цілей статті. У цьому дослі-
дженні вивчається і описується, як за допомогою 
наданої нами методики круїзні порти групуються 
у кластери [10] та на їх основі проєктується еко-
номічно ефективний круїзний маршрут.

Щоб охарактеризувати круїзні порти і роль, 
яку вони грають у регіональних ринках оперу-
вання, нами були використані такі фактори:

1. Регіональний ринок оперування. Круїзні 
порти є частиною регіону оперування. Порт 
має специфічне звернення і є зазвичай місцем 
(маршрутом) призначення. Регіон має специфіч-
ний шаблон вимог, які висуваються до нього. 
До нього належить, наприклад, рівень, зрос-
тання, сезонність. Карибський басейн і Серед-
земне море є основними круїзними регіонами, 
але вони можуть бути поділені на підсекції, як 
правило, включають 7-денні стандартні марш-
рути (наприклад, Східно-Карибський або Східне 
Середземномор’я).

2. Розмір. Є фундаментальною властивістю, 
позаяк він показує рівень активності і важли-
вість круїзного порту в круїзній індустрії. Тільки 

декілька круїзних портів (близько 12) мають 
річне відвідування більше 1 млн візитів (число 
de-embarkations). Цей параметр пов’язаний з чис-
лом заходів круїзних суден, засобами, необхід-
ними для їх розміщення, а також впливом круїзів 
на місцеву економіку.

3. Сезонність. Важливий відмінний фактор, 
позаяк багато круїзних портів активні тільки про-
тягом певного періоду року, своєю чергою, тоді 
як інші – цілий рік. Висока сезонність передба-
чає, що всі круїзні візити відбуваються протягом 
декількох місяців.

4. Клас порту. Має на увазі чи є круїзний порт 
базовим портом (turn port) або портом заходу (call 
port). Базовий порт – це круїзний порт, де маршрут 
круїзу починається (і закінчується) і де пасажири 
можуть вперше піднятися на круїзне судно. У пор-
тах заходу пасажири можуть тимчасово зійти для 
берегових екскурсій або будь-яких інших турис-
тичних видів діяльності. Базовий порт вимагає 
набагато більшої підтримки інфраструктури та 
послуг, ніж порт заходу. Крім того, круїзні судна 
повинні бути забезпечені продуктами харчування, 
паливом та іншими запасами, одержуваними, як 
правило, в портах заходу. Для заправки паливом 
круїзна лінія зазвичай вибирає місця зі зручним 
місцем розташування та привабливими цінами.

5. Доступність. Залежить від того, як основні 
клієнти досягають базового порту. Вузлові аеро-
порти, пов’язані з великими міжнародними 
аеропортами, пропонують підключення широ-
кого спектра ринків. Наприклад, Майамі / Форт-
Лодердейл пов’язаний з великою кількістю аеро-
портів Північної та Латинської Америки, також 
легко дістатися Рима або Барселони від багатьох 
європейських міст. З іншого боку, існують альтер-
нативні засоби – поїзди, щоб дістатися круїзних 
портів у межах від 2 до 4 годин. Подібні порти: 
Саутгемптон, Галвестон, Новий Орлеан, Балті-
мор, Генуя та Марсель, де існують залізничні 
під’їзди до портів.

6. Привабливість. Туристична привабли-
вість порту призначення відіграє важливу роль, 
оскільки круїзи є предметом туристичного оперу-
вання. Поняття «порт має бути побачений» віді-
грає ключову роль у залученні клієнтів для круїзу. 
Певне місце візиту (порт) часто є основною при-
чиною вибору круїзу пасажирами. «Порт відвід-
ування» – це порт, який менш відомий, але про-
понує послуги, які точно зацікавлять пасажирів. 

7. Круїзні термінали. Технічна споруда, 
доступна для причалювання круїзного судна. 
Передбачає або побудову спеціальних терміналів, 
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адаптованих виключно під обслуговування кру-
їзних суден, або здійснення посадки та висадки 
пасажирів за допомогою допоміжного судна.

8. Власність і операції. Деякі круїзні порти 
перебувають у приватній власності (портової 
влади), а інші перебувають у державній власності, 
в основному за рахунок портових властей.

9. Місцева і регіональна інтеграція. Запропо-
новані критерії визначають рівень інтеграції кру-
їзного порту – це його розташування і регіон.

Для порту призначення круїзу область кру-
їзного порту є єдиним визначальним фактором 
вибору.

Наведено на рис. 6 модель морського турис-
тичного кластеру, на базі якого 

проєктується круїзна лінія. Застосування цього 
методу в аналізі соціологічних даних стає все 
популярнішим, оскільки, по-перше, класифікація 
взагалі є фундаментальним науковим принципом, 
а по-друге, з розвитком і поширенням обчислю-
вальних машин та відповідного програмного 
забезпечення виконання громіздких і важких 
у виконанні математичних розрахунків істотно 
полегшується. 

Формулювання цілей статті. Метою дослі-
дження є побудова конкурентоспроможного круїз-
ного маршруту за допомогою кластерного підходу. 

Регіон Чорного моря на поточний момент 
витягує значно менше потенційно можливого на 

тлі бізнесу морських подорожей, що переживає 
стрімке зростання у Середземномор’ї. Абсолютно 
необхідно вжити значних зусиль для просування 
регіону як бажаної мети для круїзного туризму 
подібно до того, як це робиться на Балтиці. При 
цьому, на жаль, доводиться враховувати вартість 
проходу через турецькі протоки, яка може стати 
перешкодою для майбутнього зростання, оскільки 
ставить порти Чорного моря в невигідне порів-
няно із середземноморськими положення. Під час 
останньої міжнародної конференції Cruise Shipping 
Miami-2012 в Маямі (США) Чорноморський регіон 
опинився в числі найбільш обговорюваних з точки 
зору перспектив круїзного бізнесу. Вперше спільно 
з усіма круїзними чорноморськими портами ми 
виступали єдиним брендом – Cruise Black Sea, що 
має підкреслити відсутність конкуренції між нами 
в питаннях круїзів. У цьому напрямку порти цього 
бренду – швидше союзники, адже рекламуючи 
Одесу, ми рекламуємо одночасно Чорне море як 
круїзний регіон. Тому й об’єдналися з тими пор-
тами, які ведуть активну роботу із залучення круїз-
них суден у чорноморський регіон – Сочі, Стамбул, 
Батумі, Бургас, та іншими. Таким чином, створення 
кластеру є першим кроком у розширенні сфери 
туризму в регіоні, тому що саме шляхом форму-
вання мережевих інноваційних структур на основі 
кластерного підходу можна досягти динамічного 
розвитку регіону. Але добре було б для початку 
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Рис. 6. Морський кластер [8; 9; 10; 13] 
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об’єднати зусилля всієї України для створення імі-
джу країни як привабливого туристичного напряму 
[12; 14; 15].

Методологія досліджування. Методологія 
базується на кластерному аналізі, який викорис-
товується як метод аналізу масиву ідентифікацій-
них характеристик порту, виявляючи головні та 
об’єднуючі чинники і відмінності [16]. 

Популярність кластерного підходу в різних 
сферах національної та регіональної економіки 
пояснюється все наростаючими процесами гло-
балізації та інтернаціоналізації [10]. Застосування 
кластерного підходу в індустрії туризму отри-
мало свій розвиток відносно недавно. Однак ще 
М. Портер [9] у 1998 році підкреслював важли-
вість розвитку туристичних кластерів, аргументу-
ючи це тим, що задоволеність кінцевого спожи-
вача визначається не тільки привабливістю місця 
призначення, але і якістю послуг, що надаються, 
і туристичної інфраструктури. Також Д. Джексон 
і П. Мерфі [10] підкреслюють необхідність засто-
сування кластерного підходу в туристичній інду-
стрії у зв’язку з можливостями, які відкриваються 
розвитку місцевих ринків, посилення взаємодії 
між підприємницькими структурами регіону, 
укрупнення бізнесу [14; 15; 17].

За всіх можливих відмінностей, які можуть 
з’явитися через різницю проблематики і специ-
фіки параметрів конкретного дослідження, для 
проведення кластерного аналізу зазвичай необ-
хідні такі етапи:

1) відбір вибірки об’єктів для кластеризації;
2) вибір ознак (змінних) для кластеризації;
3) обчислення міри подібності між об’єктами 

за вибраними ознаками;
4) застосування кластерного аналізу для ство-

рення подібних груп об’єктів;
5) перевірка достовірності отриманої клас-

терної моделі. Ця послідовність не залежить від 
застосовуваних алгоритмів кластеризації.

Для обґрунтування вибору кластеру портів 
будемо користуватися математичними методами 
формування кластерних множин, ми використали 
ієрархічний агломератний метод, що є вихідним 
моментом побудови кластеру портів, який послі-
довно об’єднує окремі об’єкти в групи (клас-
тери) – побудови дендограми. Всі об’єкти є окре-
мими кластерами, на першому кроці найбільш 
схожі об’єкти об’єднуються в кластер. На наступ-
них кроках об’єднання продовжується до тих пір, 
поки всі об’єкти не будуть становити один клас-
тер. Під дендрограмою – дерево, тобто граф без 
циклів, побудований по матриці близькості. Ден-

дрограма дозволяє зобразити взаємні зв’язки між 
об’єктами із заданої множини.

Проводиться кодування класифікаційних ознак 
портів Чорноморського регіону, що представлені 
в табл. 1. Усі учасники кластеру портів у разі вхо-
дження до нього повинні мати однакові умови та 
рівні конкурентоспроможності для функціону-
вання на засаді чесної та рівної конкуренції. Для 
побудови вибрано такі порти: Одеса → Констанца 
→ Варна → Батумі → Одеса (табл. 2). На рис. 10 
наведена поетапна методика побудови конкурен-
тоспроможного маршруту.

Метод аналізу. Для проведення статистич-
ного аналізу використовувалася програма SPSS 
(Statistics Powerful Statistical Software platform) 
версії 19 [15].

Розробка системи оцінки якісних показників 
методом ієрархічної агломерації за допомогою 
програми. Класифікація факторів впливу на вибір 
круїзного порту наведена у таблиці 1. Класифіка-
ція і розбиття об’єктів на однорідні групи є важ-
ливою процедурою у соціологічних досліджен-
нях. Виділити в досліджуваному масиві найбільш 
схожі між собою об’єкти й об’єднати їх у групи 
(кластери) дозволяє кластерний аналіз. Застосу-
вання цього методу в аналізі соціологічних даних 
стає все популярнішим, позаяк, по-перше, кла-
сифікація взагалі є фундаментальним науковим 
принципом, а по-друге, з розвитком і поширенням 
обчислювальних машин та відповідного програм-
ного забезпечення виконання громіздких і важких 
у виконанні математичних розрахунків істотно 
полегшується. Суть кластерного методу полягає 
в тому, що об’єкти групуються в кластери вихо-
дячи з обчислених математично відстаней між 
ними. Спостереження, які мають між собою най-
менші відстані за певним набором ознак, потра-
пляють в один кластер. 

Результати. Аналіз ретроспективної ситуації 
на ринку дає можливість змоделювати «стартову» 
позицію круїзного порту, що оперує на круїзному 
ринку Чорноморського регіону; проаналізувати 
фактори впливу на вибір круїзного порту в умовах 
підвищення їх ділової активності протягом аналі-
зованого періоду часу

У табл. 1 представлені фактори, які впливають 
на включення портів до круїзного маршруту. Далі 
проходить кодування та наповнення Бази даних 
SPSS для подальшої кластеризації. На рис. 9 пред-
ставлена методика вибору портів для включення 
до круїзу.

Висновки. У результаті аналізу виявлено, що 
сучасний круїзний ринок формують шість тенденцій:
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Таблиця 1
Класифікація факторів впливу на вибір круїзного порту

Фактор Елементи

Місцевий чи 
регіональний порт

1. Порт призначення;
2. Транспортний круїзний порт (ворота);
3. Збалансований круїзний порт

Власність 1. Приватної власності;
2. Державної власності (портової влади)

Клас порту 1. Базовий порт;
2. Порт заходу

Регіон
1. Західне Середземномор’ї;
2. Східне Середземномор’я;
3. Чорноморсько-Азовський басейн;
4. Адріатика.

Розмір

1. Величезний (більше 1 млн пасажирів);
2. Дуже великий (від 500 тис. до 1 млн пасажирів)
3. Великий (від 250 тис. до 500 тис. пасажирів)
4. Середній (від 100 тис. до 250 тис. пасажирів)
5. Маленький (менш ніж 100 тис. пасажирів)

Сезонність
1. Низька (4 пікові місяці менш ніж 40% візитів)
2. Середня (4 пікові місяці від 40% до 60% візитів)
3. Висока (4 пікові місяці від 60% до 80% візитів)
4. Дуже висока (4 пікові місяці більш ніж 80% візитів)

Доступність
1. Вузлові аеропорти;
2. Авто- і ж/д транспорт до порту
3. Аеропорти і авто- і ж/д транспорт до порту

Операції в порту

1. Оформлення посадки / висадки пасажирів
2. Швартовні операції
3. Буксирні операції
4. Послуга персонального трансферу з круїзного порту в готель
5. Паркінги біля круїзного порту
6. Послуги з трансферу та зберігання багажу в круїзному порту
7. Зручності для інвалідів у порту
8. Екскурсії на острови

Операції в порту

9. Водне таксі в літній період
10. Безкоштовні автобуси по порту
11. Корабельні екскурсії
12. Туристичний автобус з міжнародним аудіогідом
13. Торгові зони на території порту
14. Прокат автомобілів
15. Яхтинг
16. Автобусні екскурсії
17. Безкоштовний шатл-бас до центрального входу в порт
18. Трансфер з морського порту в аеропорт
19. Швартовка лайнерів біля пірсу в центрі міста
20. Доставка пасажирів до берегів тендерними катерами
21. Причали для катерів і кораблів місцевих ліній
22. Стоянки таксі і туристичних автобусів 
23. Екскурсії на катерах

Круїзний термінал
1. Спеціальний термінал;
2. Спеціальний причал;
3. Обслуговування за допомогою допоміжних суден

Привабливість 1. «Порт повинен бути побачений»;
2. «Порт відвідування»

– розширення та захоплення потоків доходів кру-
їзних ліній за рахунок регулярного оновлення флоту 
та пропозиції розширених зручностей на борту, 
а також екскурсій на березі (шорекс). Круїзний лай-

нер став невід’ємною частиною круїзної подорожі, 
оскільки сам по собі є пунктом призначення;

– висококласний розмір круїзного лайнера. 
Принцип економії за рахунок масштабу та роз-
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Таблиця 2
дані, підготовлені до кластеризації

Порти
М

іс
це

ви
й 

аб
о 

ре
гі

он
ал

ьн
ий

по
рт

В
ла

сн
іс

ть
К

ла
с 

по
рт

у
Ре

гі
он

Ро
зм

ір
С

ез
он

ні
ст

ь

О
пе

ра
ці

ї в
 п

ор
ту

д
ос

ту
пн

іс
ть

К
ру

їз
ни

й 
те

рм
ін

ал

П
ри

ва
бл

ив
іс

ть

П
ас

са
ж

ир
оо

бі
г

Одеса 3 2 1 3 4 2 1 2 4 5 7 12 13 14 15 17 19 22 23 24 2 1 1 200000
Констанца 2 2 2 3 1 3 4 1 2 5 6 7 9 12 14 15 17 19 22 23 24 3 1 1 3375000

Варна 3 2 2 3 1 3 4 1 2 5 6 7 9 12 14 15 16 17 18 19 20 22 23 24 3 2 1 3252000
Хайдарпаша 3 2 2 3 3 3 4 1 2 3 5 6 7 9 12 13 15 16 17 18 19 20 22 23 24 2 2 1 440000

Батумі 2 2 2 3 4 3 4 1 2 5 6 7 12 13 14 15 17 18 19 20 22 23 24 3 2 1 122000

 

Рис. 7. дендрограма кластеризації
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Рис. 8. Кластерні множини

виток ширшої клієнтської бази призвели до роз-
гортання більших круїзних лайнерів. Тоді як 
у 1990-х роках круїзні лайнери рідко перевищу-
вали 2000 пасажирів, до 2010-х років було розгор-
нуто судна місткістю 6000 пасажирів. Крім того, 
більші кораблі можуть підтримувати ширший 
спектр зручностей;

– сегментація ринку з різними типами суден, 
пов’язаними з різними зручностями, що пропо-

нуються на борту та на березі, з різноманітністю 
пропонованих типів круїзів, орієнтованих на різні 
(соціальні та вікові) групи потенційних круїзерів;

– глобалізація моделей розгортання та 
складне планування маршрутів за рахунок роз-
гортання круїзних суден на кількох світових 
ринках. По-перше, круїзні компанії пропону-
ють маршрути, в яких ціле значно більше, ніж 
сума його частин. Конкретний регіональний та 
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культурний досвід пропонується завдяки поєд-
нанню часу плавання та вибору портів заходу. 
По-друге, вони адаптуються до сезонних та 
фундаментальних змін попиту, змінюючи ста-
новище своїх суден (сезонно) та змінюючи кон-
фігурацію заходів у порти (фундаментально). 
Основна стратегія деяких круїзних компаній 
полягає не в тому, щоб пропонувати фіксовані 
маршрути залежно від сезону, а в тому, щоб регу-
лярно переміщати свої круїзні судна з одного 
регіону до іншого у певні періоди календарного 
року.

– інтернаціоналізація ринків джерел пасажи-
рів, при цьому стратегії розвитку круїзних суден 
ведуть до розширення джерел їхніх гостей. Це 
також пов’язане з розширенням груп населення, 
які залучаються сучасними круїзами;

– концентрація та мультибрендові стратегії. 
У галузі високий рівень володіння та концентрації 
ринку, при цьому кожен конгломерат використовує 
декілька різних брендів, щоб розширити цільові 
групи пасажирів. Carnival і Royal Caribbean, два 
провідні круїзні конгломерати, займають 73% 
ринку.

Ці шість тенденцій наголошують на унікаль-
ній основі круїзної індустрії. Стратегія стиму-
лювання пропозиції круїзних операторів спрямо-
вана на створення попиту, просто надаючи нові 
потужності (судна) та знаходячи клієнтів, яких 
називають гостями, щоб заповнити їх за допомо-
гою стратегій планування маршруту, маркетингу 
та знижок. Можливість для операторів круїзних 
суден успішно дотримуватись стратегії стиму-
лювання пропозиції робить круїзну індустрію 
абсолютно відмінною від інших ринків морських 
перевезень, таких як контейнерні перевезення. Це 
суперечить туристичному сектору загалом, який 
залежить від попиту і чутливий до загального еко-
номічного контексту. Отже, на більшості ринків 
судноплавства судноплавство є похідною торго-
вельною діяльністю, а попит досить нееластич-
ний за ціною.

У цій публікації була запропонована стратегія 
круїзного розвитку за допомогою побудови мето-
дики вибору портів для круїзу. Для чіткого визна-
чення пасажирського туристичного кластеру 
як основи цінової політики компанії. Зроблена 
спроба продемонструвати, як можна включати 
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Рис. 9. Методика вибору портів для круїзу
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порти та будувати круїзні лінії, використову-
ючи дані з алгоритму Варда. Кластерний аналіз 
використовується для визначення того, які порти 

конкурентоздатні та економічно ефективні у мар-
кетинговій стратегії компанії. Надана методика 
вибору портів для круїзу.
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Silvanskaya G.N., Karp G.V. METHODOLOGY FOr OrGANIZING A rEGuLAr CruISE 
rOuTE IN MODErN CONDITIONS

The cruise tourism market is developing rapidly. Maritime tourism, as its component, considered as a 
phenomenon of post-industrial society, is one of the fastest growing sectors of the world economy and promises 
huge potential benefits for regions with the necessary tourism resources. In 2021, the global cruise market 
brought in about 6.65 billion dollars of profit. The total global cruise industry is estimated at $23.8 billion in 
2021 (which indicates an increase of 81.8% compared to 2020 and a decrease of 52.9% compared to 2019). 
This was accomplished by 13.9 million cruises passengers (increase by 96.2% compared to 2020 and decrease 
by -49.4% compared to 2019). This publication analyzes the current state of the maritime tourism market at 
the international level and reveals its central problem – the competitiveness of ports. The cluster approach 
is considered as a tool for forming the consumer segment of the cruise business, which allows identifying the 
main factors influencing the effective choice of ports

The concept of “sea cluster” as a foundation for designing a sea tourist route has been studied. However, 
the sector of marine tourism remains one of the least researched in the world economy, so studying the 
possibilities and experience of implementing its structure is promising. Unfortunately, the concept of “tourist 
cluster” in Ukraine today is not defined at the legislative level, and there is no generally accepted definition of 
this term. Therefore, the formalization of this concept is relevant and requires a unified approach. The article 
is designed to demonstrate the importance of cruise line design using the cluster analysis method. The results 
of the research are used by maritime operators as a strategy for determining the company’s pricing policy.

Key words: maritime tourism, cruise line, turn-round/call port, maritime cluster, cluster analysis, 
competitiveness, Ward’s method.
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МЕТОдИ ТА МОдЕлІ КОРОТКОСТРОКОВОгО ПРОгНОЗУВАННя 
ЄВРОПЕйСьКОгО РИНКУ АВІАцІйНИх ПЕРЕВЕЗЕНь

Загострення військово-політичної ситуації на території України призвело до падіння, невизначе-
ності та нестабільності соціально-економічних показників, але не змінило державних орієнтирів в бік 
європейської інтеграції, зокрема у транспортній сфері. Вітчизняний авіаційний сектор, як інші галузі 
економіки, на сучасному етапі, знаходиться у вкрай важкому стані. 

Українські авіапідприємства зазнавши значних збитків за наслідками глобальної пандемії Covid-
2019 та не встигнувши повністю повернутися до продуктивного стану, опинилися перед новим склад-
ним випробуванням, що виникло з початком війни в країні 24 лютого 2022 р. Закриття повітряного 
простору держави, значні пошкодження, що зазнали об’єкти авіатранспортної та критичної інф-
раструктури за результатами російської агресії, стали причиною, в більшості випадків, тимчасо-
вого призупинення діяльності підприємств авіаційної галузі та необхідності пошуку альтернативних 
напрямків щодо її відновлення та диверсифікації поза межами країни, у тому числі у країнах ЄС. Вихо-
дячи з цього, для забезпечення можливості продовження євроінтеграційних процесів на авіаційному 
транспорті у після військовий період, швидкої адаптації та планування авіаперевізниками страте-
гічних, тактичних та операційних показників з урахуванням реалій сьогодення, важливим завданням 
є оцінювання існуючого стану, особливостей функціонування та прогнозування тенденцій розвитку 
європейського ринку авіаційних перевезень.

У статті проаналізовано стан глобального та європейського ринків авіаційних перевезень у пост-
кризовий період. Встановлено позитивну динаміку процесів відновлення галузі після пандемії Covid-
2019 на початку 2022 р., але визначено суттєві відхилення між фактичними та прогнозними показни-
ками. Досліджено методи прогнозування пасажирських та вантажних перевезень, що застосовують 
у сучасній практиці авіаційного бізнесу. Розроблено прогноз європейського ринку авіаційних пасажир-
ських перевезень за методом екстраполяції часових рядів та регресійного аналізу. 

Запропоновано імітаційну модель для короткострокового прогнозування експлуатаційної діяль-
ності аеропорту на основі наявної післявідмовної динаміки ключових показників. 

Ключові слова: авіаційні перевезення, європейський регіон, критичний збій, прогноз, модель мно-
жинної регресії, імітаційне моделювання.

Постановка проблеми. У 2022 році, коли світ 
поступово оговтується від пандемії Covid-19, 
визначення прогнозних значень ключових вироб-
ничо-фінансових показників діяльності авіаційної 
галузі на глобальному та регіональному (націо-
нальному) рівнях, а також на рівні окремих авіа-
підприємств стають критично необхідними. Акту-
альність цього питання обумовлюється, перш за 
все, тим, що у період з 2019 р. по 2020 р. спостері-
гається різке скорочення експлуатаційних показ-
ників авіаційного транспорту, а це потенційно 
створює критичний шум у виборці статистич-
ного ряду та виникнення можливих кореляційних 
помилок при прогнозуванні подальших тенденцій 
його розвитку; по-друге, фактично неможливо 
спрогнозувати динаміку показників авіапідприєм-

ства на короткострокову перспективу за наявними 
індикаторами після збою, оскільки вибірка даних 
занадто мала. Саме тому, важливим завданням 
є розробка оптимальних прогнозних моделей для 
авіаційної галузі, що могли б максимально точно 
відобразити поведінку досліджуваних показників 
у посткризовий період. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Основним підходом до прогнозування на авіацій-
ному транспорті є методика, що запропонована 
ICAO [1], сутність якої полягає у представлені 
функціональної залежності пасажирообігу від 
соціально-економічних чинників у мультипліка-
тивній формі. Практична реалізація цієї методики 
передбачає використання двох незалежних змін-
них, як правило, це макроекономічний показник 
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(ВВП) та показник, що характеризує вартість 
перевезення. Базові галузеві довгострокові про-
гнози авіаперевезень розробляються міжнарод-
ними організаціями ICAO [2], ІАТА [3], а також 
компаніями-лідерами світового авіабудування 
Airbus [4] та Boeing [5].

Розробці методичних підходів довгострокового 
прогнозування авіаційних перевезень присвячено 
значну кількість наукових праць, серед яких слід від-
значити роботи таких вчених як: Марінцевої К. [6], 
Петрик В. [7], Хезледін Т. [8], Гудмандсон С. [9] та ін.

Характеризуючи вітчизняну та зарубіжну 
дослідницьку практику прогнозування попиту 
на авіаційні послуги, можна відзначити активне 
використання методів математичного моделю-
вання на основі регресійного та кореляційного 
аналізу, статистичного прогнозування тимчасових 
рядів (екстраполяція), а також експертних оцінок. 
Крім цього, все частіше застосовуються нейронні 
мережі та системна динаміка при розробці моде-
лей прогнозу для авіаційного транспорту [10 – 11].

Проведений аналіз науково-практичної літе-
ратури свідчить про вагомий внесок науковців 
стосовно прогнозування обсягів авіаційних пере-
везень із застосуванням різних методичних під-
ходів, зокрема на довгострокову перспективу. 
Однак, при цьому, у науковому колі питання роз-
робки короткострокових прогнозів розвитку авіа-
транспортної системи та її структурних елементів 
у посткризовий період залишаються невиріше-
ними та мають дещо фрагментарний характер.

Постановка завдання. Мета статті полягає 
у визначенні тенденцій розвитку глобального 
та європейського ринків авіаційних перевезень 
у посткризовий період, дослідженні та тестуванні 
різних методів прогнозування європейського 
попиту на авіаційні послуги, а також розробці 
імітаційної моделі для короткострокового прогно-
зування експлуатаційної діяльності авіапідприєм-
ства (аеропорту) на основі наявної післявідмовної 
динаміки ключових показників.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Отже, Covid-19 призвів не лише до максимального 
скорочення обсягів авіаційних пасажирських пере-
везень у 2020 р. та дестабілізації роботи авіапід-
приємств порівняно з 2019 р., але й створив майже 
непередбачувані тенденції подальшого розвитку 
авіаційного сектору. Це пов’язано з тим, що вве-
денні технологічні обмеження та вимоги до переві-
зного процесу повітрям під час пандемії негативно 
вплинули на відчуття комфорту серед пасажирів, 
що вимушені були проходити додаткові проце-
дури контролю на наявність вірусу, дотримуватися 

соціальної дистанції, а також знаходитися довгий 
час у захисній масці, а в деяких випадках, взагалі, 
бути не впевненим щодо можливості подорожі. 
Саме з цих причин, у травні 2020 р. 40% людей 
заявили, що планують менше користуватися авіа-
ційним транспортом ніж раніше. Безумовно, такі 
зміни в індивідуальних уподобаннях створюють 
безліч потенційних перешкод для авіакомпаній, які 
необхідно враховувати, щоб поступово вийти з цієї 
кризи та стати знов привабливими для потенційної 
клієнтури [12]. 

На думку провідних експертів, глобальний авіа-
ційний ринок може почати повноцінно функціо-
нувати та досягнути показників 2019 р. не раніше 
2024 р., але при умові відсутності повторення сце-
нарію пандемії та погіршення загальносвітових 
тенденцій соціально-економічного розвитку. 

На поточному етапі, вже відчуваються пози-
тивні зміни у пасажирському сегменті світового 
авіаційного сектору. Так, наприклад, за резуль-
татами липня 2022 р. глобальний пасажиропотік 
збільшився на 39,6% порівняно з аналогічним 
періодом 2021 р., що на 25,4% нижче рівня 2019 р. 
Активне відновлення пасажирського трафіку спо-
стерігається у всіх регіонах світу, причому най-
більший приріст зареєстровано у Азіатсько-Тихо-
океанському регіоні. Коефіцієнт пасажирського 
завантаження у липні 2022 р. досяг 83,5%, що на 
1,14% вище попереднього року, коли показник 
дорівнював 73,1% [12].

Після короткотривалого зростання обсягів авіа-
ційних вантажних перевезень у період з 2020 р. 
по 2021 р., 2022 р. характеризується зменшенням 
показника порівняно з 2019 р., основними при-
чинами чого стали висока інфляція та зростання 
відсоткових тарифних ставок. Але не дивлячись 
на це, послаблення обмежень Covid-19 та необ-
хідність зберігання стійких ланцюгів постачання 
все ж таки будуть сприяти підтримці глобального 
попиту на зовнішньоторговельні процеси та авіа-
перевезення у найближчій перспективі. Відзна-
чимо, що у липні 2022 р. структура глобального 
вантажопотоку за регіонами світу розподіляється 
нерівномірно. Так, якщо Північна Америка пока-
зує суттєве зростання вантажного авіатрафіку 
починаючі з 2019 р., у європейському регіоні, 
навпаки, спостерігається його найбільше скоро-
чення. Підкреслимо, що у звітному періоді Європа 
займала 30,4% у глобальній структурі ринку 
пасажирських авіаперевезень за показником про-
пускної спроможності, що на 48,9% більше ніж 
у попередньому 2021 р. та менше на 16,1% менше 
рівня 2019 р. [13]. 
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Таким чином, проведений аналіз стану гло-
бального та регіональних ринків авіаційних пере-
везень у посткризовий період, в цілому, свідчить 
про позитивну динаміку процесів відновлення 
галузі за результатами 2 кв. 2022 р., але пока-
зує суттєві відхилення між прогнозними та фак-
тичними даними, зокрема, що були визначені на 
короткострокову перспективу. Саме тому, важ-
ливо провести дослідження найбільш відомих 
методів прогнозування на авіаційному транспорті 
та розробити оптимальну прогнозну модель, щоб 
максимально відображала поточну ринкову ситу-
ацію та враховувала виникнення збійних ситуацій 
за ключовими видами діяльності. 

У сучасній практиці авіаційного бізнесу засто-
совують різні моделі прогнозування пасажир-
ських та вантажних перевезень, які в залежності 
від рівня завдання, що вирішується доцільно 
об’єднати у наступні групи:

– загальні моделі прогнозування обсягів пере-
везень в цілому по країні, окремим регіонам, еко-
номічним районам, територіальним об'єднанням, 
авіапідприємствам;

– часткові моделі прогнозування пасажиро- 
та вантажопотоків на конкретних авіалініях, між 
окремими аеропортами (населеними пунктами), 
мережі повітряних ліній.

Серед найбільш розповсюджених підходів до 
прогнозування на авіаційному транспорті слід 
відзначити: математичне моделювання на основі 
регресійного та кореляційного аналізу; статис-
тичне прогнозування тимчасових рядів (екстрапо-
ляція); експертних оцінок.

На основі методів регресійного та кореляцій-
ного аналізу оцінюють тенденції розвитку про-
гнозованого процесу в залежності від впливу на 
нього певних факторів. Завдяки екстраполяції тим-
часових рядів з використанням різних аналітичних 
функцій визначають динаміку змін досліджуваного 
показника послідовно у часі. Застосування методів 

експертних оцінок передбачає вивчення й узагаль-
нення думок досвідчених фахівців галузі, за допо-
могою яких знаходять узагальнену збалансовану 
оцінку параметру, що прогнозується. Відзначимо, 
що дельфійський метод є одним з ефективних під-
ходів до транспортного планування та розробки 
національних або регіональних прогнозів розвитку 
авіаційних перевезень. 

У загальному вигляді процес прогнозування 
функціонування авіатранспортної системи перед-
бачає розробку взаємозалежних прогнозів та при-
пущень тенденцій розвитку її складових компо-
нентів (рис. 1). 

На кожному етапі планування розвитку авіацій-
ної галузі аналізуються специфічні чинники, що 
прямо або опосередковано впливають на дослі-
джуваний показник та, в залежності від ступеня 
тісноти зв’язку між ними, обираються в якості 
вихідних даних для розробки відповідних моде-
лей прогнозу (рис. 2). Визначення зв’язку між 
попитом та окремими соціально-економічними 
показниками проводиться на першому етапі про-
гнозування національних обсягів пасажирських 
та вантажних перевезень.

Найбільш точним вважається такий прогноз, 
при розробці якого використовуються зовнішні 
та незалежні джерела інформації щодо тенденцій 
змін чинників, що досліджуються. Однак непе-
редбачені зміни розвитку цих джерел можуть бути 
причиною істотної варіації прогнозованого націо-
нального попиту на авіаційні перевезення, особ-
ливо в довгостроковій перспективі. Для того щоб 
відобразити цю невизначеність прийнято розра-
ховувати ряд сценаріїв зміни попиту (песимістич-
ний, оптимістичний та реалістичний прогнози).

Прогнозування розподілу пасажиро- та ван-
тажопотоків серед аеропортів здійснюється на 
основі прогнозу національного попиту на пере-
везення. Одним з найпопулярніших джерел отри-
мання вихідної інформації у даному випадку 

 
Етап 4. Прогнозування екологічного забруднення (екологічних наслідків)

Етап 3. Прогнозування розвитку парку ПС авіакомпаній

Етап 2. Прогнозування розподілу пасажиро- та вантажопотоку між аеропортами
(регіону/держави)

Етап 1. Прогнозування національного попиту на авіаційні перевезення

Рис. 1. Етапи прогнозування розвитку авіатранспортної системи
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є опитування авіапасажирів та вантажовідправни-
ків/отримувачів з метою визначення походження, 
напрямів та цілей поїздок пасажирів в аеропор-
тах, спектру аеропортових послуг. 

Після цього передбачається розподіл прогно-
зованого попиту на перевезення між аеропортами 
на основі статистичного аналізу минулих рішень. 
Модель прогнозу також може бути використана 
для урахування майбутніх наслідків обмеження 
пропускної спроможності певного аеропорту. 

На етапі розробки прогнозів розвитку парку 
повітряних суден авіакомпаній необхідно врахо-
вувати існуючі та прогнозовані обсяги авіапереве-
зень для кожного аеропорту, мережу маршрутів, 
тип та вік літаків, що експлуатуються на кожній 
авіалінії. Важливою складовою прогнозування 

тенденцій розвитку авіатранспортної системи 
або окремого авіапідприємства є оцінка майбут-
ніх екологічних наслідків (екологічного забруд-
нення), що полягає у розробці прогнозів вики-
дів CO2, які генеруються за окремими видами 
діяльності та, базуються на результатах прогнозів 
інтенсивності руху повітряних суден наявного та 
проектного парку літаків. 

Виходячи з вищенаведеного, можна зробити 
висновки про те, що прогнозування є необхід-
ною, але складною процедурою, що спрямована 
на гармонізацію діяльності авіапідприємств через 
формування адекватної пропозиції на ринку авіа-
ційних перевезень. 

Як говорилося раніше, групою методів прогно-
зування, які широко використовують в авіаційній 

Рис. 2. Система ключових показників (чинників), що використовуються  
в моделях прогнозування тенденцій розвитку авіатранспортної системи

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Етап 1. Прогнозування національного попиту на авіаційні перевезення 
 

Попит на пасажирські та 
вантажні перевезення 

Кількість 
 

Рівень торгівлі 
(експорт/імпорт) 

Конкурентоспроможність 
ринку 

Вартість 
авіаперевезення 

Вартість перевезення 
іншими видами транспорту 

Національний 
 

ВВП інших країн Курси обміну 
 

 Споживчі витрати 
 Доходи населення  
 Рівень безробіття 

Етап 2. Прогнозування розподілу пасажиро- та вантажопотоку між аеропортами 
 (регіону/держави) 

 

Обсяги пасажиро- та 
вантажопотоків 

 

Пропускна спроможність 
 

 Регіональні  
соціально-економічні 

показники 
Кількість населення в районі 
тяжіння заданого аеропорту 

Вартість перевезення іншими видами 
транспорту 

Тарифи на обслуговуванні в заданому аеропорту 

Тарифи на 
обслуговування 

  

Етап 3. Прогнозування розвитку парку ПС авіакомпаній 
 

Парк літаків авіакомпаній 
(заданої авіакомпанії)  

Техніко-експлуатаційні 
характеристики наявних 

типів літаків у парку 
авіакомпанії 

Витрати палива літаків у 
наявному парку авіакомпанії 

Витрати палива нових 
типів літаків  

 

Техніко-експлуатаційні 
характеристики нових 

типів літаків  

Витрати на списання 
літаків за непридатністю 

Ефективність експлуатації 
літаків  

  

Етап 4. Прогнозування екологічного забруднення (екологічних наслідків) 
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Прогноз викидів СО2  
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галузі є аналітичні методи, до яких належать: методи 
регресійного та кореляційного аналізу, а також еко-
нометричного моделювання. Точність та надійність 
аналітичних методів залежить від достовірності ста-
тистичних даних залежних та незалежних змінних, 
а також зберігання сталого зв’язку між ними упро-
довж періоду, що прогнозується.

Отже, для підтвердження вищенаведеного, 
авторами проведено аналіз щомісячних обсягів 
пасажирських перевезень європейського ринку 
авіаційних перевезень за 2020 р. – 2022 р. (6 міся-
ців) та побудовано моделі короткострокового 
прогнозу досліджуваного показника на основі 
методів екстраполяції часових рядів (рис. 3) та 
регресійного аналізу. 

Згідно отриманих рівнянь прогнозу методом екс-
траполяції часових рядів обсягів перевезень паса-
жирів авіаційним транспортом європейського регі-
ону найбільше значення апроксимації R2 = 0,5883 
отримано за поліномінальним типом лінії тренду:

y �� � � �� �� �� �� � � �203666 5 0 6 5 0 72x E x E– , , .           (1)
Поліномінальне наближення дає позитивні 

результати, якщо залежність, що міститься 
у даних, характеризується постійною швидкістю 
зростання.

На етапі прийняття управлінських рішень слід 
враховувати, що екстраполяція у більшості випад-
ків не вважається задовільним методом прогнозу-
вання. Це обумовлюється тим, що метод виправ-
довує себе лише через існування параметрів, які 
вплинули на попит у минулому зі швидкістю, яка 
є функцією часу. Тому, у випадку невизначеності 
параметрів, що базуються на часі, а також сту-
пеню їхнього впливу на попит, процес прогнозу-
вання стає достатньо складним та не об’єктивним. 

Побудова моделі прогнозування на основі 
регресійного аналізу передбачає встановлення 
зв’язку обсягів пасажирських авіаційних переве-
зень з іншими явищами, об’єктами та процесами 
у вигляді рівняння регресії: 

y f x x xm�� � � � �� �� �1 2, , ,                     (2)
Прогноз здійснюється підстановкою до моделі 

значень обраних факторів та оцінкою очікуваного 
середнього значення результативної ознаки. Для 
встановлення області розсіювання визначаються 
довірчі інтервали.

Для побудови регресійної моделі прогнозу 
для європейського регіону обрані фактори, що 
мають вплив на формування попиту на авіаційні 
пасажирські перевезення, а саме (табл. 1): номі-
нальний ВВП на душу населення (R2 = 0,5945), 
кількість безробітних (R2 = 0,5656) та споживчі 
витрати (R2 = 0,9432). 

За результатами проведення регресійного ана-
лізу, залежність кількості авіаційних пасажирів 
(Y) від номінального ВВП (на душу населення) 
(Х1), кількість безробітних осіб (Х2) та спожив-
чих витрат (Х3) в країнах ЄС можна представити 
у вигляді лінійної моделі:

 
y x x

x

� � �

� �

�58056 75102 11 43562923

0 000985791 363567416 1
1 2

3

, ,

, , .           (3)

Враховуючі той факт, що коефіцієнт детермі-
нації у даному випадку дорівнює R2=0,9051, то 
ступінь залежності обсягів пасажирських авіа-
ційних перевезень від сукупності запропонова-
них соціально-економічних показників достатньо 
високий. 

Відзначимо, що отримана прогнозна модель, 
в цілому, свідчить про негативні тенденції роз-

 
Рис. 3. Прогноз європейського ринку авіаційних пасажирських перевезень за методом 

екстраполяції часових рядів (поліномінальний тип лінії тренду)
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витку європейського ринку авіаційних пасажир-
ських перевезень. 

У посткризовий період спостерігається різке 
зниження експлуатаційних характеристик авіа-
підприємств, що потенційно створює критич-
ний шум у вибірці даних та призводить до коре-
ляційних помилок прогнозування. Крім цього, 
фактично неможливо спрогнозувати динаміку їх 
розвитку за наявними індикаторами після збою, 
оскільки вибірка статистичних даних занадто 
мала.

Для вирішення цих проблем, авторами 
запропонована симуляційна модель для прогно-
зування ефективності авіаційного підприємства 
(на прикладі аеропорту «Схіпхол», м. Амстер-
дам, Нідерданди), що складається з двох етапів: 
1) розробка математичної моделі для встанов-
лення загальних кореляцій між виробничими 

операціями та доходами; 2) розробка іміта-
ційної моделі для короткострокового прогно-
зування експлуатаційної діяльності на основі 
наявної післявідмовної динаміки ключових  
показників. 

Отже, на першому етапі, згідно проведеного 
аналізу аналітичних матеріалів об’єкту дослі-
дження за 2001 р. – 2019 р. (рис. 4), побудовано 
множинну регресійну модель з використанням 
таких показників як: кількість рухових операцій 
ПС на території аеропорту (зліт та посадка), паса-
жиро- та вантажопотоки. 

Програмування моделі множинної регресії 
доходів аеропорту «Схіпхол» здійснювалося за 
допомогою ПЗ RStudio (рис. 5). 

Кореляційні графіки за моделлю множинної 
регресії доходів аеропорту «Схіпхол», що побудо-
вані у ПЗ RStudio наведені на рис. 6. 

Таблиця 1
Соціально-економічні показники розвитку європейського регіону (країни ЄС)  

за період з 2020 р. – 2022 р. (2 кв.) [13]

Період Авіаційний 
пасажиропотік, осіб

Номінальний ВВП на 
душу населення, євро

Кількість 
безробітних, осіб

Споживчі витрати, 
євро

1 кв. 2020 р. 158161532 7500 43503000 1468840000000
2 кв.2020 р. 7361012 6900 42930000 1283520000000
3 кв. 2020 р. 74 726 479 7630 48990000 1462330000000
4 кв. 2020 р. 37481807 8000 46809000 1420710000000
1 кв. 2021 р. 25464457 7580 49056000 1390710000000
2 кв. 2021 р. 52387893 7980 45849000 1441950000000
3 кв. 2021 р. 161056367 8200 43257000 1504880000000
4 кв. 2021 р. 136141908 8670 41319000 1504250000000
1 кв. 2022 р. 115047157 8320 41543000 1503620000000
2 кв. 2022 р. 224572609 8700 38772000 1522570000000

 

Рис. 4. динаміка ключових виробничо-фінансових показників аеропорту «Схіпхол» 
(м. Амстердам, Нідерланди) за 2001–2019 рр. [14]
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Отримані результати моделювання інтерпрету-
ємо таким чином:

− точність моделі R2 = 0 90,  (високий рівень 
≥ 0 85, );

− існує висока кореляція доходів та рухо-
вих операцій ПС на території аеропорту  
(p value� � ��� ��0 0191 0 05, , );

− висока позитивна кореляція виручки з кіль-
кістю перевезених пасажирів (p value� ��� 0 0000326, );

Рис. 5. Результуючий код моделювання множинної регресії доходів аеропорту «Схіпхол» у ПЗ rStudio

 

 

Рис. 6. Кореляція показників моделі множинної регресії доходів аеропорту «Схіпхол» у ПЗ rStudio
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− середня позитивна кореляція доходів та 
перевезених вантажів (p value� ��� 0 0749, ).

Виходячи з вищенаведеного, розроблена 
модель матиме такий вигляд:

REVSchiphol � � � �

� � � �

32 641 2 758

32 364 354 786

, ,

, , ,

�

� �
            (4)

де REVSchiphol � – дохід аеропорту «Схіпхол», 
 млн. євро;
 α � – кількість рухових операцій ПС 
 на території аеропорту, тис. од.;
 β � – кількість перевезених пасажирів, 
 млн. осіб;
 γ � – обсяг перевезеного вантажу, млн. т.

На наступному етапі, розроблено імітаційну 
модель для короткострокового прогнозування 
діяльності аеропорту «Схіпхол» (м. Амстердам, 
Нідерланди) в MO Excel. В якості вихідних даних 
взято щомісячну виробничу статистику авіапід-
приємства за 2020 р. (рис. 7).

Результати розрахунку основних характерис-
тик критичних вибірок даних за допомогою вбу-
дованих функцій MO Excel наведені у табл. 2.

Розроблений інтерфейс імітаційної моделі 
представлено на рис. 8.

Основна ідея моделювання полягає в тому, 
що для визначення кожного індикатора прово-

 
Рис. 7. Щомісячні статистичні дані виробничих показників аеропорту «Схіпхол» 

(м. Амстердам, Нідерланди) за 2020 р. [15]

Таблиця 2 
Основні характеристики вибірки критичних статистичних даних
Показник Min Max Середнє σ

Кількість рухових операцій ПС  
на території аеропорту (тис.од.) 4,242 23,125 14,376 5,520614045

Кількість пасажирів (млн.осіб) 0,126015 1,854786 0,94799 0,504904633
Обсяг вантажу (млн. тонн) 0,09325489 0,15320616 0,12323052 0,015330566

 

Рис. 8. Розроблений інтерфейс прогнозної імітаційної моделі у MO Excel
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дяться 105  ітерацій експерименту за допомогою  
MO Excel. Таким чином створюється вибірка 
симуляційних даних, котра базується на тих самих 
законах розподілу, що і оригінальна статистична 
вибірку, але фактично не дорівнює їй:

SIM NORM INV Probability Mean Standart Deviation� � �. ; ; �  (5)

де NORM INV. � – функція, яка повертає 
 обернений нормальний кумулятивний 
 розподіл; Probability  – порогове значення 
 функції повернення, яке моделюється 
 RAND()  функцією.

Для того, щоб отримати змодельований місяч-
ний дохід, авторами була використана формула (4).  

Основні характеристики змодельованої місячної 
вибірки доходу зібрані у табл. 5. Отримані дані 
процентилю змодельованого місячного доходу 
аеропорту «Схіпхол», а також графічне його пред-
ставлення наведено у табл. 3 та на рис. 6. Гісто-
граму розподілу змодельованого місячного доходу 
аеропорту «Схіпхол» представлено на рис. 7. 

Таблиця 3 
Основні характеристики змодельованої 

місячної вибірки доходу
Показник Середнє Max

Дохід 
(млн. євро) 66,4226949 141,1912713 23,0676731

 

 

Рис. 6. Процентильний графік місячного доходу аеропорту «Схіпхол» 

Рис. 7. гістограма розподілу змодельованого місячного доходу аеропорту «Схіпхол» 
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Таблиця 4
Процентиль змодельованого місячного доходу 

аеропорту «Схіпхол»
Процентиль дохід, млн. євро

0,05 28,88784158
0,1 36,95226344
0,15 41,74715449
0,2 46,57471619
0,25 51,04351446
0,3 54,4209168
0,35 57,63116061
0,4 61,18603932
0,45 64,21002389
0,5 67,32336094
0,55 70,27680982
0,6 72,95159629
0,65 75,15860066
0,7 78,21345247
0,75 82,25044112
0,8 86,47961938
0,85 90,49937229
0,9 95,971416
0,95 102,9544739

1 141,9127131

Результати моделювання (табл. 4) інтерпрету-
ються таким чином: при ймовірності 55%  дохід 
об’єкту дослідження буде ≤ � � �70 277, .ìëí єâðî . Це 
свідчить про можливість використання отрима-
них даних для прогнозу середньомісячної продук-
тивності аеропорту, з урахуванням математичного 
очікування результату діяльності підприємства. 
До того ж, значення процентилей можуть застосо-
вуватися на етапі прийняття управлінських рішень 
при проведенні оцінювання критерію оптимізму/
песимізму (подібно до критерію песимізму Гур-
віца), який відображає очікування авіапідприєм-
ства щодо певного результату. 

Для перевірки достовірності розробленої про-
гностичної моделі розраховано дохід аеропорту 

«Схіпхол» на 2021 р. (66 422 12 797 064, , .� � � �ìëí єâðî).  
Порівнюючи проектне значення показника з фак-
тично отриманими доходами авіапідприємства 
у 2021 р. (816 млн. євро [15]), можна стверджу-
вати про високу точність та надійність запропо-
нованого методу прогнозування (92 66, %).

Висновки. Прогнозування є невід’ємною 
складовою процесу управління національною 
(глобальною, регіональною) авіатранспортною 
системою, а також необхідним елементом форму-
вання продукту авіакомпаній, що полягає в основі 
виробництва нових типів авіаційної техніки, роз-
поділу пасажиро- та вантажопотоків між аеропор-
тами держави (регіону) та формування системи 
оцінювання (мінімізації) екологічних наслідків 
від діяльності авіаційного транспорту. 

Встановлено, що на сучасному етапі процес 
прогнозування стикається з низкою критичних 
проблем. З одного боку, пандемія призвела до різ-
кого зниження операційних показників, що потен-
ційно створює критичний шум у вибірці даних та 
кореляційні помилки в прогнозуванні. З іншого 
боку, неможливо передбачити динаміку підпри-
ємства за допомогою доступних індикаторів після 
збою, оскільки вибірка даних занадто мала.

Запропонована прогностична (імітаційна) 
модель, що розроблена на основі використання 
методу Монте-Карло, може бути потенційно 
корисною у таких випадках: при наявності кри-
тичного шуму вибірки, який може спричинити 
помилкові кореляції (наприклад, припинення 
діяльності підприємства через війну, пандемію 
або критичний збій); при відсутність значної 
вибірки даних для прогнозування короткостроко-
вих значень (наприклад, у випадку новонародже-
них авіаційних компаній, які нещодавно увійшли 
в галузь). Потенційно модель може бути розши-
рена (з метою підвищення точності) фактором 
сезонності та значною вибіркою статистики.
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Sokolova O.Yе., Cherednichenko K.V. METHODS AND MODELS OF SHOrT-TErM 
FOrECASTING OF THE EurOPEAN AIr TrANSPOrT MArKET

The aggravation of military and political situation in Ukraine led to decline, uncertainty and instability 
of socio-economic indicators, but had no effect on country’s European integration course, particularly, in 
transport industry. The domestic aviation sector, similarly to other economic branches, is currently in an 
extremely difficult condition. 

Suffered from significant losses due to global Covid-2019 pandemic with no time to fully restore the 
productive state, Ukrainian aviation companies faced a new challenge that came with the beginning of War 
on February 24, 2022. The closure of Ukraine's airspace, air transport and critical infrastructure damages 
caused by Russian aggression, in most cases, led to temporary suspension of aviation industry enterprises 
and the need to find alternative directions for recovery and diversification outside the country, including the 
EU. Thus, in order to ensure the continuation of European integration processes in air transportation in 
the post-war period, rapid adaptation and planning of strategic, tactical and operational indicators (taking 
into account the modern realities), it is necessary for air carriers to assess the existing state, peculiarities of 
operation and forecast the trends of European air transportation market development.

The article consists the state analysis of Global and European air transport markets in the post-crisis 
period. Positive recovery dynamics of industry after the Covid-2019 pandemic at the beginning of 2022 is 
established, but significant deviations between actual and forecast indicators is identified. Modern methods of 
passenger and cargo transportation forecasting used in aviation business, are studied. A forecast of European 
air passenger transport market is developed by time series extrapolation method and regression analysis. 

A simulation model is proposed for short-term forecasting of airport operational activity based on the 
available post-failure dynamics of key indicators.

Key words: air transportation, European region, critical failure, forecast, multiple regression model, 
simulation modeling.
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ЗАСОБИ КОНТРОлю ТИПОВИх I КОМПОЗИТНИх 
КРИшОК люКIВ НАПIВВАгОНIВ

Ця стаття присвячена засобам контролю типових і композитних кришок люків напіввагонів, 
питанням підвищення якості технічного обслуговування вантажних вагонів, а саме розвантажу-
вальних пристроїв напiввагонiв. Для забезпечення безпеки прямування поїздів, схоронності вантажів 
і своєчасної доставки їх за призначенням на шляху прямування повинен виконуватися комплекс опера-
цій. Перевантаження напіввагонів може впливати на технічний стан рухомого складу та безпеку на 
залізниці, потрібно контролювати стан розвантажувальних механізмів та кришок люків напівваго-
нів. Необхідність перевантаження і перевірки вантажів на шляху прямування – наслідок порушення 
правил навантаження, недбалого огляду вагонів у технічному стані. Перевантажують вантажі, як 
правило, тоді, коли подальше проходження вагона загрожує безпеці руху і може призвести до втрати, 
псування або пошкодження вантажу, а виправити положення без розвантаження неможливо. В цій 
статті розглянутi засоби контролю типових i композитних кришок люкiв напiввагонiв, якi дозволять 
запобiгти можливiй втратi сипких вантажiв та пiдвищити рiвень безпеки руху поїздiв. Напіввагони 
повинні бути обладнані підніжками та поручнями, необхідними для безпечної роботи, а також зовніш-
німи та внутрішніми сходами. Перевiрка технiчного стану розвантажувальних пристроїв напiввагонiв 
повинен контролюватись та перевірятись. Були визначенi та проаналiзованi несправностi розванта-
жувальних люкiв напiввагонiв. Вагони повинні бути придатними для перевезення даного вантажу. 
Несправностi розвантажувальних пристроїв напiввагонiв та методи їх усунення. Правильно зібраний 
механізм кришки люка повинен підніматися зусиллям однієї людини. Також були розглянутi типовi та 
перспективнi (композитнi) конструкцiї кришок люкiв. В статті проведений розгляд сучасних устано-
вок для кришок люкiв напiввагонiв на залiзницi. Були запропонованi прилади для вимiрювання товщини 
металу у рiзних видах виробничої дiяльностi. Розглянутий iмпедансний метод контролю виробiв пер-
спективних (композитних) конструкцiй. 

Ключовi слова: кришка люка напiввагона, установки для контролю, унiверсальний напiввагон, без-
пека руху поїздiв. 

Постановка проблеми. Основна проблема, 
що виникає при експлуатацiї унiверсальних 
напiввагонiв, це недостатнє забезпечення 
необхiдного рiвня безпеки руху поїздiв i недо-
статнє забезпечення збереження вантажу, який 
перевозиться, що вiдбувається в результатi обриву 
петель, якi тримають кришку люка, зрiзання 
валикiв або випадання останнiх.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. 
Справний стан рухомого складу, що перебуває 
в експлуатацiї – неодмiнна умова його нормаль-
ного змiсту. Правилами технiчної експлуатацiї 
забороняється випускати в експлуатацiю i допус-
кати до прямування в поїздах рухомий склад, 
що має несправностi, що загрожують безпецi 
руху, а також ставити в поїзди вантажнi вагони, 
стан яких не забезпечує збереження вантажiв, 
що перевозяться [1–4]. Вiдповiдальнiсть за 

якiсть виконаного технiчного обслуговування, 
ремонту та безпеку руху вагонiв покладається як 
на працiвникiв, якi безпосередньо здiйснюють 
технiчне обслуговування та ремонт, так i на 
майстрiв, начальникiв заводiв, депо, майсте-
рень, пунктiв пiдготовки вагонiв до перевезень 
та пунктiв технiчного обслуговування. Аналiз 
показав, що безлiч варiантiв конструкцiй [6–7] 
якi застосовуються, не передбачають захисних 
механiзмiв для запобiгання вiдвалюванню кри-
шок люкiв напiввагонiв у переднiй частинi на 
поворотному крiпленнi.

За результатами проведеного аналiзу 
лiтературних джерел [1–7] можна зробити висно-
вок, що питання впровадження засобiв контр-
олю та ремонту типових та композитних кришок 
люкiв напiввагонiв пiсля тривалої експлуатацiї 
придiлено недостатньо уваги.
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Формулювання цiлей статтi. Метою роботи 
є аналiз засобiв контролю та ремонту типових 
i композитних кришок люкiв напiввагонiв. Для 
досягнення поставленої мети, треба виконати ряд 
завдань: 

– визначення та аналiз несправностей розван-
тажувальних пристроїв напiввагонiв;

– типовi та перспективнi (композитнi) 
конструкцiї кришок люкiв;

– розгляд сучасних установок для кришок 
люкiв напiввагонiв на залiзницi;

– прилади для вимiрювання товщини металу 
у рiзних видах виробничої дiяльностi;

– iмпедансний контроль виробiв перспектив-
них (композитних) конструкцiй;

Виклад основного матерiалу. Усi вагони 
пiддаються технiчному обслуговуванню в пунк-
тах пiдготовки вагонiв до перевезень, на станцiях 
формування та розформування поїздiв, а в дорозi – 
на станцiях, передбачених у графiку руху поїздiв. 
Правила технiчної експлуатацiї забороняють 
подачу пiд навантаження вантажiв та посадку 
людей без пред'явлення вагонiв до технiчного 
обслуговування та запису у спецiальному журналi 
про визнання їх придатними. Мета технiчного 
обслуговування та ремонту – пiдтримування 
залiзничних засобiв у технiчно справному станi 
та належному зовнiшньому виглядi, забезпе-

чення надiйностi, економiчностi, безпеки руху та 
екологiчної безпеки.

Визначення та аналiз несправностей розванта-
жувальних пристроїв напiввагонiв

Напiввагони дiляться на унiверсальнi – з розван-
тажувальними люками у пiдлозi та спецiалiзованi – 
з глухим кузовом (без кришок люкiв у пiдлозi та 
з глухими торцевими стiнами). 

В результатi функцiонування кришки люка 
зазначеним образом виникають та розвиваються 
трiщини в її середнiй обв’язцi (рисунок 1).

 
 Рис. 1. Пошкодження бокового обв’язування 

типової конструкцiї кришки люка

Типовi та перспективнi (композитнi) 
конструкцiї кришок люкiв

Типова кришка люка напiввагона (рисунок 2) – це 
складова його кузова. Плоска пiдлога напiввагонiв 
складається iз чотирнадцяти металевих штампо-

Таблиця 1
Перевiрка технiчного стану розвантажувальних пристроїв напiввагонiв

Основнi вузли, що пiдлягають перевiрцi Технiчнi вимоги
Кришка люка напiввагона
1) наявнiсть трiщин i прогинiв;

Ремонт трiщин i пробоїн зваркою повинен вiдновiдати 
дiючим РТМ 32 ЦВ-201 на ремонт вагона зваркою. 
Прогини виправить.

2) злам петель та кронштейнiв; Встановити новi.
3) вiдсутнiсть осей в шкворневих з’єднаннях; Встановити новi.
Механiзм пiдйому кришки люка:
1) вiдсутнiсть торсiона, шплiнта або осi;

Встановити новi.

2) вигин важеля; Виправити.
3) знос осей При зносi осей бiльше 2 мм – замiнити новими.
4) вигин опор, петель. Виправити.

Таблиця 2
Можливi несправностi розвантажувальних пристроїв напiввагонiв та методи їх усунення 

Найменування 
несправностей, зовнiшнi 

прояви та додатковi ознаки
ймовiрна причина Метод усунення

1) Зазор мiж кришками 
люкiв та кузовом. 
Спостерiгається втрата 
вантажу

Деформацiя кришки люка, деформацiя 
верхнiх листiв шкворневих та промiжних 
балок, деформацiя нижньої обв’язки 
бокової стiни, зiгнутий кронштейн кришки 
люка, згин болта закидки.

Виправити деталi; Наварити планки 
товщиною до 10 мм на опорну 
поверхню кронштейна або до 5 мм 
на зуб накидки; Замiна болта.

2) Вiдсутнi зв’язувальнi 
пристрої, скоби 

Перевищення розрахункових навантажень Встановити новi
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ваних люкових кришок. Вiдповiдно, по сiм iз них 
встановлюються симетрично з боку. Вантажi пере-
сипаються з вагона назовнi похилими площинами 
вiдкритої кришки люка. Кут нахилу кришки у верх-
ньому (вiдкритому) положеннi – 330° до горизонталi.

 
Рис. 2. Типова кришка люка з 5-ти мм листа

На рисунку 3 представлено запропоновану 
конструкцiю кришки люка, яка складається 
з двох несiвних гофрованих листiв товщиною по 
3 мм. При цьому гофри верхнього та нижнього 
листiв направленi в протилежнi сторони. Вузли 
крiплення залишаються типовими.

 
Рис. 3. Кришка люка з двох листiв по 3 мм 

(просторова модель)

Розглянемо полiматерiальне (композитне) 
каркасне виконання кришки люка (рису-
нок 4) напiввагона з мiжлистовим Ш-подiбним 
обв’язуванням зi стандартним крiпленням:

– полотно кришки люка виконується з верх-
нього та нижнього листiв, простiр мiж якими запо-
внений пружною (пружно-в'язкою) речовиною; 

 
                      а)                                        б) 

Рис. 4. Полiматерiальне каркасне виконання 
кришки люка напiввагона з мiжлистовим 

ш-подiбним обв’язуванням
а) вид зверху; б) розмiщення пружного елементу  

у кришцi люка

Сучаснi установки для кришок люкiв 
напiввагонiв на залiзницi

Розглянемо мобiльну установку контролю та 
замiни люкiв напiввагонiв (рисунок 5) мiстить 
малогабаритне гусеничне шасi з гiдроприводом, 
встановлену на ньому платформу з рухомою 
кареткою та поворотною стiйкою, що має 
шарнiрно закрiплену спрямовуючу, встанов-
лену з можливiстю повертатися (пiднiматися та 
опускатися) на осi у вертикальнiй площинi. На 
направляючiй у спецiальних кишенях встанов-
лено захоплення для зняття та встановлення люка, 
а на трубах двигуна виконанi бобишки, на якi вста-
новлюється з наступною фiксацiєю захоплення. 
Досягається пiдвищення зручностi експлуатацiї, 
маневреностi, прохiдностi мобiльної установки.

 
Рис. 5. Мобiльна установка правки  

та замiни люкiв напiввагонiв

Машина на самохiдному шасi з комплектом 
силових пристроїв, що здiйснює безвiдчiпний 
ремонт рухомого залiзничного складу. Основне 
призначення пристрою – правка та замiна люкiв 
напiввагону. Установка також забезпечує зняття та 
встановлення автозчеплення вагона, обладнання, 
вузлiв та механiзмiв, розташованих пiд рамою 
вагона, пiдйом та подачу деталей у важкодоступнi 
мiсця при монтажних та демонтажних роботах. 
Також є даний засiб з колiсним шасi, який має 
недостатню прохiднiсть. 

Рiзноманiтнi стенди, сукупнiсть систем та 
сучасного обладнання, зможуть знизити участь 
людського фактора у процесi виробництва 
продукцiї. Такi механiзми дозволяють значною 
мiрою прискорити виробничi процеси i полiпшити 
якiсть конструкцiй i деталей, що випускаються, 
знижуючи до мiнiмуму можливiсть браку або 
припущення помилок.

Прилади для вимiрювання товщини металу 
у рiзних видах виробничої дiяльностi

Для визначення товщини матерiалу або 
покриття використовують спецiальний при-
лад – товщиномiр. Сфера застосування коли 
наприклад, критично важливо знати ступiнь шару 
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iржi для багатьох типiв обладнання та транспорту, 
шпаклiвки, ґрунтовки та фарбуючого складу – 
у будiвельно-монтажнiй областi. 

Ультразвуковий товщиномiр PocketMIKE 
(Нiмеччина) (рисунок 6) портативний однока-
нальний прилад який використовується для руч-
ного вимiрювання товщини виробiв з металiв та 
сплавiв, залишкової товщини стiнок у мiсцях, що 
пiддаються корозiйному або ерозiйному зносу. 
Дiапазон вимiрювань по сталi от 1,0 до 250 мм.

 

Рис. 6. Ультразвуковий товщиномiр PocketMIKE

Вихрострумовий товщиномiр (рисунок 7) –  
високоточний сучасний прилад, призначе-
ний для визначення товщини покриття на 
металевiй струмопровiднiй основi. Даний при-
лад призначений для визначення товщини 
покриття дiелектричних та анодних покриттiв 
на магнiтних металах, наприклад: алюмiнiї, мiдi, 
латунi, немагнiтної сталi. Приклад: вихростру-
мовий товщиномiр Sedge-42 призначений для 
вимiрювання товщини виробiв з неферомагнiтних 
металiв у дiапазонi товщин: вiд 1 до 2000 мкм.

 

Рис. 7. Вихрострумовий товщиномiр Sedge-42

Пристрiй даного виду високоточний на виро-
бах з мiдi та алюмiнiю, ним можна вимiрювати 
металевi об'єкти, на якi не реагують магнiтнi 
моделi.

За допомогою товщиномiра можна без 
будь-яких дорогих експертиз зробити швидку 
дiагностику автомобiля на предмет вiдновлення 
вм'ятин пiсля аварiї, а також перефарбованi фраг-
менти кузова, якi могли зазнати корозiї. 

Контроль виробiв перспективних (композит-
них) конструкцiй. 

Iмпедансний метод контролю заснований на 
вимiрi сили реакцiї, що прикладається до датчика 
об’єктом контролю. Даний метод доцiльно засто-
совувати для контролю якостi покриття робочих 
поверхонь деталей. Схема роботи iмпедансного 
методу показана на рисунку 8.

 

Рис. 8. Схема роботи  
iмпедансного методу контролю
(1 – генератор; 2 – випромiнювач;  

3 – объект контролю; 4 – приймач; 5 – пiдсилювач;  
6 – блок обробки iнформацiї з iндикатором)

Акустичний iмпедансний дефектоскоп 
IД-92НМ (рисунок 9) призначений для акустич-
ного контролю виробiв з композитних та iнших 
матерiалiв з великим загасанням за допомогою 
iмпедансного методу та методу вiльних коливань, 
на предмет визначення розшарування, непро-
клею, внутрiшнiх дефектiв у виробах iз шару-
ватих пластикiв, композитних та стiльникових 
матерiалiв. Мiнiмальний розмiр дефекту 5 мм (у 
виробах з композицiйних матерiалiв сумiщеним 
перетворювачем). 

 
Рис. 9. Акустичний iмпедансний дефектоскоп 

Iд-92НМ

Акустичний iмпедансний метод є найбiльш 
поширеним засобом неруйнiвного контр-
олю з'єднань у багатошарових конструкцiях та 
виробiв iз шаруватих пластикiв. Акустичний 
дефектоскоп дозволяє пiдключати будь-які типи 
імпедансних (сумiщенi, роздiльно-сумiщенi) i 
ударних (з п'єзоелементами або мiкрофоном) 
перетворювачiв.

Максимальна глибина виявлення дефекту 
у виробах iз композицiйних матерiалiв роздiльно-
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сумiсним перетворювачем – 13 мм (у конструкцiях 
iз алюмiнiєвих сплавiв до 3 мм). Поєднаним пере-
творювачем – 4 мм (1,5 мм).

Висновки. Нами були розглянутi елементи кузова 
напiввагона. Типовi та перспективнi (композитнi) 
конструкцiї кришок люкiв. Розглянуто обв’язування 
кришки гнутим листом товщиною 5 мм заповненим 
пружною (пружно-в'язкою) речовиною.

Похибка – важливий параметр пристроїв для 
вимiрювання товщини покриття. Мiнiмальну 
цифру показують ультразвуковi моделi – до 1%, 
решта – до 3%. Ультрозвукова модель PocketMIKE 
(Нiмеччина) дiапазон вимiрювань по сталi от 1,0 
до 250 мм. 

Сучаснi цифровi прилади мають опцiю збере-
ження вимiрювань у пам'ятi, працювати з ними 
дуже легко завдяки компактностi та простотi 
управлiння. Також можна зробити висновок, що 
використання товщиномiрiв можна широко засто-
совувати на залiзницi.

Низькочастотнi (імпедансні) акустичнi методи 
призначенi для контролю з'єднань у багатоша-
рових конструкцiях та виробах iз шаруватих 
пластикiв. Iмпеданснi дефектоскопи визнача-
ються чутливiстю перетворювача. Мiнiмальний 
розмiр дефекту, що виявляється, у виробах 
з композицiйних матерiалiв сумiщеним перетво-
рювачем – 5 мм.
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Fomin O.V., Kozynka O.S. FuNDS OF CONTrOL OF TYPICAL AND COMPOSITE HATCH 
COVErS OF GONDOLAS

This article is devoted to means of control of typical and composite hatch covers of gondolas, issues of improving 
the quality of maintenance of freight wagons, namely unloading devices of gondolas. A set of operations must 
be performed to ensure the safety of train travel, the safety of cargo and their timely delivery to their intended 
destination. Overloading of gondolas can affect the technical condition of the rolling stock and safety on the railways, 
it is necessary to monitor the condition of the unloading mechanisms and hatch covers of gondolas. The need for 
overloading and inspection of cargo on the way is a consequence of violation of loading rules, careless inspection of 
wagons in technical condition. Cargo is overloaded, as a rule, when the further passage of the wagon threatens the 
safety of traffic and may lead to loss, spoilage or damage to the cargo, and it is impossible to correct the situation 
without unloading. This article examines the means of controlling typical and composite manhole covers of gondolas, 
which will prevent the possible loss of bulk cargoes and increase the level of train traffic safety. Gondolas must be 
equipped with steps and handrails necessary for safe operation, as well as external and internal stairs. Inspection 
of the technical condition of unloading devices of gondolas should be monitored and checked. Malfunctions of 
unloading hatches of gondolas were determined and analyzed. Wagons must be suitable for the transportation of 
this cargo. Malfunctions of unloading devices of gondolas and methods of their elimination. A properly assembled 
manhole cover mechanism should be lifted by the efforts of one person. Typical and perspective (composite) designs 
of manhole covers were also considered. The article examines modern installations for manhole covers of gondolas 
on the railway. Devices for measuring the thickness of metal in various types of production activities were proposed. 
The impedance method of monitoring products of promising (composite) structures is considered.

Key words: gondolas hatch cover, control devices, universal gondola, safety of train movement.
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ПРОПОЗИцІЇ ЩОдО ОБлАдНАННя дІляНКИ ОБСлУгОВУВАННя 
ТА РЕМОНТУ ПАлИВНОЇ АПАРАТУРИ дИЗЕльНИх дВИгУНІВ 
СУЧАСНИМ УСТАТКУВАННяМ

У статті проаналізовано основні підходи до існуючих методів діагностики та ремонту паливної 
системи дизельних двигунів, адже до 70% відмов дизельних двигунів припадає на паливну апаратуру. 
Аналіз наукової літератури дозволив нам систематизувати інформацію з даної проблематики та наго-
лосити, що найбільш ефективними можна вважати такі методи, що не потребують розбирання, а 
найбільш точну оцінку технічного стану ПА можна дати з використанням методу діагностування за 
параметрами робочих процесів. Виходити з цього, пріоритетними можна вважати роботи, що спря-
мовані на створення технічних засобів діагностування, які забезпечують отримання точної інформа-
ції про фактичний технічний стан об’єкту діагностування без його розбору. Діагностичні системи 
доцільно створювати з урахуванням модульної основи, оскільки з’являється можливість створювати 
додаткові функції і можливості діагностування шляхом впровадження в систему.

Систематизовано можливі несправності за візуальними симптомами роботи двигуна та запропо-
новано шляхи їх усунення. Підтримано думку попередніх науковців стосовно значній ролі якості палива 
в коректній роботі двигуна. Наведено найбільш вагому негативні наслідки для паливної системи від 
неякісного дизелю. Дано характеристику найбільш поширеним стендам для діагностики паливної сис-
теми дизельного двигуна. Сказано, що при діагностуванні нерівномірності роботи циліндрів дизеля 
на усталених режимах його роботи використовується метод ідентифікації. Так як нерівномірність 
роботи циліндрів може бути викликана не тільки порушенням роботи паливної системи, але і техніч-
ним станом двигуна в цілому, для теоретичного обґрунтування діагностичних параметрів і змінних в 
алгоритмі цього методу використовуються відомі залежності динамічного розрахунку двигуна.

Описано технічні характеристики альтернативних стендів для обслуговування та ремонту палив-
ної апаратури дизельних двигунів.

Ключові слова: несправності дизеля, закоксування, цетанове число, стенд діагностики, дизельні 
форсунки, М–107-CR, EC–700, DIESEL TECH DS2–11.

Постановка проблеми. Паливна система 
сучасного дизельного двигуна являє собою цілий 
комплекс складних за будовою пристроїв. Осно-
вне її завдання полягає в подачі певної кількості 
палива в заданий момент, із заданим тиском 
і якістю розпилу. Від параметрів подачі палива 
залежать такі показники дизельних двигунів, як 
ефективна потужність, питома ефективна витрата 
палива, склад відпрацьованих газів [8, с. 101]. 
Серед відомих використовуваних систем та 
дизельних двигунів автотранспортних засобів 
найбільш поширеною є система розділеного типу 
з багатоплунжерним паливним насосом високого 
тиску (ПНВТ), а способи його діагностування 
є трудомісткими, вимагають часткової розбирання 
та мають недостатню точність [6, с. 179].

Технічна діагностика дизельних двигунів вну-
трішнього згоряння спрямована на визначення 
технічного стану механізмів, функціональних 
систем і робочих процесів в дизельних двигунах 

в умовах експлуатації. Для цього застосовуються 
засоби діагностування, за допомогою яких здій-
снюється контроль і пошук несправностей в меха-
нізмах і системах двигунів.

Аналіз останніх досліджень і публіка-
цій. Значний вклад у фундаментальні розробки 
методів діагностики стану дизельних дви-
гунів внесли вітчизняні та закордонні вчені:  
Манаков А.Л., Колобов К.С., Крашенінніков С.В.,  
Ядрошніков О.В., Бабанін О.Б., Буряк М.

Постановка завдання. Розробити пропози-
ції щодо обладнання ділянки обслуговування та 
ремонту паливної апаратури дизельних двигунів 
сучасним устаткуванням.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
У математичних моделях, що характеризують 
роботу паливних насосів високого тиску (ПНВТ) 
використовується велика кількість параметрів, що 
істотно впливають на якісну динаміку зміни зна-
чень тисків дизельного палива. Однак, у матеріа-
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лах раніше опублікованих статей не розглядаються 
питання оцінки ступеня кількісного впливу, показ-
ників та функцій чутливості зміни параметрів мате-
матичних моделей на результати моделювання, 
відсутні рекомендації щодо ступеня чутливості та 
значущості кожного з параметрів [3, с. 51].

Для більш точного діагностування палив-
ної апаратури дизеля доцільно використовувати 
кілька методів діагностування. Це дозволить зни-
зити частку помилок при постановці діагнозу 
і знизити витрати на експлуатацію автомобільної 
техніки за допомогою скорочення трудомісткості 
технічного обслуговування і ремонту.

Порушення параметрів подачі палива призво-
дить до перегріву деталей циліндро-поршневої 
групи і клапанів, їх закоксовування і підвище-
ного зносу. В результаті цього значно знижується 
ресурс двигуна, що призводить до необхідності 
його капітального ремонту або заміни. Наведені 
вище два варіанти є дорогими [2, с. 430].

Збільшення робочого ресурсу двигуна до капі-
тального ремонту або списання можна збільшити 
якісним і своєчасним технічним обслуговуван-
ням, а також розумною експлуатацією. В даному 
дослідженні проведемо аналіз найбільш ефектив-
ного устаткування для двигунів вантажних авто-
мобілів (ЯМЗ–238Д, TATA 697NA, Hyundai HD 78 
ХД78, Двигун Д–245).

На даний час достовірною є показник, що 
до 70% відмов дизельних двигунів припадає на 
паливну апаратуру. Проведений аналіз науко-
вої літератури засвідчив, що дизельний автомо-
біль великої вантажопідйомності при пробігу 
30–40 тисяч км на рік перевитратить в серед-
ньому 2–3 тони палива і збільшить викид в атмос-
феру шкідливих компонентів: окису вуглецю на 
100–150 кг, незгорілих вуглеводнів – на 30–50 кг 
[1, с. 32]. При своєчасній діагностиці та техніч-
ному обслуговуванні паливної системи можливо 
знизити паливні втрати на 30–40% і продовжити 
термін служби дизельного двигуна на 15–20%.

Знос елементів паливної апаратури призводить 
до порушення теплового режиму роботи двигуна. 
Своєчасне технічне обслуговування, регулювання 
і ремонт паливної апаратури дизелів відновлює 
параметри вприскування палива і продовжує 
надійну і безвідмовну роботу дизельного двигуна.

Контроль роботи фільтрів попередньої і тонкої 
очистки палива полягають в промиванні фільтру-
ючих елементів при ТО–1 і заміні їх при вико-
нанні операцій ТО–2. Засмічення очищувача пові-
тря призводить до зниження потужності двигуна 
і перевитрат палива. Очисник повітря перевіря-
ють при роботі на запилених дорогах при ТО–1, 
в умовах зимового періоду при ТО–2. Основні 
несправності та порушення нормальної роботи 

Таблиця 1
Приблизний перелік операцій і періодичність технічного обслуговування 

паливної системи дизельних двигунів
Зовнішні ознаки несправності Можлива причина несправності Спосіб усунення

Утруднений пуск і нестійка робота 
двигуна

Порушення герметичності паливної 
системи

Перевірити герметичність, при 
порушенні усунути

Двигун працює нерівномірно, 
глухне або не розвиває достатньої 
потужності

Засмічення фільтруючих елементів 
паливних фільтрів

Промити або замінити фільтруючі 
елементи

Двигун глухне, не розвиває 
достатньої частоти обертання 
колінчастого валу

Відмова в роботі паливного насоса Зняти і розібрати насос, при 
необхідності замінити деталі

Двигун не розвиває необхідної 
потужності, димний випуск

Закоксовування деталей КШМ і 
ГРМ

Перевірити та прочистити

Утруднений пуск і нерівномірна 
робота двигуна

Порушення нормальної роботи 
форсунок

Зняти форсунки і перевірити на 
приладі

Нерівномірна і «жорстка» робота 
двигуна, випуск диму чорного 
кольору

Порушення кута випередження 
уприскування палива

Перевірити і відрегулювати 
установку кута випередження 
упорскування

Нерівномірна робота двигуна зі 
стуками і димним випуском

Порушення регулювання ПНВТ Перевірити і відрегулювати 
рівномірність подачі палива в 
циліндри

Двигун надмірно збільшує частоту 
обертання, йде " рознос»

Порушення роботи регулятора Перевірити і відрегулювати 
регулятор або відремонтувати

Двигун не розвиває потужності Забруднення очищувача повітря Промити або замінити фільтруючий 
елемент

Джерело: Результати власних досліджень
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паливної системи дизельного двигуна були нами 
систематизовані у вигляді табл. 1.

Таким чином, найважливішим правилом екс-
плуатації є застосування якісного палива, яке 
істотно впливає на роботу паливної апаратури. 
А від якості роботи паливної апаратури залежать 
потужності і економічні показники двигуна.

Сучасні високофорсовані дизелі в більшій мірі 
схильні до сульфідної корозії, ніж двигуни ста-
рих конструкцій. При роботі сучасного дизеля 
на паливі, що містить підвищений вміст сірки, 
утворюється значно більше твердого і щільного 
нагару. Підвищений вміст сірки також помітно 
збільшує знос двигуна і паливної апаратури через 
сульфідну корозію, корозійний знос і швидке 
окиснення масла [10, с. 92]. Тому в моторному 
маслі для сучасних дизелів збільшений вміст оми-
ваючих і диспергуючих присадок. А швидке окис-
нення масла при роботі на високосірчистих пали-
вах вимагає його більш частої заміни. Тому саме 
через це термін заміни масла для умов України 
рекомендується скорочувати вдвічі в порівнянні 
з європейськими інструкціями [9, с. 139].

Наприклад, застосування палива з низьким цета-
новим числом призводить до збільшеного періоду 
затримки або запізнювання самозаймання. У цьому 
випадку в камері згоряння накопичується велика 
кількість палива, яка потім миттєво згорає (вибухове 
горіння). При таких умовах тиск в циліндрі нарос-
тає стрибкоподібно, відбувається жорстка робота 
дизеля (чується металевий стукіт), внаслідок цього 
відбувається велике навантаження на корінні під-
шипники, підвищується їх знос і більш швидкий 
вихід з ладу. Крім того збільшується витрата палива 
і димність відпрацьованих газів [12, с. 147].

Майже всі сучасні дизельні двигуни оснащені 
складними системами дизельного уприскування 
з електронним управлінням. У випадку несправ-
ності таких дизельних систем провести якісну 
діагностику і подальший ремонт без спеціального 
професійного обладнання неможливо. Попере-
дня комп’ютерна діагностика дизельного двигуна 
дозволяє перевірити параметри роботи дизель-
ної системи безпосередньо на двигуні. Дизель-
ний стенд для діагностики дизельних форсунок 
і дизельних ПНВТ імітує роботу дизельного дви-
гуна в різних режимах, для кожного типу дизель-
них форсунок і дизельних ПНВТ існує своя про-
грама, яка дозволяє контролювати відповідність 
параметрів роботи дизельної апаратури закладе-
них заводом виробником [11, с. 415].

Перш ніж виконати ремонт дизельної фор-
сунки або дизельного ПНВТ, необхідно визна-

чити характер несправності, і чи пов’язана взагалі 
погана робота двигуна з несправністю дизельної 
форсунки або дизельного ПНВТ.

Для діагностування паливної системи інстру-
ментальними методами використовується кілька 
алгоритмів оцінки відмов. Найбільш простим 
є метод порівняння, який заснований на порів-
нянні значень контрольованих змінних, що харак-
теризують реакції діагнозованої підсистеми 
дизеля і значень еталонних змінних, отриманих за 
діагностичними моделями цієї системи на задані 
тестові сигнали і «еталонного» об’єктів [4, с. 47].

При діагностуванні нерівномірності роботи 
циліндрів дизеля на усталених режимах його 
роботи використовується метод ідентифікації. Так 
як нерівномірність роботи циліндрів може бути 
викликана не тільки порушенням роботи паливної 
системи, але і технічним станом двигуна в цілому, 
для теоретичного обґрунтування діагностичних 
параметрів і змінних в алгоритмі цього методу 
використовуються відомі залежності динамічного 
розрахунку двигуна.

Ремонт дизельних форсунок і дизельного 
ПНВТ відбувається наступним чином: з ураху-
ванням отриманих даних з діагностичного стенду 
проводиться повне розбирання і дефектовка вну-
трішніх деталей дизельних форсунок або дизель-
ного ПНВТ, за допомогою спеціальних висо-
коточних приладів, оцінюється ступінь зносу 
внутрішніх деталей і за результатами оцінки скла-
дається план заміни зношених деталей. Зношені 
деталі замінюються новими. Ремонт дизельних 
форсунок і ремонт дизельних ПНВТ закінчується 
складанням, регулюванням і повторною діагнос-
тикою на стенді [5, с. 59].

В якості прикладу можна вказати несправність, 
коли в результаті роботи дизельної форсунки на 
дизельному паливі низької якості, через наявні 
абразивні мікрочастинки в паливі сильно зно-
шується кульковий керуючий клапан і посадочне 
місце клапана у втулці поршня. Внаслідок цього, 
порушується герметичність кулькового клапана 
і частина дизельного палива перетікає у великій 
кількості з контуру високого тиску в зворотний 
контур, так як при холодному запуску дизельного 
двигуна з системою дизельного уприскування 
тиску в паливній рампі потрібно більше, ніж при 
запуску прогрітого двигуна, то через скидання 
тиску через негерметичні кулькові клапани при 
провертанні стартером продуктивності ПНВТ 
може не вистачити і двигун не заведеться.

Ремонт дизельної форсунки з такою несправ-
ністю в кілька разів дешевше нової форсунки. 
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Інша поширена несправність, в процесі експлу-
атації дизельного двигуна на дизельному паливі 
низького якості є закоксування або оплавлення 
дюзи, розбризкування дизельного палива погір-
шується і знижується процес горіння дизельного 
палива в циліндрі, в результаті чого потужність 
дизельного двигуна знижується, витрата палива 
збільшується, двигун не рівно працює і димить. 
Ремонт дизельної форсунки в цьому випадку зво-
дитися до заміни розпилювача [7, с. 57].

Серед сучасного обладнання, яке доцільно 
використовувати для ділянки обслуговування та 
ремонту паливної апаратури дизельних двигу-
нів можна назвати такі комплектуючі стенду для 

обслуговування дизельних інжекторів DIESEL 
TECH DS2–11, шо включає: – вбудовану панель 
управління РК-дисплеєм, в якому покрокові робочі 
інструкції виводяться на дисплей; – напівавтома-
тичний і ручний режими тестування; – діагнос-
тику електричних ланцюгів інжекторів (актив-
ного електроопору); – вакуумне очищення камери 
розпилення від парів тестової рідини; – функція 
захисту інжекторів в процесі тестування.

Серед відомих виробників інжекторів, з якими 
працюють стенди можна назвати Bosch, Delphi, 
Denso, Siemens CR, Cummins, CAT, Detroit Diesel, 
John Deere, Scania, Volvo, Iveco, VW, Mercedes 
Actros / Atego / Mack.

Таблиця 2
Технічні характеристики альтернативних стендів для обслуговування та ремонту паливної 

апаратури дизельних двигунів
№ Назва стенду Основні технічні характеристики

1 Стенд для 
обслуговування 
дизельний інжекторів 
DIESEL TECH 
DS2–11

Частота вприскувань 30–6000 імп. / Січ. (з кроком 10).
Ширина імпульсу уприскування 200–200000 мсек (з кроком 100).
Налаштування часу тестування 5–60.000 сек.
Налаштування напруги управління інжекторами 1–150 В.
Налаштування струму відкривання / утримання 1–35 А.
Вимірювання об’єму 5–130 мл.
Споживана потужність 250 Вт.
Електроживлення, 100–250 / 50–60 В / Гц.
Робочий тиск повітря 3–10 бар.
Середній/максимальний витрата повітря 350 / 700 л/хв.
Розміри 605х702х1015 мм.
Вага 67 кг.

2 Стенд М–107-CR для
повної діагностики
форсунок дизелів

Діапазон відтворюваного тиску, 0... 40 (0... 400) МПа (кгс/см2).
Ємність для палива 2 л.
Подача палива 1200 мм 3 / цикл.
Габаритні розміри 480х456х716 мм.
Маса 25 кг.

3 Стенд для перевірки
дизельних форсунок
EC–700 / 2

Робочий тиск 0–1800 бар.
Температура 20–150 °C.
Терморегулювання 40 °C.
Кількість одночасно тестованих форсунок: 2.
Електронна вимірювальна система 4 канали.
Межа вимірювання 0–300 мл.
Точність вимірювання 0,1%.
Крок вимірювання 0,1 мл.
Калібрувальне масло ISO 4113.
Продуктивність 0,1–5 л/хв.
Електроживлення 380В / 50Гц.
Габаритні розміри 1800х800х1700 мм.
Вага 680 кг.

4 Стенд для 
випробування і 
регулювання ПНВТ з
цифровим дисплеєм
12PSDB

Потужність двигуна 5,5 кВт.
Обороти двигуна 1440 об/хв.
Кількість тестованих секцій 12.
Висота від настановної плити до центру вихідного валу 125 мм.
Висота робочого столу 940 мм.
Ємність малих колб 45 мл.
Ємність великих колб 150 мл.
Ємність паливного бака 60 л.
Габаритні розміри 1820 х1010х1800мм.
Вага стенду 1000 кг.



Том 34 (73) № 1 2023326

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: Технічні науки

Підсвічена вбудованими світлодіодами висо-
кої яскравості, камера розпилення дає можливість 
чітко розглянути форму факела з метою діагнос-
тики неправильної форми факела, витоку і пошко-
дження інжекторів.

У комплект поставки стенду для обслугову-
вання та ремонту паливної апаратури дизель-
них двигунів сучасним устаткуванням вхо-
дить: – комплект адаптерів, фітингів і електричних 
з’єднувачів для установки широкого ряду інжек-
торів систем CRI / MDI (адаптери для інжекторів 
CRIN – опція); – напівавтоматична ультразвукова 
(42 кГц) ванна з електронним контролем піді-
гріву; – шланги високого і низького тиску; – змінні 
фільтри для тестової (2 мкм) і очищаючих (8 мкм) 
рідин; – резервуари для тестової (4 л) і очищаю-
чих рідин (2.5 л).

Стенд М–107-CR для повної діагностики 
форсунок дизелів необхідний для випробування 
і регулювання дизельних форсунок і дизельних 
інжекторів системи Common Rail: електромагніт-
них BOSCH, Denso, DELPHY і п’єзоелектричних 
BOSCH, Denso, SIEMENS, знятих з двигуна. На 
стенді є пряма паливна магістраль для перевірки 
вібрації голки і звукових характеристик розпилю-
вача. Вимірювання проводяться по стрілочному 
манометру.

В якості альтернативних стендів для обслуго-
вування та ремонту паливної апаратури дизель-
них двигунів наведемо такі стенди, характерис-
тики яких є в табл. 2.

Для перевірки дизельних форсунок системи 
Common Rail в стенд вбудований модулятор сиг-

налів. У комплект поставки модулятора сигналів 
входить 3 кабелі з прозорою ізоляцією для електро-
магнітних інжекторів – з роз’ємами для BOSCH, 
DELPHI і вантажних інжекторів, і два кабелі для 
п’єзоелектричних інжекторів – кабель з червоною 
ізоляцією для п’єзо інжекторів SIEMENS і кабель 
з червоною ізоляцією і червоними мітками для 
п’єзо інжекторів BOSCH.

Стенд для перевірки дизельних форсунок 
EC–700 / 2 дозволяє виконувати повний комплекс 
робіт, пов’язаних з ремонтом дизельних форсу-
нок. Стенд оснащений потужним асинхронним 
двигуном потужністю 7,5 кВт. Діапазон робочого 
тиску апарату від 50 до 1800 бар дозволяє прово-
дити роботи як з легковими, так і з вантажними 
автомобілями. Електронні датчики, якими осна-
щена дана модель, дозволяють вимірювати кіль-
кість подається і повертається в зворотну магі-
страль палива. Тестування форсунки виконується 
в повністю автоматизованому режимі, а резуль-
тати виводяться на екран і можуть бути роздруко-
вані на принтері.

Слід також зауважити, що на сьогоднішній 
день популярністю користуються наступні моделі 
стендів діагностування й очищення дизельних 
форсунок: FOCUS-DIESEL, Bosch DCI 700, Force 
905G13.

Тестер тиску паливної системи є універсаль-
ним та достатньо популярним діагностичним 
приладом. Найбільш популярними моделями 
є пневмотестер для дизелів 938G1 Force.

Висновки. Проаналізовано основні підходи до 
існуючих методів діагностики та ремонту палив-

№ Назва стенду Основні технічні характеристики
5 Стенд для 

випробування і 
регулювання ПНВТ -
12PSDB75E

Потужність двигуна 7,5 кВт.
Обороти двигуна 1500 об/хв.
Кількість тестованих секцій 12.
Висота від настановної плити до центру вихідного валу 125.
Висота робочого столу 960 мм.
Ємність малих колб 50 мл.
Ємність великих колб 160 мл.
Ємність паливного бака 65 л.
Габаритні розміри 1850х1020х1820.
Вага стенду 10 кг.

6 Стенд СДМ–8–3,7 
для
випробування, 
регулювання
і ремонту ПНВТ

Частоти обертання приводного валу, 50–3000 хв – 1.
Відліку числа обертів, 1–9999 об.
Відліку числа 1–9999 циклів.
Частоти обертання приводного валу в інтервалі від 70 до 800 хв – 1.
Тиск палива насоса ПНВТ 0–0, 6 МПа.
Ємність паливного бака 38 л.
Харчування 380 В.
Габаритні розміри 1400х540х1740 мм.
Вага 800 кг

Джерело: Результати власних досліджень

Продовження таблиці 2
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ної системи дизельних двигунів. Систематизо-
вано можливі несправності за візуальними симп-
томами роботи двигуна та запропоновано шляхи 
їх усунення. Наведено найбільш вагому негативні 
наслідки для паливної системи від неякісного 
дизелю. Дано характеристику найбільш пошире-
ним стендам для діагностики паливної системи 

дизельного двигуна. Описано технічні характе-
ристики альтернативних стендів для обслугову-
вання та ремонту паливної апаратури дизельних 
двигунів. Даними стендами пропонується облад-
нання ділянки обслуговування та ремонту палив-
ної апаратури дизельних двигунів в приміщеннях 
пунктів технічного обслуговування і ремонту.

Список літератури:
1. Бабанін О. Б., Буцький О. В. Аналіз методів діагностування паливної апаратури дизелів // Збірник 

наукових праць УкрДУЗТ, 2017, вип. 168. C. 31–37.
2. Бернштейн А. І., Чередник А. Г. проблеми технічної експлуатації паливної апаратури дизельних 

двигунів автомобілів // Міжнародний журнал прикладних і фундаментальних досліджень. 2015. № 8–3. 
С. 429–432.

3. Колобов К. С. Розробка методики експрес-діагностування дизеля // К. С. Колобов / LXXIII наукова 
конференція професорсько-викладацького складу, аспірантів, студентів та співробітників відокремлених 
структурних підрозділів університету. К.: НТУ, 2017. С. 51.

4. Колобов К. С. Програмований технологічний процес експрес-діагностування дизеля // LXXIV нау-
кова конференція професорсько-викладацького складу, співробітників відокремлених структурних підроз-
ділів університету. К.: НТУ, 2018. С. 47.

5. Крашенінніков С. В. Сучасні підходи до діагностування дизельних двигунів внутрішнього зго-
ряння // Вісник Новосибірського державного педагогічного університету. 2013. № 2 (13). С. 58–69.

6. Манаков А. Л. Використання внутрішньоциклових параметрів обертання колінчатого вала для 
оцінки технічного стану двигунів внутрішнього згоряння // Наукові проблеми транспорту. 2014. № 3. 
С. 178–182.

7. Методи нерозбірного діагностування дизелів при експлуатації рухомого складу // Вісн. Дніпропетр. 
нац. ун-ту залізн. трансп. ім. акад. В. Лазаряна. Дніпропетровськ, 2012. Вип. 41. С. 56–60.

8. Огневий В.О. Технологічне обладнання для обслуговування та ремонту автомобілів. Вінниця: 
ВНТУ, 2021 121 с.

9. Розум Р., Буряк М. Методологія діагностування автомобільних дизельних двигунів // Сучасні техно-
логії в машинобудуванні та транспорті. 2022. № 1 (18), 138–142.

10.  Тригуб О. А. Технологічне обладнання для обслуговування та ремонту автомобілів: навч. посіб. 
[Електронний ресурс]. Черкаси: ЧДТУ, 2021. 187 с.

11.  Ядрошніков О. В. Управління технічним станом парків транспортних і технологічних машин на 
основі діагностування // Прогресивні технології в транспортних системах. 2015. С. 415–421.

12.  Rozum R. I., Shevchuk O. S., Prohnii P. B. Optimization of working processes of internal combustion 
engines with the purpose of improving their environmentality. Modern engineering and innovative technologies. 
Sergeieva&Co Karlsruhe (Germany) 2022. Issue 19. Part 1. P. 147–150.

Chernenko P.V. PrOPOSALS FOr EquIPMENT OF THE MAINTENANCE AND rEPAIr SITE 
OF DIESEL ENGINE FuEL EquIPMENT wITH MODErN EquIPMENT

The article analyzes the main approaches to the existing methods of diagnosis and repair of the fuel system 
of diesel engines, because up to 70% of diesel engine failures are due to the fuel equipment. The analysis of 
the scientific literature allowed us to systematize information on this issue and to emphasize that the methods 
that do not require disassembly, can be considered as the most effective, and the most accurate assessment 
of the technical condition of the PA can be given using the method of diagnosis based on the parameters of 
work processes. Proceeding from this, priority can be given to works aimed at creating technical means of 
diagnosis, which ensure obtaining accurate information about the actual technical condition of the object of 
diagnosis without its analysis. It is advisable to create diagnostic systems taking into account the modular 
basis, as it becomes possible to create additional functions and diagnostic capabilities by introducing them 
into the system.

Possible malfunctions based on visual symptoms of engine operation are systematized, and ways to eliminate 
them are proposed. The opinion of previous scientists regarding the significant role of fuel quality in the correct 
operation of the engine is supported. The most significant negative consequences for the fuel system from low-
quality diesel are given. The characteristics of the most common stands for diagnosing the fuel system of a 
diesel engine are given. It is said that the identification method is used to diagnose uneven operation of diesel 
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cylinders at established operating modes. Since uneven operation of the cylinders can be caused not only by a 
malfunction of the fuel system, but also by the technical condition of the engine as a whole, for the theoretical 
justification of the diagnostic parameters and variables in the algorithm of this method, known dependencies 
of the dynamic calculation of the engine are used.

Technical characteristics of alternative stands for maintenance and repair of fuel equipment of diesel 
engines are described.

Key words: diesel malfunctions, coking, cetane number, diagnostic stand, diesel injectors, M–107-CR, 
EC–700, DIESEL TECH DS2–11.
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ВИЗНАЧЕННя ТРАНСПОРТНИх І МИТНИх РИЗИКІВ 
У МІЖНАРОдНИх ВАНТАЖНИх ПЕРЕВЕЗЕННях 
МЕТОдОМ ЕКСПЕРТНИх ОцІНОК

Транспорті і митні ризики формується із низки економічних ризиків різних учасників зовнішньое-
кономічної діяльності. Зокрема у міжнародному постачанні товарів, зазвичай, беруть участь вироб-
ник товару, експортер, перевізник, імпортер, яким притаманний свій спектр економічних ризиків. До 
основних джерел та сфер виникнення митних ризиків потрібно зараховувати: митний режим, харак-
тер порушення, мета порушення (умисел), вид товару, стосовно якого може бути вчинене порушення. 
Зокрема за митним режимом ризики виникають при: імпорті, реімпорті, експорті, реекспорті, тран-
зиті, тимчасовому ввезенні (вивезенні), на митному складі, у спеціальній митній зоні, магазині без-
митної торгівлі, при переробці на митній території України, переробці за межами митної території 
України, знищенні або руйнуванні, відмові на користь держави.

Задачею аналізу взаємозв’язку порушення функцій системи з виникненням ситуацій, що загрожу-
ють виникненням ризиків, є встановлення функціональних зв’язків між станом елемен тів системи та 
параметрами споживачів, а також можливими ситуаціями, які мо жуть виникати у разі реалізації 
загроз виникнення ризику.

Для розрахунку кількісного значення ризиків необхідні дослідження, пов’язані з експертною оцінкою 
кожного етапу доставки окремо, що тягне за собою велику кількість розрахунків. Визначення ваги 
митних ризиків проводилося за методом Делфі.

Для опитування було вибрано 10 незалежних експертів. Опитування було проведено за тими мит-
ними ризиками, з якими найчастіше зустрічаються на практиці учасники зовнішньоекономічної діяль-
ності і які є найбільш розповсюдженими у роботі митних органів. Опитування було проведено на 
п’яти митницях, на яких студенти проходять виробничу практику.

Воднораз для розв'язання існуючих проблем і сприяння розвитку діяльності вітчизняних товарови-
робників на зовнішніх ринках необхідно забезпечити: розвиток ринкової та транспортної інфраструк-
тури, зокрема підприємств із надання страхових, консалтингових, інжинірингових, експедиторських 
послуг; підтримку експорту вітчизняних товаровиробників; удосконалення форм фінансових розрахун-
ків під час зовнішньоторговельних операцій; посилення ролі державного регулювання зовнішньоторго-
вельної діяльності; оптимізацію структури експорту та імпорту, розширення товарної пропозиції та 
стимулювання процесу надходження іноземного капіталу.

Ключові слова: транспортні і митні ризики, міжнародні вантажні перевезення, метод Делфі, 
джерела митних ризиків.

Постановка проблеми. Виявлення джерел 
транспортних і митних ризиків при міжнародних 
вантажних перевезеннях дозволить розробити 
й обґрунтувати ефективність заходів щодо мінімі-
зації митних ризиків, які виникають під час здій-
снення зовнішньоекономічних операцій.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Митний ризик формується із низки економічних 
ризиків різних учасників зовнішньоекономічної 
діяльності. Зокрема у міжнародному постачанні 
товарів, зазвичай, беруть участь виробник товару, 
експортер, перевізник, імпортер, яким притаман-
ний свій спектр економічних ризиків.
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Згідно із Порядком розроблення профілів ризи-
ків, який затверджений Наказом Державної митної 
служби України [1, с. 45] до основних джерел та 
сфер виникнення митних ризиків потрібно зарахо-
вувати: митний режим, характер порушення, мета 
порушення (умисел), вид товару, стосовно якого 
може бути вчинене порушення. Зокрема за митним 
режимом ризики виникають при: імпорті, реім-
порті, експорті, реекспорті, транзиті, тимчасовому 
ввезенні (вивезенні), на митному складі, у спеці-
альній митній зоні, магазині безмитної торгівлі, 
при переробці на митній території України, пере-
робці за межами митної території України, зни-
щенні або руйнуванні, відмові на користь держави.

Можливими характерами порушення є: непра-
вильна класифікація товару, неправдиві дані про 
походження товару, заниження/завищення митної 
вартості товару, недекларування товару, контр-
абанда/приховування від митного контролю, 
неправильні дані про підстави надання пільг зі 
сплати митних платежів, неправильні дані про 
характеристики/властивості товару, деклару-
вання товару не своїм найменуванням. Серед 
ймовірних цілей порушення в порядку запро-
поновано виокремлювати: ухилення від сплати/
зменшення розміру ввізного мита, ухилення від 
сплати/зменшення розміру вивізного мита, ухи-
лення від сплати/зменшення розміру особливого 
виду мита (антидемпінгового, спеціального, ком-
пенсаційного, відшкодування ПДВ), ухилення від 
сплати/зменшення розміру акцизного збору, вико-
ристання митних пільг, ухилення від нетарифних 
обмежень. Вирізняють такі види товарів, сто-
совно яких може бути вчинене порушення: товари 
сільськогосподарського виробництва, метали та 
брухт, товари, які містять об'єкти права інтелек-
туальної власності, отруйні, радіоактивні, вибу-
хові речовини, небезпечні відходи, нарко- тичні 
засоби, психотропні речовини, зброя та боєпри-
паси, історичні та культурні цінності, міжнародна 
торгівля дикими видами тварин та рослин, що 
перебувають під загрозою зникнення [2, с. 10].

Система управління ризиками (СУР) грунту-
ється на наступних базових принципах побудови, 
які забезпечують вирішення основних завдань 
митної служби [3, с. 55]:

• принцип цільової спрямованості;
• принцип цілісності, що полягає в розробці та 

використанні митною службою функціональних 
підсистем управління ризиками;

• принцип інформаційної єдності; 
• принцип законності; 
• принцип єдності управління ризиками.

Транспортні ризики – ризики, які виникають 
у зовнішньоекономічній діяльності при укладенні 
зовнішньоекономічних угод, а саме при переміщенні 
товару від продавця (постачальника) до покупця.

Під час здійснення перевезень у міжнародному 
сполученні організації всіх типів і розмірів стика-
ються з внутрішніми і зовнішніми факторами і впли-
вами, через які стає неможливо визначити, яким 
чином і коли вони досягнуть своїх цілей. Зокрема 
з проблемами та різноманітними ризиками. На сьо-
годнішній день існують такі проблеми: недосконале 
законодавство і перевищення маси вантажу.

Основними видами транспортних ризиків є: 
ризик невірного визначення моменту передачі 
відповідальності за вантаж у процесі транспорту-
вання; ризик вибору транспортного засобу; ризик 
пошкодження вантажу при перевезенні.

З 2012 р., коли були визначені основні види 
ризиків, пройшов певний час і тому треба уточ-
нити, які види ризиків найбільш частіші і які треба 
враховувати у системі управління ризиками для 
підвищення ефективності роботи митної системи. 

Формулювання цілей статті. Розробка 
й обґрунтування ефективності заходів щодо мінімі-
зації транспортних і митних ризиків, які виникають 
під час здійснення зовнішньоекономічних операцій.

Виклад основного матеріалу. Причинами 
митних ризиків можуть бути наступні порушення: 
неправильна класифікація товару, неправдиві дані 
про походження товару, заниження/завищення 
митної вартості товару, недекларування товару, 
контрабанда/приховування від митного контр-
олю, неправильні дані про підстави надання пільг 
зі сплати митних платежів, неправильні дані 
про характеристики/властивості товару, декла-
рування товару не своїм найменуванням. Серед 
ймовірних цілей порушення в порядку запро-
поновано виокремлювати: ухилення від сплати/
зменшення розміру ввізного мита, ухилення від 
сплати/зменшення розміру вивізного мита, ухи-
лення від сплати/зменшення розміру особливого 
виду мита (антидемпінгового, спеціального, ком-
пенсаційного, відшкодування ПДВ), ухилення від 
сплати/зменшення розміру акцизного збору, вико-
ристання митних пільг, ухилення від нетарифних 
обмежень. Вирізняють такі види товарів, сто-
совно яких може бути вчинене порушення: товари 
сільськогосподарського виробництва, метали та 
брухт, товари, які містять об'єкти права інтелек-
туальної власності, отруйні, радіоактивні, вибу-
хові речовини, небезпечні відходи, нарко- тичні 
засоби, психотропні речовини, зброя та боєпри-
паси, історичні та культурні цінності, міжнародна 
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торгівля дикими видами тварин та рослин, що 
перебувають під загрозою зникнення [4, с. 44].

Для дослідження функціонування систем існу-
ють моделі комбінаційних об’єктів, які передбача-
ють два підходи: функціональний та структурний. 
Функціональний підхід заключається у розгляді 
тільки алгоритмів функціонування об’єкту, тобто 
фун к цій, що реалізується об’єктом. Структурний 
підхід передбачає дослідження не тіль  ки функцій, 
які реалізуються, а також внутрішню організацію 
чи структуру об’ єк ту. Для дослідження даної сис-
теми більш підходить структурна математична мо -
дель комбінаційного дискретного об’єкту, під якою 
приймають правильну логіч ну ме  режу (схему).

Задачею аналізу взаємозв’язку порушення 
функцій системи з виникненням ситуацій, що 
загрожують виникненням ризиків, є встановлення 
функціональних зв’язків між станом елемен тів 
системи та параметрами споживачів, а також мож-
ливими ситуаціями Ri, які мо жуть виникати у разі 
реалізації загроз виникнення ризику.

Такі ситуації можна класифікувати таким 
чином [5, c. 262]:

R0 − нейтральна ситуація, яка не приводить до 
виникнення ризику (R0=0);

R1 − ускладнена ситуація, яка може привести 
у майбутньому до виникнення ризиків (R1= 0,2);

R2 − загроза виникнення ризику (R2 = 0,4);
R3− потенційневиникнення ризику (R3= 0,6);
R4− фактичне виникнення ризику (R4 = 0,8);
R5 − подальше збільшення ризику при фактич-

ному виникненню ризику (R5 = 1).
Кожній із можливих загроз виникнення ризи-

ків присвоюється індекс zj, у якій j − порядковий 
номер фактору. В результаті аналізу встановлена 
за лежність між потенційними факторами та обся-
гами ризику, а також встановлена імо вірність її 
реалізації. 

Комбінацію значень вхідних змінних Z1, Z2….

Zn комбінаційно-дискретного об’ єкту з n входами 
прийнято називати вхідним набором і позначати 
символом Zj. Комбінацію значень вихідних функ-
цій r1,r2…rn комбінаційного об’єкту прийнято нази-
вати вихідним набором і позначати Rj. Вихідні 
функції Rjявляються булевими функціями вхід-
них змінних Zі, для задання яких використовують 
матрицю бінарних станів об’єктів або матрицю 
істинності. Стовпчикам та рядками матриці 
є вхідні функції об’єкту. На перетині відповід-
них (ідентичних) рядків та стовпчиків вихідне 
значення параметру системи Rj, до якого призво-
дить поява вхідного параметру Zі. На перетині 
кожного рядку зі стовпчиком вказується значення 

рангу вихідного пара мет ру Rj, до якого призводить 
сумісна дія двох вхідних факторів. 

Для визначення стану імовірності виникнення 
ризику Qi необхідно застосувати метод мінімаль-
них перерізів. Під мінімальним перерізом мається 
на увазі така мінімальна сукупність елементів сис-
теми, яка може привести до виникнення ризику. 
Їх визначення суттєво спрощується при викорис-
тання методу «дерева подій». У даному випадку 
деревом подій є графічне відображення зв’язку 
реалізації вище визначених факторів з обсягами 
ризику (Ri). «Дерево подій» дозволяє наглядно 
показати слабкі місця системи [6, c. 358].

Виходячи з даних табл.1, виділяють елементи 
загроз (ситуації Ri), які в залежності від логічного 
взаємозв’язку поєднують між собою за допомо-
гою матриці бінарних станів системи. Послідов-
ність побудови «дерева подій»:

Виникнення ситуацій:
R0 обумовлено проявом фактору z13;
R1 обумовлено проявом факторів z2, z6, z8, z9, z12, z15, z17;
R2 обумовлено проявом факторів z1, z5, z10, z19,а також 

сумісною дією факторів z8 та z15 ,z9 та z12, z6 та z17;
R3 обумовлено проявом факторів z3,z4,z16,z20,а 

також сумісною дією факторів z1 та z5, z19 та z10;
R4обумовлено проявом факторів z7,z11,z14 z18, 

а також сумісною дією факторів z3 та z4, z16 та z20;
R5 обумовлено сумісною дією факторів z11 та 

z14, z18 та z5, z3 та z4, z14 та z16, z19 та z12, z3 та z7.
Виходячи з цього, ймовірність виникнення 

ситуації може бути описана розрахунковою 
моделлю:

Для нейтральної ситуації:
Q R0= Q(z13)                            (1)

Для ускладненої ситуації:
QR1=Q(z2) + Q(z6) + Q(z8) + Q(z9) + Q(z12) +

+ Q(z15) + Q(z17)                          (2)
Для загрози виникнення ризику:

QR2= Q(z1) + Q(z5) + Q(z10) + Q(z19) + 
+Q(z8)*Q(z15) +Q(z9)*Q(z12) + +Q(z6)*Q(z17) (3)

Для потенційного виникнення ризику:
QR3= Q(z3) + Q(z4) + Q(z16) + Q(z20)+ 

+Q(z1)*Q(z5)+ Q(z19)*Q(z10)              (4)
Для фактичного виникнення ризику:

QR4= Q(z7) + Q(z11) + Q(z14)+ Q(z18)+ 
Q(z3)*Q(z4)+ Q(z16)*Q(z20)              (5)

Для подальшого збільшення ризику при фак-
тичному ризику:

Q(R5) = Q(z11)*Q(z14)+ Q(z18)*Q(z5)+ 
Q(z3)*Q(z4)+ Q(z14)*Q(z16)+
+Q(z19)*Q(z12) +Q(z3)*Q(z7)             (6)
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Для розрахунку кількісного значення ризиків 
необхідні дослідження, пов’язані з експертною 
оцінкою кожного етапу доставки окремо, що тягне 
за собою велику кількість розрахунків. Далі наве-
демо порядок визначення ваги ризику за методом 
Делфі [6, с. 357].

Метод «Дельфі» - метод швидкого пошуку 
рішень, заснований на їх генерації в процесі моз-
кової атаки, яку вели групою фахівців, і відбору 
кращого рішення виходячи з експертних оцінок. 
Дельфійський метод використовується для екс-
пертного прогнозування шляхом організації сис-
теми збору та математичної обробки експертних 
оцінок. Метод «Дельфі» - спосіб вибору та оцінки 
рішення з проблем, за якими відчувається брак 
інформації.

Для опитування було вибрано 10 незалежних 
експертів (співробітники п’яти митниць, на яких 
проходили практику студенти). Опитування було 
проведено за тими митними ризиками, з якими 
найчастіше зустрічаються на практиці учасники 
зовнішньоекономічної діяльності і які є най-
більш розповсюдженими у роботі митних органів  
[7 с. 124; 8 с. 156]. Експерти виставили оцінки від 
1 до 10, де 1 – найвища оцінка. А саме:

• затримки під час митного оформлення;
• огляд товарів на митниці на митниці з додат-

ковими витратами на завантаження – виванта-

ження та відновлення товарного вигляду розкри-
тим упаковкам;

• витрати пов’язані з проведенням експер-
тизи товарів;

• зміна митницею заявленого коду УКТЗЕД, 
що тягне збільшення сплати обов’язкових митних 
платежів або отримання додаткових дозвільних 
документів;

• коригування митницею заявленої митної вар-
тості, що тягне збільшення сплати митних платежів;

• відмова митниці від надання учаснику ЗЕД 
пільгового режиму;

• призупинення митного оформлення товарів 
на підставі даних митного реєстру об’єктів права 
інтелектуальної власності, які охороняються 
згідно закону;

• заявлення в митній декларації товарів відне-
сених до групи «ризику» або групи «прикриття»  
(список визначає ДМСУ);

• розбіжності відомостей, що містяться 
в електронному повідомленні, яке надійшло 
з митного органу відправлення, документі контр-
олю доставки або книжці МДП, з відомостями, 
заявленими у МД, якщо зазначені розбіжності 
призведуть до зменшення величини належних до 
сплати митних зборів і податків.

Метод «Дельфі» грунтується на принципі, що 
стверджує, що незалежні експерти (у більшості 

Таблиця 1
характеристика стану елементів системи

Індекс 
фактору Вид фактору Складові 

елементи
Вид ситуації 

ri
z1 Затримки на внутрішній митниці

Митні ризики

R1
z2 Черги на пунктах пропуску R2
z3 Неправильно нараховані митні платежі R2
z4 Заниження митної вартості R2
z5 Недостовірне декларування R3
z6 Перевищення маси вантажу при зважуванні R1
z7 Невизначений код товару R1
z8 Відсутність потрібних сертифікатів R3
z9 Затримка під час навантажувально-розвантажувальних робіт

Ризики при н/р 
роботах

R2
z10 Неправильне укладення вантажу R2
z11 Пошкодження вантажу R2
z12 Перевищення маси вантажу при навантаженні R2
z13 Зміна вартості пального

Ризики при 
перевезенні

R3
z14 Втрата вантажу R3
z15 Неповнота документів, необхідних для перевезення R1
z16 Недотримання термінів доставки R1
z17 Правильність оформлення документів

Ризики при 
оформленні 
документів

R3
z18 Недекларування товарів R1
z19 Приховування інформації R2
z20 Затримка при оформленні документів R3
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випадків незв'язані і навіть не знають один про 
одного) можуть набагато краще оцінити і передба-
чити результат, ніж чим спеціально організований 
колектив. 

Результати чисельного анкетування експертів 
у табл. 2.

Отже, проаналізувавши чисельні оцінки екс-
пертів, можна зробити висновок, що найпоши-
ренішим є ризик «Затримки під час митного 
оформлення». А також, в трійку найпоширеніших 
входять – «витрати пов’язані з проведенням екс-
пертизи товарів» та «огляд товарів на митниці 
на митниці з додатковими витратами на заванта-
ження – вивантаження та відновлення товарного 
вигляду розкритим упаковкам».

Прорахуємо коефіцієнт конкордації. Коефіці-
єнт конкордації характеризує ступінь погодженості 
суджень експертів по всім напрямкам.. При оцінці 
узгодженості думок експертів важливо визначити, 
в якій мірі кожний експерт впливає на узагальнену 
узгодженість групи. Для цього послідовно з роз-

рахунків виключається один експерт та обчислю-
ється коефіцієнт конкордації без врахування думок 
виключеного експерта. Виключати з розрахунків 
окремих експертів, що мають оригінальну точку 
зору, необхідно з великою обережністю. В процесі 
багатотурової експертизи можливі випадки, коли 
такі експерти привернуть на свій бік значну час-
тину групи. Результати розрахунків рангів по пер-
шим трьом видам ризиків наведено у табл. 3. 

Розрахунок відхилення показників:

d x
x

n
xij

ij
ij� � �

� �
� � � 55                 (7)

Оцінка середнього ступеня узгодженості думок 
всіх експертів:

Коефіцієнт конкордації:

W = 12
2 3

S

m n n�� �                              (8)

де S = 5520, n=10, m=10

W = 12 5520

10 10 102 3

�
�� ��

 = 0,669               (9)

Таблиця 2
Результати чисельного анкетування експертів

№ Експерти/Ризики 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ∑

1 Витрати пов’язані з проведенням 
експертизи товарів 2 1 3 4 3 4 5 2 4 5 33

2 Огляд товарів на митниці з 
додатковими витратами 3 5 2 1 2 3 6 1 5 1 29

3 Затримки під час митного оформлення 1 2 1 3 1 1 2 3 1 2 17

4 Зміна митницею заявленого коду 
УКТЗЕД 6 4 5 2 4 2 1 5 3 4 36

5 Коригування митницею заявленої 
митної вартості 4 9 4 6 6 5 4 6 2 6 52

6 Відмова митниці від надання учаснику 
ЗЕД пільг 7 8 10 7 5 10 3 4 10 3 67

7 Відмова митниці від надання учаснику 
ЗЕД преференцій 5 3 6 5 9 9 8 8 9 10 72

8
Призупинення митного оформлення 
товарів на підставі даних митного 
реєстру 

9 10 9 10 7 8 9 9 7 8 86

9 Заявлення в митній декларації товарів 
віднесених до груп «ризиків» 10 7 8 9 8 7 10 7 6 7 79

10 Розбіжності відомостей, що містяться 
в електронному повідомлені 8 6 7 8 10 6 7 10 8 9 79

Таблиця 3
Розрахунок рангів по видам ризиків

Ризики / 
Експерти 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ∑ рангів d d2

x1 2 1 3 4 3 4 5 2 4 5 33 -22 484
x2 3 5 2 1 2 3 6 1 5 1 29 -26 676
x3 1 2 1 3 1 1 2 3 1 2 17 -38 1444
 - - - - - - - - - - - - - -

X10 8 6 7 8 10 6 7 10 8 9 79 24 576
∑ 55 55 55 55 55 55 55 55 55 55 550 - 5520
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Коефіцієнт конкордації приймає значення від 
0 до 1. Чим більше значення коефіцієнта конкор-
дації, тим більший ступінь узгодженості думок 
експертів. При W=1 є повна узгодженість думок 
експертів; якщо W=0, то узгодженість практично 
відсутня. Коефіцієнт конкордації дорівнює 0,669 
це свідчить про наявність середнього ступеня 
узгодженості думок експертів.

Висновки. При побудові ієрархічної структури 
ризиків, розподілено фактори ризику, які вплива-
ють на процес доставки вантажів. Визначили, що 
найвпливовішою групу ризиків є митні ризики. 
Серед них впливовими та важливими є ризик 
затримки часу під час митного оформлення, неви-
значеного коду товару, ризик черг на пунктах про-
пуску, неправильного нарахування митних плате-
жів та інші.

Таким чином, проведений аналіз сучасного 
стану зовнішньоекономічної діяльності Укра-
їни на світовому ринку свідчить про те, що вона 
супроводжується значною кількістю обмежень 
і труднощів, які зумовлюють торговельні ризики. 
У вітчизняній та зарубіжній літературі розрізня-
ють кілька видів ризиків у торговельній діяль-
ності на зовнішньому ринку: ринкові (збутові), 
які пов'язані зі зниженням попиту на певних зару-
біжних ринках або зі зниженням світових цін; 
політичні, які пов'язані з введенням обмежень, 
ембарго, воєнного стану, тощо; комерційні, які 
зумовлені недобросовісністю або неплатоспро-
можністю покупця; виробничі (зміни собівартості 
продукції та послуг через ріст затрат на матеріали 
та комплектуючі, на оплату праці тощо, труднощі 
організації виробництва, реалізації, підготовці 
кадрів, тощо); науково-технічні, які зумовлені 

труднощами освоєння нових технологій під час 
ліцензійного обміну, спільної діяльності; інфля-
ційні; валютні, які пов'язані з можливою зміною 
валютного курсу; непередбачувані ризики, які 
пов'язані зі стихійним лихом та іншими нездолан-
ними труднощами.

Проведений аналіз і структуризація ризиків, 
а також використання відповідних адекватних еко-
номіко-математичних моделей дають змогу при-
ймати правильні рішення в цій сфері діяльності.

Проаналізувавши чисельні оцінки експер-
тів, можна зробити висновок, що найпоширені-
шим є ризик «Затримки під час митного оформ-
лення». А також, в трійку найпоширеніших 
входять – «витрати пов’язані з проведенням екс-
пертизи товарів» та «огляд товарів на митниці 
на митниці з додатковими витратами на заван-
таження – вивантаження та відновлення товар-
ного вигляду розкритим упаковкам». Розрахунок 
середнього ступеня узгодженості думок експертів 
показало достатній рівень узгодженості.

Воднораз для розв'язання існуючих проблем 
і сприяння розвитку діяльності вітчизняних това-
ровиробників на зовнішніх ринках необхідно 
забезпечити: розвиток ринкової та транспортної 
інфраструктури, зокрема підприємств із надання 
страхових, консалтингових, інжинірингових, екс-
педиторських послуг; підтримку експорту вітчиз-
няних товаровиробників; удосконалення форм 
фінансових розрахунків під час зовнішньотор-
говельних операцій; посилення ролі державного 
регулювання зовнішньоторговельної діяльності; 
оптимізацію структури експорту та імпорту, роз-
ширення товарної пропозиції та стимулювання 
процесу надходження іноземного капіталу.
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Chupaylenko O.A., Bilokur M.V., Kolesnyk Yu.O., Polishchuk r.V. DETErMINATION  
OF TrANSPOrT AND CuSTOMS rISKS IN INTErNATIONAL TruCK 
TrANSPOrTATION uSING THE METHOD OF EXPErT ASSESSMENTS

Transport and customs risks are formed from a number of economic risks of various participants in foreign 
economic activity. In particular, the international supply of goods usually involves the manufacturer, exporter, 
carrier, and importer, each of which has its own range of economic risks. The following are the main sources 
and areas of occurrence of customs risks: customs regime, the nature of the violation, the purpose of the 
violation (intention), the type of goods, in relation to which the violation may be committed. In particular, 
according to the customs regime, risks arise during: import, re-import, export, re-export, transit, temporary 
import (export), in a customs warehouse, in a special customs zone, a duty-free shop, during processing in the 
customs territory of Ukraine, processing outside the customs territory of Ukraine, destruction or destruction, 
refusal in favor of the state.

The task of analyzing the relationship between system malfunctions and the occurrence of situations 
threatening the occurrence of risks is to establish functional relationships between the state of system elements 
and consumer parameters, as well as possible situations that may arise in the event of the realization of threats 
of risk occurrence.

Calculating the quantitative value of risks requires research related to the expert assessment of each stage 
of delivery separately, which entails a large number of calculations. Determination of the weight of customs 
risks was carried out according to the Delphi method.

10 independent experts were selected for the survey.The survey was conducted on those customs risks that 
are most often encountered in practice by participants in foreign economic activity and which are the most 
widespread in the work of customs authorities. The survey was conducted at five customs offices where students 
undergo practical training.

At the same time, in order to solve existing problems and promote the development of activities of domestic 
producers in foreign markets, it is necessary to ensure: development of market and transport infrastructure, 
in particular enterprises providing insurance, consulting, engineering, forwarding services; export support 
of domestic producers; improvement of forms of financial calculations during foreign trade operations; 
strengthening the role of state regulation of foreign trade activity; optimization of the structure of export and 
import, expansion of product supply and stimulation of the process of foreign capital inflow.

Key words: transport and customs risks, international cargo transportation, Delphi method, sources of 
customs risks.
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КРИТЕРІЇ для дОСлІдЖЕННя ВПлИВУ СИСТЕМ 
ПРОТИПОЖЕЖНОгО ЗАхИСТУ НА ІНдИВІдУАльНИй 
ПОЖЕЖНИй РИЗИК

За результатами аналізу наукових праць щодо дослідження ефективності технічних систем вста-
новлено перелік показників їх надійності: безвідмовність, ефективне функціонування, довговічність, 
збереження, ремонтопридатність.

Обґрунтовано, що під час досліджень впливу систем протипожежного захисту (далі – СПЗ) на 
рівень індивідуального пожежного ризику, слід використовувати такий показник надійності, як ефек-
тивне функціонування.

Обґрунтовано критерії, які обумовлюють закономірності впливу систем протипожежного захисту 
на рівень індивідуального пожежного ризику. Встановлено, що під час дослідження доцільно розгля-
нути два можливі варіанти розвитку подій, а саме відповідна система протипожежного захисту не 
функціонує та коли відповідна система протипожежного захисту функціонує. При цьому для таких 
можливих варіантів розвитку подій значення індивідуального пожежного ризику можливо встано-
вити щонайменше двома шляхами: із використанням методів теорії ймовірності та із використан-
ням польових моделей, які засновані на повній системі диференційних рівнянь Нав’є-Стокса. В роботі 
запропоновано алгоритм дослідження закономірності впливу систем протипожежного захисту на 
рівень індивідуального пожежного ризику та розроблено відповідний порядок. Розглянуті сценарії 
пожеж, під час яких доцільно досліджувати закономірність впливу систем протипожежного захисту 
на значення індивідуального пожежного ризику. Сформульовані напрямки для подальших досліджень.

Ключові слова: критерії надійності систем протипожежного захисту, індивідуальний пожежний 
ризик, системи протипожежного захисту, системи протипожежного захисту, показники надійності.

Постановка проблеми: у роботі [1] встановлено 
актуальність роботи щодо удосконалення СПЗ та 
методології з управління індивідуальним пожеж-
ним ризикам шляхом виявлення коефіцієнтів ефек-
тивного функціонування систем протипожежного 
захисту як підґрунтя такого удосконалення. 

Однією із задач вирішення, якої допоможе 
досягти поставленої мети є обґрунтування кри-
теріїв із використанням яких можливо дослідити 
вплив систем протипожежного захисту на рівень 
індивідуального пожежного ризику.

Тому актуальним є розроблення порядку дослі-
дження впливу систем протипожежного захисту 
на рівень індивідуального пожежного ризику із 

використанням відповідних критеріїв, які обумов-
люють закономірності зазначеного впливу.

Аналіз основних досліджень і публікацій. За 
результатами наукових досліджень встановлено, 
що під час встановлення надійності та працездат-
ності будь-якої технічної системи дослідниками 
[2-4] використовуються різні комбінації показ-
ників, що можуть описувати процеси надійного 
функціонування технічних систем, серед них 
зокрема можна виділити такі показники: безвід-
мовність, ефективне функціонування, довговіч-
ність, збереження, ремонтопридатність.

Показник безвідмовності характеризується 
такими критеріями, як імовірність, відсоток наробі-
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ток, середнє напрацювання до відмови, інтенсивність 
відмов. Даний показник дає можливість встановити 
кількісні дані щодо спрацювання чи не спрацювання 
певної системи протипожежного захисту[5].

Показник ефективне функціонування харак-
теризується кількісним впливом функціонування 
відповідного типу системи протипожежного 
захисту на значення індивідуального пожежного 
ризику, тобто визначається співвідношенням зна-
чення індивідуального пожежного ризику без 
функціонування відповідної системи протипо-
жежного захисту до значення індивідуального 
пожежного ризику із функціонуванням відпо-
відної системи протипожежного захисту. Даний 
показник є важливим під час оцінювання впливу 
систем протипожежного захисту на індивідуаль-
ний пожежний ризик, оскільки саме за допомо-
гою цього показника можна встановити кількісні 
дані щодо ефективного функціонування певної 
системи протипожежного захисту [6]. Тому саме 
цей показник надійності використовуємо під час 
дослідження впливу систем протипожежного 
захисту на рівень індивідуального пожежного 
ризику. Крім того, саме такий показник реалізова-
ний національним стандартом [6].

Показник довговічність характеризується 
таким критерієм, середній термін служби. Даний 
показник не має прямого впливу під час оціню-
вання впливу систем протипожежного захисту на 
індивідуальний пожежний ризик, але пов'язаний 
із показником безвідмовності [7].

Показник збереження характеризується таким 
критерієм, як термін зберігання. Даний показник 
не має прямого впливу під час оцінювання впливу 
систем протипожежного захисту на індивідуаль-
ний пожежний ризик, але пов'язаний із показни-
ком безвідмовності [8].

Показник ремонтопридатності характеризується 
такими критеріями, як ймовірність відновлення, 
середній час відновлення. Даний показник також 
не має прямого впливу під час оцінювання впливу 
систем протипожежного захисту на значення інди-
відуального пожежного ризику, але пов'язаний із 
показником безвідмовності системи [9].

Постановка завдання. Метою даної роботи 
є обґрунтувати порядок дослідження впливу 
систем протипожежного захисту на рівень інди-
відуального пожежного ризику та критерії, які 
обумовлюють закономірності впливу систем про-
типожежного захисту на рівень індивідуального 
пожежного ризику.

Для досягнення поставленої мети сформовані 
та вирішені наступні задачі:

– проведено аналіз досліджень і публікацій, 
щодо показників надійності, які використовують 
під час оцінки надійного функціонування техніч-
них систем;

– встановлено критерії, які обумовлюють 
закономірності впливу систем протипожежного 
захисту на рівень індивідуального пожежного 
ризику;

– обґрунтовано порядок дослідження впливу 
систем протипожежного захисту на рівень індиві-
дуального пожежного ризику.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Відповідно до [6] розрахункове значення індиві-
дуального пожежного ризику RI,i розраховується 
за формулою:
R Q P P K K KI,i ï,i ïð,i å,i ñïç,i î ç ï.ô.� � � �� � � �� � � �� � � �� �1 1 1 1� � �. . , (2.1)
Отже такі параметри, як частота виникнення 

пожежі, імовірність перебування людей у будівлі 
та споруді, імовірність евакуації людей із будівлі 
чи споруди, коефіцієнт запровадження організа-
ційних заходів протипожежного захисту та коефі-
цієнт наявності протипожежних формувань у роз-
різі індивідуального пожежного ризику пов’язані 
із коефіцієнтом ймовірної ефективності спрацю-
вання систем протипожежного захисту.

Частота виникнення пожежі залежить від 
ефективності функціонування систем протипо-
жежного захисту і є лише елементом перевірки 
того, на скільки ефективно вплинула під час 
функціонування та чи інша система протипо-
жежного захисту на наслідки від пожежі. Тому 
під час обґрунтування впливу систем протипо-
жежного значення на індивідуальний пожежний 
ризик зміною частоти виникнення пожежі можна 
знехтувати, а його значення можна прийняти ста-
лим для всіх випадків, що розглядаються під час 
досліджень.

Імовірність перебування людей у будівлі та 
споруді залежить від часу продовж якого мож-
ливе перебування людей у будівлі чи споруді. І хоч 
параметр імовірність перебування людей у будівлі 
та споруді та коефіцієнт ймовірної ефективності 
спрацювання систем протипожежного захисту 
пов’язані між собою через значення індивідуаль-
ного пожежного ризику, на рівні залежності один 
від одного спільних критеріїв не мають. Тому під 
час обґрунтування впливу систем протипожежного 
значення на індивідуальний пожежний ризик змі-
ною параметра, а імовірність перебування людей 
у будівлі та споруді також можна знехтувати.

Імовірність евакуації людей із будівлі чи споруди 
залежить від співвідношення трьох проміжків часу 
це: тривалість евакуації людей із будинку чи споруди 
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у разі пожежі, тривалості початку евакуації людей та 
тривалості настання критичних значень для життя 
людини небезпечними чинниками пожежі. 

Імовірність евакуації людей På  із будівлі чи 
споруди залежно від значень проміжків часу, які 
розраховують за формулою:
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Тривалість евакуації людей із будинку чи споруди 
у разі пожежі залежить від об’ємно-планувальних 
рішень, зокрема довжини ширини евакуаційних 
шляхів та виходів, а також від кількості людей, які 
перебувають в будівлі чи споруді та підлягають 
евакуації, на даний параметр ефективність спрацю-
вання СПЗ не впливає. Тривалість початку евакуації 
людей залежить від наявності таких систем протипо-
жежного захисту, як автоматичні системи пожежної 
сигналізації (далі АПС) та системи оповіщення про 
пожежі та управління евакуацією людей (далі – СО), 
що залежить від інерційності спрацювання зазначе-
них систем, як наслідок зазначений параметр (три-
валість початку евакуації людей) залежить від ефек-
тивності спрацювання СПЗ, зокрема таких як АПС 
та СО. Тривалість настання критичних значень для 
життя людини небезпечними чинниками пожежі 
залежить як від об’ємно-планувальних рішень 
об’єкту (площа, висота будівлі, особливостей його 
планування так і від конструктивних і технологічних 
особливостей об’єкту (характеристика за пожеж-
ною небезпекою речовин і матеріалів, які викорис-
тані в будівельних конструкціях, оздоблювальних 
матеріалах, вид та кількість пожежної навантаги як 
постійної так і тимчасової, яка використовується на 
об’єкті), як наслідок зазначений проміжок часу зале-
жить від наявності на об’єкті, таких систем проти-
пожежного захисту як: автоматичні системи поже-
жогасіння, системи внутрішнього та зовнішнього 
протипожежного водопостачання, системи проти-
димного захисту. Таким чином зазначений параметр 
(тривалість настання критичних значень для життя 
людини небезпечними чинниками пожежі) зале-
жить від ефективності спрацювання СПЗ, зокрема 
таких як автоматичні системи пожежогасіння (далі – 
АСПГ), системи внутрішнього та зовнішнього про-
типожежного водопостачання (далі – СВЗП) та сис-
теми протидимного захисту (далі – СПДЗ).

Отже, час настання небезпечних для життя 
людини значень відповідними чинниками пожежі 
також можна використати під час оцінювання 
впливу СПЗ на значення ІПР. Зокрема, стандартом 

[6] визначений такий перелік небезпечних чинни-
ків пожежі: полум'я і іскри, підвищена темпера-
тура оточуючого середовища, токсичні продукти 
згоряння і термічного розкладання, дим, знижена 
концентрація кисню. При цьому, стандартом [6] 
встановлені гранично допустимі значення за кож-
ним з небезпечних чинників пожежі. 

За досвіду проведених численних розрахунків 
[10-12] встановлено, що найбільш швидким по 
настанню гранично допустимих значень є крите-
рій втрати видимості. Тому саме критерій втрати 
видимості використовуємо в подальших наших 
дослідженнях щодо впливу СПЗ на значення ІПР.

Такі параметри, як коефіцієнт запровадження 
організаційних заходів протипожежного захисту 
та коефіцієнт наявності протипожежних форму-
вань залежать від організації керівником суб’єкта 
господарювання належного виконання встанов-
лених [13] вимог пожежної безпеки та створення 
ним на об’єкті протипожежних формувань. І хоча 
параметри таких коефіцієнтів пов’язані із кое-
фіцієнтом ймовірної ефективності спрацювання 
СПЗ через значення ІПР, на рівні залежності один 
від одного спільних критеріїв не мають. 

Таким чином вплив на значення ІПР мають 
такі СПЗ: АПС, СО, АСПГ, СПДЗ, а також такі 
інженерні системи, як СВЗП. 

Згідно із [6] значення коефіцієнту ймовірної 
ефективності спрацювання для відповідних сис-
тем протипожежного захисту ( K ñïç ) розрахову-
ється за формулою:
K K K K K K Kñïç ñïñ àñïã ïâ ñïñ ñî ñïñ� �� � � �� � � � � � �� �� � �1 1 1 1 1� � � �� �) ( KK ñïäç �� � , (2.3)

Отже суттєвими показниками надійності СПЗ 
є їх ефективність функціонування. При цьому, 
такий показник надійності СПЗ під час оціню-
вання їх впливу на ІПР можна виразити через три-
валість досягнення граничного стану для життя 
людини таким небезпечним чинником пожежі, як 
втрата видимості. 

Під час дослідження впливу систем протипо-
жежного захисту на значення ІПР слід порівняти 
між собою два можливі варіанти розвитку подій, 
а саме: перший варіант, коли пожежа відбува-
ється і відповідна СПЗ не функціонує при цьому 
кількісно оцінюють наслідки від такої пожежі 
встановлюється значення ІПР та другий варіант, 
коли пожежа відбувається та спрацьовує відпо-
відна СПЗ при цьому також кількісно оцінюються 
наслідки від пожежі (встановлюється значення 
ІПР). Шляхом порівняння кількісних значень 
наслідків від пожеж (ІПР) за двома варіантами 
сценаріїв їх розвитку можна отримати коефіцієнт 
ймовірної ефективності спрацювання СПЗ.
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Значення ІПР для двох варіантів розвитку 
подій (відповідна СПЗ функціонує та не функці-
онує) визначаємо двома шляхами: із використан-
ням методів теорії ймовірності реалізація яких 
здійснюється за рахунок статистичних даних та із 
використанням польових моделей, які засновані 
на повній системі диференційних рівнянь Нав’є-
Стокса реалізація яких здійснюється за рахунок 
комп’ютерного моделювання.

Статистичні дані, які потрібні для реалізації 
методів теорії ймовірності повинні давати відпо-
відні по таким питанням:

– кількість об’єктів, які оснащені відповідною СПЗ;
– кількість об’єктів, які згідно із нормативних 

документів повинні оснащуватися відповідною СПЗ;
– кількість відповідних СПЗ, по яким дотриму-

ються регламенти технічного обслуговування;
– кількість спрацювань під час пожеж відпо-

відних СПЗ;
– кількість пожеж, які ліквідуються на їх почат-

ковій стадії;
– кількість пожеж , які ліквідуються із залучен-

ням пожежно-рятувальних підрозділів;
– кількість пожеж на ліквідаціях, яких залуча-

ються додаткові сили і засоби;
– кількість пожеж в наслідок, яких гинули люди.
Із отриманих значень коефіцієнтів ймовірної 

ефективності спрацювання СПЗ під час реалізації 
методів теорії ймовірності та польової моделі для 

остаточного рішення обираємо значення, яке най-
менше знижує значення ІПР для кожної СПЗ.

Алгоритм дослідження закономірності впливу 
СПЗ на рівень ІПР наведено на рисунку 1.

Розглянемо більш детально можливі шляхи 
досліджень кожного із двох варіантів можливих 
подій для відповідних СПЗ.

АПС та СО – в даному випадку для дослі-
дження порівняльним критерієм є час виявлення 
людьми пожежі та початок ними процесу еваку-
ації. Як зазначалося вище граничним критерієм 
слід прийняти втрату видимості, яка фіксується 
на рівні 1,7 м від рівня підлоги. У разі відсутності 
системи для фіксації часу виявлення людьми 
пожежі слід прийняти час, коли ознаки пожежі 
(дим) з’являються у суміжному приміщенні від-
носно приміщення де розташовується джерело 
горіння (модельне вогнище пожежі) на рівні 
нижче від підвісної стелі, що легко візуально спо-
стерігати. При цьому простір над підвісною сте-
лею доцільно прийняти таким що є спільним для 
приміщення де знаходиться модельне вогнище 
пожежі та приміщення де фіксуються наявність 
ознак пожежі (диму).

У разі наявності системи для фіксації часу 
виявлення людьми пожежі слід прийняти час 
спрацювання зазначених систем та подавання 
відповідного сигналу тривоги про пожежу. При 
цьому сигнал тривоги про пожежу слід запрова-

 
Рис. 1. Алгоритм дослідження закономірності впливу СПЗ на рівень ІПР
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дити за алгоритмом «і» спрацювання пожежного 
сповіщувача у частині приміщення де розташо-
вується модельне вогнище пожежі «і» у просторі 
над підвісною стелею.

АСПГ – в даному випадку для дослідження порів-
няльним критерієм є зміна показника видимості в про-
сторі як для приміщення де знаходиться модельне 
вогнище пожежі так і суміжного приміщення.

СВЗП та СПДЗ – ефективність впливу зазначе-
них систем доцільно прирівняти до таких систем 
як АПС та СО, оскільки функціонування таких 
систем без оператора в автоматичному режимі не 
можливо. А обслуговуючий персонал може при-
ступити до гасіння пожежі тільки у разі його опо-
віщення про пожежу.

З урахуванням зазначеного розроблено опис 
сценаріїв розвитку пожеж під час, яких можливо 
здійснити дослідження закономірності впливу 
СПЗ на значення ІПР, що наведено у таблиці 1. 
Зазначені сценарії слід обирати під час поста-
новки розрахункових задач, а в подальшому під 
час планування експериментальних досліджень. 

На підставі вищезазначеного порядок дослі-
дження закономірності впливу СПЗ на рівень ІПР 
повинен містити такі процедури:

1. Встановлюємо перелік параметрів, які харак-
теризують вплив СПЗ на значення ІПР.

2. Розробляємо опитувальну анкету для збору 
статистичних даних.

3. Проводимо узагальнення зібраних статис-
тичних даних.

4. Обираємо математичний метод для обробки 
статистичних даних.

5. Будуються геометричні моделі з прикладан-
ням граничних умов та обґрунтовуємо сценарії 
розрахунку.

6. Організовується цикл в ході якого зміню-
ється чинник, які характеризують вплив СПЗ на 
значення ІПР.

7. Визначаємо та обробляємо зазначені 
чинники.

8. Під час розгляду різних сценаріїв пожежі фіксу-
ємо наявність чи відсутність впливу відповідної СПЗ.

9. Здійснюється порівняння результатів дослі-
дження наслідків від пожежі, які отримані із ура-
хуванням наявності відповідної СПЗ із резуль-
татами дослідження наслідків від пожежі без 
урахуванням впливу СПЗ.

10. Встановлення коефіцієнтів впливу СПЗ на 
значення ІПР.

Висновки.
1. Показником надійності для випадку дослі-

дження впливу СПЗ на значення ІПР є ефектив-
ність функціонування СПЗ. Зазначений показник 
можна виразити через тривалість настання гра-
ничних значень для життя людини небезпечними 
чинниками пожежі, найшвидший із них який 
досягається під час пожеж втрата видимості, який 
можна дослідити через коефіцієнт задимленості.

2. Обґрунтовано, що дослідження коефіцієнту 
ймовірної ефективності спрацювання СПЗ, який 
встановлює кількісне значення їх впливу на зна-
чення ІПР слід здійснювати під час розгляду пара-
лельної реалізації двох варіантів розвитку пожежі 
та наслідків від неї: із функціонуванням відповід-
ної СПЗ, без функціонування відповідної СПЗ.

3. Обґрунтовані сценарії розвитку пожежі, які 
доцільно застосовувати під час дослідження зако-
номірності впливу СПЗ на значення ІПР. 

4. Показано, що оцінювання впливу СПЗ на 
значення ІПР можна здійснити двома шляхами 
із використанням теорії ймовірності на основі 
статистичних даних та із використанням методу, 
який заснований на польових моделях та засобів 
обчислювальної газогідродинаміки.

5. Запропоновано алгоритм дослідження впливу 
СПЗ на значення ІПР та встановлення відповідних 
коефіцієнтів ймовірності ефективного спрацю-
вання СПЗ та розроблено відповідний порядок.

6. В подальших дослідженнях необхідно дослі-
дити коефіцієнти ймовірних ефектів спрацювання 
СПЗ шляхом реалізації методу теорії ймовірності 
та польових моделей.

Таблиця 1
Сценарії розвитку пожеж під час, яких доцільно досліджувати вплив СПЗ на значення ІПР 

№ п/п Сценарій пожежі Критерій для дослідження
1. АПС, СО, СЗВП, 

СПДЗ
Час виявлення людьми пожежі та початок процесу евакуації.
Без системи – ознаки пожежі фіксують у суміжному приміщенні, із 
приміщенням розташування осередку пожежі, нижче рівня підвісної стелі.

АСПГ Із системою – ознаки пожежі фіксують за часом спрацювання системи 
пожежної сигналізації.
Зміна показника видимості в часі. Даний показник видимості фіксується на 
рівні 1,7 м від рівня приміщення у двох частинах випробувального боксу. 
Здійснюється порівняння закономірності зміни зазначеного показника для 
варіанту із системою пожежогасіння та без системи пожежогасіння
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Nizhnyk V.V., Savchenko O.V., Dobriak D.О. CrITErIA FOr STuDYING THE INFLuENCE 
OF FIrE PrOTECTION SYSTEMS ON INDIVIDuAL FIrE rISK

Based on the results of the analysis of scientific works on the study of the effectiveness of technical systems, 
a list of their reliability indicators was established: infallibility, efficient functioning, durability, preservation, 
maintainability.

It is substantiated that during studies of the impact of fire protection systems (hereinafter – FPS) on the 
level of individual fire risk, such a reliability indicator as effective functioning should be used.

The criteria were substantiated, determining patterns of influence of fire protection systems on the level of 
individual fire risk. It has been established that in the study it is advisable to consider two possible scenarios 
for the development of events, namely, when the corresponding fire protection system is not functioning and 
when the corresponding fire protection system is functioning. At the same time, for such possible variants of 
the development of events, it is possible to establish the value of individual fire risk in at least two ways: using 
the methods of probability theory and using field models, which are based on the complete system of Navier-
Stokes differential equations. The paper proposes an algorithm for studying the regularity of the influence of 
fire protection systems on the level of individual fire risk and develops an appropriate procedure. Scenarios of 
fires were considered, during which it is advisable to investigate the regularity of the influence of fire protection 
systems on the value of individual fire risk. Directions for further research were formulated.

Key words: reliability criteria of fire protection systems, individual fire risk, fire protection systems, fire 
protection systems, reliability indicators.
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АНАлІЗ СУЧАСНОгО СТАНУ ЗАСТОСУВАННя ЗАСОБІВ 
дИМО- ТА ТЕПлОВИдАлЕННя ПОЖЕЖНО-РяТУВАльНИМИ 
ПІдРОЗдІлАМИ

У цій публікації наведено статистичні дані про пожежі в Україні та актуальність застосування 
засобів димо- та тепловидалення під час гасіння пожеж у житловому секторі. Наведено порівняльний 
аналіз технічних характеристик засобів димо- та тепловидалення, що експлуатуються у провідних 
країнах світу та Україні. Встановлено, що нагнітання свіжого повітря у приміщення є найефектив-
нішим порівняно з відсмоктуванням загазованого повітря. Зазначено, що застосування комбінованого 
способу управління газовими потоками за допомогою засобів димо- та тепловидалення дає змогу зни-
зити температурний вплив на людину на основних шляхах евакуації. З'ясовано фактори, що підвищу-
ють ефективність гасіння пожеж із застосуванням пожежних димососів. Наведено основні ознаки, 
за якими класифікують пожежні димососи. Розглянуто нормативно-технічні документи та патенти 
на засоби димо- та тепловидалення, способи та прийоми їх застосування. Визначено основні технічні 
характеристики, які впливають на ефективність роботи засобів димо- та тепловидалення. Акценто-
вано увагу на математичних моделях, які описують процес видалення небезпечних чинників пожеж із 
приміщень та будівель. Зазначено потреба виконання подальших досліджень з метою встановлення 
закономірності залежності продуктивності засобів димо- та тепловидалення від їх технічних харак-
теристик, як наукового підгрунтя удосконалення таких засобів. Визначено основні задачі досліджень, 
які необхідно в подальшому вирішити.

Ключові слова: засоби димо- та тепловидалення, управління газовими потоками, пожежі у 
житловому секторі.

Постановка проблеми: Аналіз світових 
інформаційно-аналітичних матеріалів за останні 
п’ять років вказує, що кожного року близько 40 % 
пожеж виникають у будівлях житлового сектору. 
На рис. 1 наведено статистику пожеж. Статис-
тичні дані про пожежі свідчать, що під час гасіння 
пожеж у житлових будівлях в 50 % випадків 
застосовуються ланки газодимозахисної служби 
(далі – ГДЗС). Як Такі пожежі супроводжуються 
небезпечними чинниками пожежі, що значно 
ускладнює проведення рятувальних робіт та 
пожежогасіння. В Україні під час гасіння пожеж із 
застосуванням ланок ГДЗС щорічно близько 30 по- 
жежників отримують травми різного характеру.

Вагомим тактичним способом зниження 
такого впливу на особовий склад пожежно-ряту-
вальних підрозділів є керування теплодимовими 
потоками пожежі за допомогою переносних засо-
бів димо- та тепловидалення (пожежних димов-
смоктувачів), які функціонально призначені для 
локального підвищення повітряного тиску шля-

хом нагнітання повітря до зони роботи особового 
складу або видалення продуктів горіння з примі-
щень в умовах пожежі для нормалізації темпера-
турного і повітряного середовища. 

Найбільш поширеним і застосовуваним на 
практиці засобом димо- та тепловидалення є пере-
носний засіб з функцією нагнітання чистого пові-
тря у зону горіння. Основним технічним параме-
тром яких є продуктивність нагнітання повітря 
і вона становить від 11 000 до 24 000 м3/год. Тому 
питання підвищення продуктивності засобу димо- 
та тепловидалення для більш ефективної роботи 
щодо гасіння пожеж пожежними підрозділами 
шляхом удосконалення окремих його елементів 
є актуальним науковим завданням.

Аналіз основних досліджень і публікацій. 
Питаннями удосконалення технічних рішень 
спрямованих на покращення роботи засобів димо- 
та тепловидалення займались такі вчені Paul H 
Wiedorn, Jurgen Bader, William L. Jackman, Konz 
Lufttechnik та інші. Їхні роботи були направлені 
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на модифікацію конструктивних елементів та 
покращення експлуатаційних характеристик цих 
засобів. У зазначених роботах більшість техніч-
них рішень стосуються спрямуванню потоку пові-
тря створюваного лопатями вентилятора. 

Наукові дослідження, спрямовані на осадження 
продуктів горіння, зниження температури та 
збільшення видимості в задимлених приміщеннях 
наведено в роботах Ковалишина В.В., Луща В.І.,  
Штангерета Н.О., Tuomisaari M. та інших. 

Проте слід відзначити, що в наведених роботах 
не досліджувались питання встановлення законо-
мірності залежності продуктивності засобів димо- 
та тепловидалення від зміни їх технічних параме-
трів, зокрема площі та кута лопатей вентилятора.

Постановка завдання. Метою даної роботи 
є провести дослідження сучасного стану техніч-
ного розвитку засобів димо- та тепловидалення. 
Для досягнення поставленої мети поставлені та 
вирішені такі завдання:

– проведено аналіз статистичних даних виник-
нення пожеж в Україні;

– проведено аналіз нормативних та патентних 
досліджень засобів димо- та тепловидалення, 
а також їх конструктивних параметрів, які впли-
вають на покращення основних характеристик;

– досліджені існуючі тактичні прийоми засто-
сування засобів димо-та тепловидалення;

– математичні моделі, що описують процес 
димо- та тепловидалення з приміщень будинків та 
споруд із використанням засобів димо- та тепло-
видалення.

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Відповідно до [1] гасіння пожежі – дії, спрямовані 
на припинення горіння в осередку пожежі, обме-
ження впливу її небезпечних факторів та усунення 
умов для самовільного відновлення пожежі після 
гасіння. Для гасіння пожеж застосовуються спеці-
альне захисне спорядження та засоби захисту. 

Значна кількість випадків гасіння пожеж 
пов’язана із небезпечним впливом на особовий 
склад небезпечних чинників пожежі. Статистичні 
дані про їх кількість виникнення та ліквідацію 
у період з 2018 по 2022 рік наведено на рис. 1. Так 
статистика пожеж свідчить про те, що щорічно 
у будівлях житлового сектору виникає 40 % пожеж 
від загальної їх щорічної кількості. 

Під час гасіння пожеж для захисту особового 
складу і роботи у непридатному для дихання 
середовищі відповідно до [2] обов’язково засто-
совуються апарати на стисненому повітрі та від-
повідно формуються ланки ГДЗС, які виконують 
вищезазначені функції [3-5]. Так статистичні дані 
свідчать про те, що щорічно під час гасіння пожеж 
використання ланок ГДЗС становить 20–25 % 
від загальної щорічної кількості пожеж. Статис-
тичні дані про кількість застосування ланок ГДЗС 
у період з 2018 по 2022 роки наведено на рис. 2. 

За результатами аналізу стану виробничого 
травматизму у підрозділах ДСНС України вста-
новлено, що основними причинами травмування 
рятувальників на пожежах є гасіння пожеж у лан-
ках ГДЗС. За період з 2018 по 2022 роки відпо-
відно до статистични даних в Україні під час 
гасіння пожеж за допомогою ланок ГДЗС отри-
мали травми 194 рятувальника [6]. Статистичні 
дані про кількість травмованих пожежних під час 
гасіння пожеж у ланках ГДЗС за період з 2018 по 
2022 роки наведено на рисунку 3.

Пожежна статистика свідчить, що за період з 2018 
по 2022 роки для забезпечення безпечної роботи 
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з гасіння пожеж засоби димовидалення викорис-
тано лише на 12 пожежах, що складає в середньому 
близько 0,003 % від загальної кількості пожеж. Ста-
тистичні дані про кількість застосування перенос-
них засобів димо- та тепловидалення у період з 2018 
по 2022 роки наведено на рисунку 4.

Це підтверджує той факт, що один із способів 
покращення безпечних умов роботи пожежних 
підрозділів під час пожежі використовується на 
практиці не ефективно. Однією із причин такого 
стану є технічні характеристики існуючих засо-
бів димовидалення, які не задовільняють потреби 
пожежних підрозділів.

Аналіз оперативно-рятувальної роботи ряту-
вальних служб провідних країн світу вказує на 
високу тактичну значимість використання пере-
носних пожежних димовсмоктувачів, які набули 
інноваційних змін у порівнянні із вітчизнаними 
подібними засобами. Сучасні пожежні димов-
смоктувачі, які на сьогоднішній день застосову-
ються, наприклад, підрозділами США та європей-
ських країн значно відрізняються від вітчизнаних 
аналогів [8]. Вони є більш маневреними за рахунок 
їхнього встановлення на колеса, по-друге, габа-
рити димовсмоктувачів є більш компактнішими та 
є можливість їхнього складання. По-третє продук-
тивність димовсмоктувача по нагнітанню свіжого 
повітря складає до 60000 м3/год. Разом з тим євро-
пейські зразки засобів димо- та тепловидалення 
теж можливо удосконалювати, зокрема це лопаті 
вентилятора (зміна їх площі та кута нахилу) чим 
у рази збільшити основний параметр засобу димо- 
та тепловидалення – продуктивність.

За результатами аналітичних досліджень нор-
мативних документів встановлено, що наприклад 
в Австрії існує [9], яким врегульовано проведення 
випробувань засобів димо- та тепловидалення. На 
рисунку 5 наведено робочий момент випробувань 
переносного засобу димо- та тепловидалення.

За результатами аналізу нормативних докумен-
тів визначено основні показники якості за якими 
перевіряють переносні пожежні димовсмокту-
вачі: аеродинамічні випробування, які полягають, 
зокрема, у визначенні об’ємної подачі димовсмок-
тувача за повітрям; перевірка об’ємної подачі 
димовсмоктувача за піною, кратності піни та 
витрати розчину піноутворювача; перевірка номі-
нального діаметра робочого проточного перетину 
димовсмоктувача; перевірка маси димовсмокту-
вача; перевірка відповідності вимогам всмоктую-
чого та напірного рукавів; перевірка стійкості до 
кліматичних впливів; перевірка стійкості до меха-
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Рис. 5. Робочий момент випробувань переносного 
засобу димо- та тепловидалення

Таблиця 1
Порівняння основних технічних характеристик пожежних димовсмоктувачів відчизняних  

із зарубіжними

Показники

Переносні пожежні димовсмоктувачі

дПЭ-7 дПМ-7
Leader Fan 

ES230 NEO-230V 
PPV (Франція)

Ziegler 
Tempest DD 

16-H 5,5
(Німеччина)

ramfan GF 
164SE (CшА)

Продуктивність за повітрям, м3/год:
– із всмоктуючими та напірними 
рукавами;
– без рукавів.

7000
8500
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11000 27140 10000 17099

Потужність приводу, кВт 1,1 2,5 2,2 1,9 3,7
Маса в комплекті, кг 40,5 40,0 39,3 38,0 27
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нічних впливів (вібростійкість); перевірка зусилля, 
яке прикладається до рукояток управління.

Основні тенденції розвитку переносних засобів 
димо- та тепловидалення (пожежних димовсмок-
тувачів) відбуваються у напрямку застосування 
виробниками різних модифікацій їх конструк-
тивних елементів, які направлені на покращення 
експлуатаційних характеристик цих засобів. 
Переважна кількість знайдених і опрацьованих 
патентів стосується модифікації пристроїв для 
спрямування потоку повітря, створюваного лопа-
тями вентилятора, механізмів для регулювання 
висоти встановлення та куту нахилу вентилятору 
відносно опорної поверхні тощо. Під час вико-
нання удосконалення засобу димо- та теплови-
далення планується провести експериментальні 
дослідження та отримати залежності продуктив-
ності засобів димо- та тепловидалення від їх тех-
нічних характеристик.

Оптимізація керування конвекційними пото-
ками на пожежі може досягатися шляхом засто-
сування декількох нагнітачів повітря [10-11]. 

Паралельно вертикальне розташування засо-
бів димо- та тепловидалення, як наведено на 
рисунку 6 використовується у випадку, якщо 
отвір для нагнітання повітря має висоту більше 
ніж 3 м. В залежності від висоти припливного 
отвору застосовують 2 і більше засоби димо- та 
тепловидалення. На практиці такі отвори можуть 
мати великі розміри не тільки за висотою, але і за 
шириною, тому використовують комбінацію пара-
лельно вертикального і паралельно горизонталь-
ного розташування переносних засобів димо- та 
тепловидалення.

 
Рис. 6. Приклад паралельно вертикального 

розташування переносних засобів димо-  
та тепловидалення

Паралельно горизонтальне розташування 
засобів димо- та тепловидалення, як наведено на 
рисунку 7 використовується в тому випадку коли 

отвір нагнітання повітря ширше ніж 3 метри та 
відсутні можливості його зменшити. При пара-
лельно горизонтальному розташуванні перенос-
них засобів димо- та тепловидалення, вони вста-
новлюються поруч один з одним на одній лінії, 
при цьому межі повітряного потоку повинні пере-
кривати отвір нагнітання повітря повністю. Най-
більш ефективним буде розташування у формі 
конуса. В такому випадку відбувається найменша 
втрата повітря та зростає ефективність.

 

Рис. 7. Приклад паралельно горизонтального 
розташування переносних засобів димо-  

та тепловидалення

Під час аналізування існуючих математич-
них моделей [12-15] визначено, що математична 
модель пожежі описує в найзагальнішому вигляді 
зміну параметрів стану середовища в приміщенні 
з плином часу, а також параметрів стану огоро-
джувальних конструкцій цього приміщення і різ-
них елементів.

Основні рівняння, з яких складається мате-
матична модель пожежі, випливають з фунда-
ментальних законів природи: першого закону 
термодинаміки і закону збереження маси. Ці рів-
няння відображають і пов'язують всю сукупність 
взаємопов'язаних і взаємообумовлених проце-
сів, властивих пожежі, таких як тепловиділення 
в результаті горіння, димовидалення в полум'яній 
зоні, зміна оптичних властивостей газового серед-
овища, виділення і розповсюдження токсичних 
газів, газообмін приміщення з навколишнім серед-
овищем і з суміжними приміщеннями, теплооб-
мін і нагрівання огороджувальних конструкцій, 
зниження концентрації кисню в приміщенні.

Математичні моделі пожежі в приміщенні 
умовно діляться на три види: інтегральні, зонні 
і польові (диференціальні).

Щоб зробити науково обгрунтований про-
гноз, необхідно звернутися до тієї чи іншої 
моделі пожежі. Вибір моделі визначається метою 
(завданнями) прогнозу (дослідження) для зада-
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них умов однозначності (характеристики примі-
щення, горючого матеріалу і т.д.) шляхом рішення 
системи диференціальних рівнянь, які складають 
основу обраної математичної моделі.

Інтегральний (однозонний) метод є найбільш 
простим методом моделювання пожеж. Суть інте-
грального методу полягає в тому, що стан газо-
вого середовища оцінюється через усереднені по 
всьому об'єму приміщення термодинамічні пара-
метри. Відповідно температура огороджувальних 
конструкцій та інші подібні параметри оціню-
ються як усереднені по поверхні. 

Розвиток пожежі можна описати досить 
детально за допомогою зонних (зональних) моде-
лей, заснованих на припущенні про формування 
в приміщенні двох шарів: верхнього шару продук-
тів горіння (задимлена зона) і нижнього шару невоз-
мущенного повітря (вільна зона). Таким чином, 
стан газового середовища в зональних моделях 
оцінюється через усереднені термодинамічні пара-
метри не однієї, а кількох зон, причому міжзонного 
кордону зазвичай вважаються рухомими.

Польові моделі, що позначаються в зарубіж-
ній літературі абревіатурою CFD (computational 
fluid dynamics), є більш потужним і універсаль-
ним інструментом, ніж зональні; вони ґрунту-
ються на зовсім іншому принципі. Замість однієї 
або декількох великих зон в польових моделях 
виділяється велика кількість (зазвичай тисячі 
або десятки тисяч) маленьких контрольних обся-
гів, ніяк не пов'язаних з передбачуваною струк-
турою потоку.

Висновки.
За результатами аналітичних досліджень вста-

новлено, що:
– щороку у середньому близько 40 % від 

загальної кількості пожеж в Україні припадає 
на будівлі житлового сектору, як правило, такі 
пожежі супроводжуються високою температурою 
та задимленням, що в свою чергу сприяє засто-

суванню пожежно-рятувальними підрозділами 
роботу великої кількості ланок ГДЗС;

– існуючі засоби димо- та тепловидалення, які 
екссплуатуються в пожежно-рятувальних підроз-
ділах України не відповідають необхідним так-
тико-технічним характеристикам;

– показана актуальність наукової роботи за 
вибраним напрямом дослідження.

За результатми аналітичних досліджень сфор-
мовано мету, предмет, об’єкт та задачі подальших 
досліджень.

Мета роботи – встановлення закономірності 
залежності продуктивності засобів димо- та тепло-
видалення від їх технічних характеристик, як нау-
кового підгрунтя удосконалення таких засобів.

Об’єкт досліджень – процес видалення небез-
печних чинників пожежі із приміщень та будівель.

Предмет досліджень – залежність продуктив-
ності засобів димо- та тепловидалення від їх тех-
нічних характеристик.

Для досягнення поставленої мети необхідно 
вирішити такі завдання:

1) проаналізувати сучасний стан технічного 
розвитку засобів димо- та тепловидалення;

2) встановити технічні характеристики, які 
впливають на ефективність видалення небезпеч-
них чинників пожежі із приміщень та будівель із 
використанням засобів димо- та тепловидалення;

3) побудувати математичну модель засобу 
димо- та тепловидалення;

4) встановити залежність ефективності вида-
лення небезпечних чинників пожежі від технічних 
характеристик засобів димо- та тепловидалення;

5) розробити програму та методику прове-
дення натурних експериментальних досліджень, 
провести експериментальні дослідження та вста-
новити адекватність розробленої математичної 
моделі;

6) обґрунтувати технічні характеристики 
модернізованого засобу димо- та тепловидалення.
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Nizhnyk V.V., Prisyazhnuk V.V., Savchenko O.V. ANALYSIS OF THE CurrENT STATuS 
OF uSE OF SMOKE AND HEAT EXTrACTION MEANS BY FIrE AND rESCuE DEPArTMENTS

This publication provides statistical data on fires in Ukraine and the relevance of the use of smoke and 
heat removal tools when extinguishing fires in residential areas. A comparative analysis of the technical 
characteristics of smoke and heat removal devices operated in the leading countries of the world and Ukraine 
is given. It has been established that the injection of fresh air into the room is the most effective compared to 
the suction of gassed air. It is noted that the use of a combined method of managing gas flows with the help of 
smoke and heat removal means makes it possible to reduce the temperature impact on a person on the main 
evacuation routes. Factors that increase the efficiency of extinguishing fires with the use of fire extinguishers 
have been identified. The main features by which fire extinguishers are classified are given.

Regulatory and technical documents and patents for smoke and heat removal devices, methods and methods 
of their application are considered. The main technical characteristics that affect the effectiveness of smoke 
and heat removal devices have been determined. Attention is focused on mathematical models that describe the 
process of removing dangerous fire factors from premises and buildings. The need to carry out further research 
in order to establish the regularity of the dependence of the productivity of smoke and heat removal means on 
their technical characteristics, as a scientific basis for the improvement of such means, is indicated. The main 
tasks of research, which must be solved in the future, are defined.

Key words: means of smoke and heat removal, gas flow management, fires in the residential sector.
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МОдЕлюВАННя хАРАКТЕРИСТИК ПОльОВОгО ТРАНЗИСТОРА 
З КАНАлОМ НА ОСНОВІ МОлІБдЕН СУльФІдУ

Наведено огляд робочих характеристик польового транзистора з каналом на основі молібден 
сульфіду. Розглянуто основи моделювання таких структур за допомогою програмного середовища 
NanoHub. Наведено результати дослідження робочих характеристик польового транзистора з кана-
лом на основі молібден сульфіду, отриманi результати свідчать про бiльш високу його продуктив-
ність, ніж планарних структур або FinFET. Чисельне моделювання робочих характеристик польового 
транзистора із каналом на основі молібден сульфіду розкриває проблемні сторони та особливості 
застосування двовимірних матеріалів у електронному приладобудуванні, отримані результати демон-
струють допустимі величини електричних параметрів та можуть бути застосовані при вивчені 
особливостей комп’ютерного моделювання приладових структур наноелектроніки. Поряд з цим, 
повністю охопити або навіть правильно оцінити потенціал двовимірних матеріалів для застосування 
у транзисторах досить складно. Електронні властивості визначаються їхніми внутрішніми дефек-
тами, поверхневими адсорбатами або порушеннями міжфазної поверхні. На робочі характеристики 
негативно впливають надмірний контактний опір, значний гістерезис та великі відхилення між при-
ладами. Екстраполюція відомих принципів, які засновані на ідеалізованих приладах з керованим легу-
ванням, омічним контактом, незначним гістерезисом, малою паразитною ємністю і струмом витоку, 
у транзистори із каналом у вигляді двовимірного матеріалу іноді може призвести до значних неви-
значеностей або навіть до помилкових висновків. Тому, щоб сприяти ефективному просуванню в цій 
галузі, необхідно створити належну оцінку забезпечення дійсності параметрів транзисторів. Це обу-
мовить розуміння справжнього потенціалу та проблем кожного матеріалу, структури приладу або 
технологічного процесу виготовлення.

Ключові слова, польовий транзистор, молібден сульфіду, балістичний транспорт, електричні 
параметри.

Постановка проблеми. Зараз не існує фунда-
ментальних перешкод для обробки транзисторів із 
каналами на основі двовимірних (2D) матеріалів 
у масштабі пластин і промислових спроб їх виробни-
цтва. Успішний перехід від лабораторії до фабрики 
вимагає об’єднаних зусиль багатьох сторін:

– від хіміків і матеріалознавців, щоб синтезу-
вати та оцінити атомарнотонкі матеріали; 

– від фізиків, щоб розробити та апробувати від-
повідні моделі для опису інжекції та транспорту-
вання носіїв заряду; 

– від інженерів-електроників, щоб оцінити та 
перевірити пристрої з більш значущими показни-
ками продуктивності та розробити та впровадити 
стратегії інтеграції з поточною кремнієвою елек-
тронікою. 
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Електроніка

Постійна мініатюризація електроніки сприяла 
значному зростанню ступеня інтеграції мікро-
схем. Кремнієві транзистори знаходяться у нор-
мах техпроцесу нижче 10 нм. Поряд з цим зросли 
і різні технічні проблеми. Дослідження альтерна-
тивної будови польових транзисторів або нових 
матеріалів стає все більш важливим для майбут-
ніх процесорних чіпів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
У 90-х роках минулого сторіччя як реакція на 
запит суб-25 нм норм техпроцесу було розроблено 
такі структури як FinFET. Прийняття останніх 
успішно розширило масштабування елементів до 
вузлів технології нижче 10 нм. Слід відміти, що 
найменування норма техпроцесів втратило своє 
історичне значення (фізична довжина затвору) 
і служить лише «маркетинговою назвою». Поряд 
з загальновідомими планарними та FinFET тран-
зисторами великий інтерес мають коаксіальні 
структури із затвором, що оточує канал з усіх сто-
рін. Побудовані та активно досліджуються гори-
зонтальні та вертикальні канали на основі нано-
дротів та нанотрубок [1-5].

Поряд з цим перспективними вважаються 
транзисторні структури із каналами на основі 
таких 2D матеріалів як молібден сульфіду, воль-
фрам сульфіду, чорний фосфор, максени (MXenes) 
[4]. Насамперед це пов’язано з можливістю прак-
тичної реалізації для останніх балістичного тран-
спорту носіїв заряду.

Розглянемо основні вимоги, які пред'являються 
до польових транзисторів із каналом на основі 
2D матеріалу: несприйнятливість до випадко-
вих флуктуацій домішки; електростатична якість 
вища, ніж у планарних транзисторах; відносна 
простота виготовлення; можливість динамічного 
регулювання порогової напруги; ефективність 
топологічного розміщення елементів така сама або 
краще, ніж у планарних транзисторах. Для задо-
волення першої вимоги концентрація домішки 
у каналі має бути низькою. Для виконання другої 
вимоги необхідні багатозатворнi транзистори. Для 
реалізації третьої вимоги необхідно уникати суб-
5нм товщини каналу або високого відношення 
топологічних розмірів (наприклад, «Fin» із відно-
шенням висоти до ширини більше 3). Щоб вико-
нати четверту вимогу, необхідний нижній затвор 
або безпосередній контакт до бази. П'ята вимога 
не є критичною, вона призначена для транзис-
торів із каналом, ширина якого більша ніж крок 
металізації. З усіх транзисторів з тонкою базою 
тільки планарнi структури (з відповідним зміщен-
ням нижнього затвора) можуть задовольнити всім 

цим вимогам. Практичне виготовлення останніх 
визначається високою вартістю підкладок із при-
хованим шаром (< 10 нм) [1].

Для вирішення проблем, пов’язаних з масшта-
буванням в тривимірних об'ємних напівпровідни-
ках, велике сімейство 2D матеріалів привернуло 
останнім часом значний інтерес завдяки своїй 
атомарно тонкій товщині каналу (< 1нм), де носії 
заряду утримуються в одноатомному каналі, або 
каналі з кількома атомами. Зокрема, 2D матері-
али мають ряд переваг, зокрема незначну зміну 
рухливості зі зменшенням товщини. Тому, хоча 
багатошарові структури можуть не показати кон-
курентну перевагу над об’ємними напівпровід-
никами (такими як кремній або арсенід галію), 
одно– або багатошарові структури демонструють 
очевидні переваги в діапазоні суб-3 нм товщин 
[2]. Це є суттєвим для продовження масштабу-
вання транзистора. Ефективна рухливість крем-
нію швидко зменшується з товщиною нижче 5 нм, 
тоді як рухливість польового ефекту для 2D напів-
провідників мало залежить від товщини і значно 
вища в цьому випадку.

Транзистори із каналом на основі 2D мате-
ріалів демонструють набагато меншу величину 
допорогового розкиду, що важливо для постій-
ного масштабування довжини затвора нижче  
10 нм. Це важко досягти в кремнієвих структурах, 
навіть якщо використовується передова конструк-
ція FinFET. Таким чином, застосування 2D напів-
провідників дозволяє забезпечити шлях до вузлів 
із суб-5 нм нормами техпроцесу [2-5].

Поряд з цим листоподібна структура, елек-
тронні, оптоелектронні, фізичні та хімічні влас-
тивості 2D матеріалів надзвичайно привабливі 
та викликали величезний дослідницький інтерес 
[2-5]. Через їхню малу товщину транспорт носіїв 
(електрон/дірка), фононів і фотонів сильно обме-
жений зовнішніми поверхнями. Це призводить 
до незвичайних змін їх електронних, теплових 
та оптичних властивостей. Однак застосування 
2D матеріалів сильно обмежено або через низьку 
власну рухливість носіїв, або через зниження рух-
ливості внаслідок впливу матеріалу підкладки. Як 
приклад, хоча кілька застосувань графену були 
досліджені через його надзвичайно високу рухли-
вість носіїв, але його практично нульова заборо-
нена зона призводить до низького співвідношення 
струму включення/вимкнення. Це суттєво обмеж-
ило його практичне застосування для електро-
нних пристроїв.

 Таким чином, відмітимо наступні пере-
ваги транзисторів із каналом на основі 2D матері-
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алу: зменшення геометричних короткоканальних 
ефектів; малий статичний струм витоку та дина-
мічне споживання; високе відношення струмів 
у відкритому та закритому станах; сумісність із 
існуючими технологіями виготовлення; потен-
ційно дуже високий рівень інтеграції.

Постановка завдання. У класичній теорії для 
визначення густити струму носіїв, коефіцієнтів 
генерації, рекомбінації та інших параметрів як 
базові використовують рівняння Пуассона та без-
перервності. Для прогнозування робочих характе-
ристик польових транзисторів можуть бути засто-
совані дифузійно-дрейфові транспортні моделі 
із статистиками Больцмана або Фермі-Дірака. 
Врахування квантового потенціалу Бома дозволяє 
подолати проблеми їх апробації при проявленні 
ефектів короткого каналу.

Слід відмітити, що т.зв. балістичні транзис-
тори мають характерну схему енергетичних рівнів 
з контрольованим бар’єром. На ній присутня неве-
лика область (вікно Фермі), яка має балістичну 
провідність. Сила струму в каналі визначається 
згідно концепції Ландауера. Завдяки відсутності 
зворотного розсіювання (довжина вільного про-
бігу збільшується до лінійного розміру каналу), 
такі транзистори можуть мати відмінні харак-
теристики. Також між металевим електродом та 
каналом формується бар'єр Шотткі. Це довгий час 
перешкоджало створенню балістичних транзисто-
рів. Цю проблему вдалося вирішити завдяки вико-
ристанню паладію як матеріалу електродів.

Для дослідження нанорозмiрних транзистор-
них структур із каналом на основі молібден суль-
фіду використано on-line ресурси NanoHUB [6]. 
В основу моделювання покладено розв’язання 
систем рiвнянь Пуасона i Шредiнгера в рамках 
спiввiдношення нерівноважної функції Гріна. Для 
розв’язання рiвняння Пуассона, що зв'язує заряди 
та потенцiали всерединi каналу приладу викорис-
товується тривимiрна задача. У цьому випадку 
сiтка будується навколо кожного одиничного еле-
мента (атома, іона) структури. Двовимiрна модель 
Шредiнгера визначає можливiсть знаходження 
носiя заряду в перерiзах каналу, а сам транспорт 
враховується одновимiрним рiвнянням [7, 8]. 

Таким чином в рамках спiввiдношення 
Ландауера-Буттiкера квазібалістичний транспорт 
носіїв заряду для польових транзисторів може 
бути визначений згідно виразу [7, 8]:
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де EFS та EFD –рiвнi Фермi вiдповiдно витоку та 
стоку, fS(E,EFS) and fS(E,EFD) –функцiї Фiрмi-Дiрака 

вiдповiдно витоку та стоку, T(E V VDS GS, ,� ) – тран-
спортний коефiцiєнт.

Об’єктом дослідження даної роботи є особли-
вості транспорту носіїв заряду польових транзис-
торів з каналами на основі двовимірних матеріалів. 

Мета роботи полягає у вивченні особливостей 
робочих характеристик  польових транзисторів, 
отриманих шляхом чисельного моделювання   із  
врахуванням  розсіювання носіїв  заряду та  баліс-
тичного транспорту.

Виклад основного матеріалу. Транзистор – це 
електронний перемикач, у якому провідність напів-
провідникового каналу між електродами витоку та 
стоку може вмикатися та вимикатися третім елек-
тродом затвором, електростатично з’єднаним через 
тонкий діелектричний шар. Таким чином, поведінка 
перемикання типового тонкоплівкового польового 
транзистора диктується електростатикою в трививод-
ному пристрої. У даній роботі використано наступні 
вхідні дані: у двовимірному каналі на основі моліб-
ден сульфіду потік електронів рухається від витоку 
до стоку та керується третім електродом затвором, 
який має довжину 20 нм. Затвор оточує канал з обох 
боків та відокремлений ізоляційним шаром товщи-
ною 3,0 нм, який має діелектричну проникність 20. 
Величину температури середовища визначено на 
рівні 300 К. Значення порогової напруги становило 
0,3 В, а напруги зміщення на керуючих електродах 
варіювалися в межах від 0 до 0,5 В. Для моделювання 
були використані транспортні моделі з урахуванням 
розсіювання носіїв та без урахування розсіювання 
носіїв (балістичний транспорт).

На рис. 1 та рис. 2 відповідно наведено вихідні 
та передавальні вольт-амперні характеристики 
(ВАХ) для наномасштабних транзисторних 
структур із каналом на основі молібден сульфіду. 
Отримані результати, зокрема в логарифмічних 
координатах дозволили визначити електричні 
параметри відповідно в рамках транспортних моде-
лей з урахуванням розсіювання носіїв та без ура-
хування розсіювання носіїв: допороговий розкид  
78,7 мВ/декаду та 69,2 мВ/декаду; струм у відкри-
тому стані 1,2·103 мкА/мкм та 1,9·103 мкА/мкм та 
струм витоку 0,1 мкА/мкм та 0,2 мкА/мкм; коефі-
цієнт підсилення ~104; зниження бар'єру, індуко-
ване стоком 43,3 мВ/В та 30,1 мВ/В. 

Отримані результати моделювання вказують 
на більш високу ефективність спроектованих 
структур польових транзисторів із каналом на 
основі молібден сульфіду, ніж структур польо-
вих транзисторів із каналом у вигляді вуглецевих 
нанотрубок [9]. Це дуже важливо для цифрового 
проектування, оскільки є визначальним параме-
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тром швидкості та потужності як окремого еле-
мента так і схеми в цілому. Чим вище коефіцієнт, 
тим краща їх продуктивність. 

Згідно моделі Шоклі при дослідженні тран-
зисторів із каналом на основі 2D матеріалу  
рухливість носіїв  визначається за допомогою рів-
няння [2]:
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де μ, W, L, C, Uс, Uз, Iс – рухливість носіїв, 
ширина каналу, довжина каналу, ємність затвора, 
напруга витік-стік, напруга затвор-стік, та сила 
струму витік-стік відповідно. 

При зміщеннях на стоці та затворі напру-
гою 0,5 В рухливість носіїв становила величину 
50,2 см2В−1с−1та 74,6 см2В−1с−1, відповідно отримані 
в рамках моделей із розсіюванням носіїв та баліс-
тичного транспорту. Такі дані добре узгоджується 
з відомими даними [2, 4] для польових транзисто-
рів із каналом на основі молібден сульфіду.

Для покращення мобільності двовимірних 
матеріалів застосовувалися різні методи, такі як 
легування, інженерія деформацій, створення гете-
роструктур або багатошарових систем, але жоден 

з матеріалів не досяг значень мобільності, порів-
нянних з приладовим кремнієм. Наприклад, екс-
периментально виміряна рухливість носіїв одно-
шарового молібден сульфіду набагато менша, ніж 
прогнозована теоретично (410 см2В−1с−1) [4], вна-
слідок розсіювання на фононах ґратки, викликане 
міжфразними фононами, зарядженими доміш-
ками та високою к діелектричного середовища. 
Розсіювання носіїв заряду може відбуватися на 
фононах гратки через дефор маційний потенціал. 
Розсіювання фононів залежить від температури і, 
таким чином, збільшується при підвищенні тем-
ператури. На основі перших принципів розрахун-
ків розсіювання акустичних/полярних фононів та 
екранування моношару молібден сульфіду, пові-
домляється, що їх мобільність може бути досягати 
17410 см2В−1с−1 [4]; однак ці розрахунки не враху-
вали ефект екранування вільних носіїв та діелек-
тричної невідповідності. 

Розсіювання фононів стає домінуючим через 
наявність високодіелектричного матеріалу, що 
призводить до зниження рухливості при кімнат-
ній температурі. У сполуках молібден сульфіду 
дипольний момент, що виникає між катіоном та 

а                                                                           б
Рис. 2. Передавальні ВАх транзистора із каналом на основі молібден сульфіду, 

отримані в рамках моделей із розсіюванням носіїв (а) та балістичного транспорту (б) 
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Рис. 1. Вихідні ВАх транзистора із каналом на основі молібден сульфіду, отримані 

в рамках моделей із розсіюванням носіїв (а) та балістичного транспорту (б)
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аніоном, був зумовлений полярною природою 
хімічного зв’язку. Електричне поле, створене 
збуренням дипольного моменту полярних фоно-
нів, взаємодіє з носіями заряду, що призводить 
до низької рухливості носія. Цей процес відо-
мий як полярне оптичне розсіювання фононів 
або взаємодія Фроліха [2]. Носії заряду можуть 
збуджувати фонони, якщо мода полярних коли-
вань підтримується шаром діелектрика. Такі 
фонони мають віддалений інтерфейс або поверх-
неві оптичні фонони. У розсіянні через поверх-
неві оптичні фонони при кімнатній темпера-
турі переважає високодіелектричне середовище 
в порівнянні діелектричним шаром із низькою 
діелектричною проникністю [2, 10, 11]. Крім 
того, крім кулоновського та фононного розсіяння, 
структурні дефекти також відіграють важливу 
роль у зменшенні рухливості носіїв. Наприклад, 
джерелом сильного розсіювання може виступати 
іонна вакансія  в неякісному зразку.

Висновки. За допомогою відкритих ресурсів 
проведено дослідження електричних параметрів 
короткоканальних транзисторних структур у рам-
ках транспортних моделей із врахуванням роз-

сіювання носіїв та без розсіювання (балістичний 
транспорт).

Досліджено робочі характеристики транзис-
торних структур із каналом на основі молібден 
сульфіду. Відповідно до транспортних моделей 
з урахуванням розсіювання носіїв та без ура-
хування розсіювання носіїв отримано наступні 
електричні параметри при напрузі зміщення 
затвору 0,5 В: допороговий розкид 78,7 мВ/декаду 
та 69,2 мВ/декаду; струм у відкритому стані 
1,2·103 мкА/мкм та 1,9·103 мкА/мкм, струм витоку 
0,1 мкА/мкм та 0,2 мкА/мкм; коефіцієнт підси-
лення ~104; зниження бар'єру, індуковане стоком 
43,3 мВ/В та 30,1 мВ/В. 

В рамках моделі Шоклі було визначено рухли-
вість носіїв для польових транзисторів із каналом 
на основі молібден сульфіду; при напрузі зміщення 
стоку 0,5 В величина рухливості носіїв у каналі 
в рамках моделі балістичного транспорту носіїв 
становила 74,6 см2В−1с−1, яка узгоджується з відо-
мими даними. Відносно малі значення рухливості 
носіїв характерні для молібден сульфіду. Поряд 
з цим відомо, що для чорного фосфору можуть 
бути отримані її значно більш високі значення. 
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Buryk I.P., Bibyk V.V., Grychanovs’ka T.M., Buryk M.P. SIMuLATION 
OF THE CHArACTErISTICS OF A CHANNEL FIELD TrANSISTOr BASED 
ON MOLYBDENuM SuLPHIDE

An overview of the operating characteristics of the field-effect transistor with a channel based on 
molybdenum sulfide is given. The basics of modeling such structures using the NanoHub software environment 
are considered. The results of the study of the operating characteristics of the field-effect transistor with a 
channel based on molybdenum sulfide are presented, the obtained results indicate its higher performance 
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than that of planar structures or FinFET. Numerical modeling of the operating characteristics of a field-
effect transistor with a channel based on molybdenum sulfide reveals problematic aspects and features of 
the use of two-dimensional materials in electronic device construction, the obtained results demonstrate 
the permissible values of electrical parameters and can be applied when studying the features of computer 
modeling of nanoelectronics device structures. Along with this, it is quite difficult to fully grasp or even correctly 
assess the potential of two-dimensional materials for transistor applications. The electronic properties 
are determined by their internal defects, surface adsorbates or disturbances of the interfacial surface. The 
operating characteristics are adversely affected by excessive contact resistance, significant hysteresis and 
large deviations between devices. The extrapolation of known principles, which are based on idealized devices 
with controlled doping, ohmic contact, negligible hysteresis, low parasitic capacitance and leakage current, 
to channel transistors as a two-dimensional material can sometimes lead to significant uncertainties or even 
erroneous conclusions. Therefore, in order to promote effective advancement in this industry, it is necessary to 
create a proper assessment of ensuring the validity of transistor parameters. This will lead to an understanding 
of the true potential and problems of each material, device structure or manufacturing process.

Key words: field-effect transistor, molybdenum sulfide, ballistic transport, electrical parameters.
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АВТВОгЕНЕРАТОРНІ МІКРОЕлЕКТРОННІ СЕНСОРИ 
МАгНІТНОгО ПОля З БІПОляРНИМ І ПОльОВИМ 
МАгНІТОЧУТлИВИМИ ТРАНЗИСТОРАМИ

У роботі розглянуто автогенераторні параметричні сенсори індукції магнітного поля на основі 
транзисторних структур з диференційним від’ємним опором з магніточутливими елементами на 
базі біполярного і польового транзисторів, причому чутливі до магнітного поля елементи є також 
активними елементами схем автогенераторних перетворювачів, що значно спрощує конструктивне 
рішення параметричних сенсорів індукції магнітного поля.

На основі розгляду фізичних процесів у чутливих до магнітного поля елементах та автогенерато-
рах розроблено математичні моделі параметричних сенсорів індукції магнітного поля, на основі яких 
отримано основні характеристики автогенераторних сенсорів магнітного поля, таких як параме-
трична залежність функції перетворення та параметрична залежність чутливості від зміни індукції 
магнітного поля. На основі досліджень показано, що основний внесок у зміну функції перетворення та 
функції чутливості вносить зміна індукції магнітного поля. Зміна величини індукції магнітного поля 
викликає зміну еквівалентної ємності транзисторної структури та диференційного від’ємного опору 
у коливальній системі автогенераторних параметричних сенсорів магнітного поля, що, у свою чергу, 
змінює вихідну частоту розроблених вимірювальних пристроїв. Чутливість розроблених автогенера-
торних сенсорів індукції магнітного поля змінюється від 9,255 кГц/мТ до 12,400 кГц/мТ при зміні індук-
ції магнітного поля від 0 мТ до 120 мТ.

Отримані аналітичні вирази які описують параметричні залежності функцій перетворення авто-
генераторних параметричних сенсорів індукції магнітного поля показують можливість значно про-
стіше розраховувати основні характеристики параметричних сенсорів магнітного поля і наочно пока-
зують вплив кожного параметра первинних перетворювачі і параметрів автогенераторних сенсорів 
індукції магнітного поля на вихідну частоту вимірювальних пристроїв у порівнянні з розрахунками 
функції перетворення та рівняння чутливості з нелінійних еквівалентних схем пристроїв. 

Ключові слова: сенсор, магнітне поле, диференційний від’ємний опір, автогенератор, магніто-
транзистор.

Постановка проблеми. Сучасний стан роз-
витку науки і техніки вимагає створення сенсо-
рів магнітного поля на основі мікроелектронної 
технології, що дає можливість різко покращити 
метрологічні показники сенсорів. Вимірювання 
магнітних величин знаходять велике практичне 
застосування при дослідженнях властивостей 
різноманітних матеріалів, наприклад, у вивченні 
магнітних полів землі, у магнітному неруйнів-
ному контролі, зокрема, магнітній дефектоско-
пії, а також при вимірювальному контролі маг-
нітних полів в ядерних установках, у військовій 
та авіаційній техніці, в електроенергетиці, тощо 
[1, с. 22-56; 2, с. 15-76; 3, с. 287-230; 4, с. 208-230; 
5, с. 11-18; 6; 7; 8].

Основними фізичними величинами, які харак-
теризують магнітне поле, є магнітна індукція, 
магнітний потік, а також напруженість магнітного 
поля. Магнітні величини, які вимірюються, попе-

редньо перетворюються в електричні величини, 
які є більш зручними для вимірювання в інфор-
маційно-вимірювальних системах. Параметричні 
пристрої перетворення магнітних величин в елек-
тричні величини базуються на основі фізичних 
явищ, таких як ядерний магнітний резонанс, елек-
тромагнітна індукція, гальваномагнітні та деякі 
інші явища [9; 10].

На даний час в усіх напрямках інформаційно-
вимірювальної техніки, окрім систем телеметрії, 
використовуються практично тільки такі струк-
турні та схемо технічні рішення, в яких вихід-
ною інформативною величиною є зміна величини 
напруги або струму, що призводить до появи зна-
чних похибок вимірювання фізичних величин, 
втрати деякої кількості інформації в каналі зв’язку 
між виходом вимірювального перетворювача та 
входом підсилювально-перетворювального при-
ладу, а також малих потужностей вихідного інфор-
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мативного сигналу вимірювальних перетворюва-
чів, та їх низькою швидкодією і завадостійкістю.

Усунення вище перераховані недоліки мож-
ливе при застосування параметричних частотних 
сенсорів магнітного поля, які працюють на прин-
ципі перетворення «індукція магнітного поля – 
частота», який дозволяє в значній мірі покращити 
метрологічні показники параметричних перетво-
рювачів [11; 12, с. 124-155].

Аналіз останніх досліджень і публікацій.  
Одним з перспективних наукових напрямків 
у побудові сенсорних пристроїв індукції магніт-
ного поля є дослідження і розробка сенсорів на 
основі напівпровідникових структур з диференцій-
ним від’ємним опором, що дозволяє створювати 
автогенераторні пристрої з частотним виходом.

Сенсори індукції магнітного поля з частотним 
інформаційним вихідним сигналом поєднують 
універсальність та простоту, які мають аналогові 
сенсорні пристрої, з чутливістю, завадостійкістю 
та точністю, які притаманні сенсорним пристроям 
з кодовим виходом.

Перетворення частотно-модульованого сигналу 
отриманого із параметричного сенсора, в подаль-
шому, зводиться до підрахунку періодів чи самої 
частоти інформативного сигналу упродовж певного 
часу (часових воріт). Застосування принципу пере-
творення «індукція магнітного поля – частота» на 
основі мікроелектронних структур з диференцій-
ним від’ємним опором дозволяє суттєво знизити 
вартість інформаційно-вимірювальних приладів, 
а також дозволяє значно зменшити масогабаритні 
характеристики параметричних сенсорів індукції 
магнітного поля, підвищити чутливість та точність 
перетворення фізичної величини [13, с. 35-75; 14; 
15; 16; 17; 18; 19; 20].

Постановка завдання. Метою даної роботи 
є розробка та дослідження автогенераторних пара-
метричних сенсорів магнітного поля на основі тран-
зисторних структурах з диференційним від’ємним 
опором, в яких біполярний чи польовий магніто-
чутливі транзистори виступають як первинні пере-
творювачі індукції магнітного поля, а також засто-
совуються як активні елементи генератора, в якому 
втрати енергії в коливальному контурі компенсу-
ються енергією диференційного від’ємного опору.

Для досягнення поставленої мети у даній 
роботі потрібно розв’язати наступні задачі:

1) провести аналіз існуючих літературних 
джерел та обґрунтувати застосування транзистор-
них структур з диференційним від’ємним опором 
для побудови автогенераторних параметричних 
сенсорів магнітного поля;

2) розробити математичні моделі автогенера-
торних параметричних сенсорів магнітного поля, 
в яких були б враховані залежності параметрів 
магніточутливих біполярних та польових тран-
зисторів від дії магнітної індукції і її вплив на 
вихідну частоту автогенераторних параметричних 
сенсорів магнітного поля;

3) отримати параметричні залежності функ-
цій перетворення та чутливості автогенератор-
них параметричних сенсорів магнітного поля від 
зміни індукції магнітного поля;

4) зробити висновки з проведених досліджень.
Математичні моделі параметричних сенсорів 

магнітного поля.
Параметричний сенсор індукції магнітного 

поля з частотним вихідним сигналом побудова-
ний на основі транзисторної структури з дифе-
ренційним від’ємним опором, в якій магніточут-
ливим елементом є біполярний магнітотранзистор 
(рис. 1).

 
Рис. 1. Електрична схема параметричного сенсора 

індукції магнітного поля

Автогенераторний параметричний сенсор маг-
нітного поля складається з магніточутливого біпо-
лярного транзистора VT1 і польового транзистора 
VT2, опорів R1-R2, ємності С1, С2 та індуктив-
ності L1. Коливальний контр параметричного 
сенсора магнітного поля утворений еквівалент-
ною ємністю повного опору на електродах колек-
тора магніточутливого біполярного транзистора 
VT1 і стоку польового транзистора VT2 та пасив-
ної індуктивності L1.

Під час дії магнітного поля на біполярний маг-
ніточутливий транзистор VT1 відбувається зміна 
еквівалентної ємності коливального контуру, 
а також зміна диференційного від’ємного опору 
на виході параметричного сенсора магнітного 
поля, що викликає суттєву зміну резонансної час-
тоти автогенераторного параметричного сенсора. 
Втрати енергії в коливальному контурі автоге-
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нераторного параметричного сенсора компенсу-
ються енергією диференційного від’ємного опору. 
За допомогою опорів R1-R2 здійснюється жив-
лення автогенераторного параметричного сенсора 
від джерела постійної напруги U1. Ємність С2 
запобігає проходженню змінного високочастот-
ного струму через джерело живлення U1. Вольт-
амперна характеристика автогенераторного 
параметричного сенсора магнітного поля має 
спадаючу ділянку, яка відповідає диференційному 
від’ємному опору.

Перейдемо до розрахунку зміни параметрів 
біполярного магніточутливого транзистора при дії 
на нього магнітного поля. Біполярний транзистор 
VT1 включено по схемі із загальним емітером, що 
забезпечує його кращу чутливість до магнітного 
поля, ніж його включення за схемою із загальною 
базою [21]. Під час дії поперекового магнітного 
поля на базову область біполярного транзистора 
відбувається скривлення траєкторії інжектованих 
носіїв заряду під дією сили Лоренца. При малих 
значеннях потоку магнітної індукції B , яка діє 
на базу, практично всі носії заряду попадають 
на колектор. Це еквівалентно тому, що магнітне 
поле збільшує ефективну довжину бази W. Якщо 
вектор струму збігається з напрямком швидкості 
носіїв заряду, відбувається відхилення вектора 
струму від напрямку електричного поля на дея-
кий кут φ, який отримав назву кута Холла. При 
малих магнітних полях ( �Â � 1 ) кут Холла дорів-
нює [22, с. 226].

� �� pB 0,                        (1)
де µ p  – рухливість дірок для транзистора 
 типу р-n-р, B  – магнітна індукція. 
 Для біполярного транзистора з вузькою 
 базою (W Lp< ) зміна ефективної довжини 
 бази визначається

W
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� 0
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де W0  – довжина бази без дії магнітного поля.
Розклавши у степеневий ряд cos ϕ , і зберігши 

перші дві складових розкладу, можна записати
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Коефіцієнт передачі струму для вузькобазових 
біполярних транзисторів h E21  описується формулою
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де Lð  – дифузійна довжина дірок. 
 Підставивши у формулу (4) вираз (3), 
 отримаємо
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Виходячи з формули (5), струм колектора, який 
проходить через базу транзистора при дії магніт-
ного поля, приймає вигляд 
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де IE  – струм емітера. При використанні 
 формули (6) опір бази транзистора 
 описується виразом
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де UÊÅ  – напруга на електродах колектор-емітер 
 біполярного магніточутливого транзистора. 
 Приріст опору бази при дії магнітного поля 
 має вигляд
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Провівши диференціювання у виразі (8), отримаємо
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Таким чином, знаючи залежність зміни опору 
бази магніточутливого біполярного транзистора 
при дії магнітного поля, перейдемо до отримання 
аналітичної параметричної залежності вихідної 
частоти автогенераторного сенсора магнітного поля 
від зміни магнітної індукції. При вирішенні цієї 
задачі необхідно розглянути перетворення енергії 
магнітного поля в енергію змінного електричного 
поля на виході автогенераторного сенсора магніт-
ного поля. Для цього визначимо коефіцієнт корис-
ної дії параметричного сенсора. На першому етапі 
роботи пристрою енергія магнітного поля перетво-
рюється в енергію електричного поля на електро-
дах емітер-колектор магніточутливого транзистора, 
яка в наступному етапі перетворюється в енергію 
змінного електричного поля, що зв’язана з еквіва-
лентною ємністю Cåêâ  коливального контуру пара-
метричного сенсора магнітного поля. На підставі 
вище сказаного, коефіцієнт корисної дії пристрою 
визначається формулою
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�
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2
0
2

2 2 2 24 1 2
,             (10)

де U ~  – вихідна змінна напруга пристрою,
 t  – період коливань вихідної змінної 
 напруги U ~  без дії магнітного поля.
 З формули (10) визначається еквівалентна 
 ємність коливального контуру автогенератора

C
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З іншої сторони, еквівалентну ємність Cåêâ  
транзисторної структури можливо визначити 
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з виразу, який описує резонансну частоту генера-
тора, яка має вигляд [23]
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,            (12)

де Rg  
– диференційний від’ємний опір 

 в коливальному контурі параметричного 
 сенсора магнітного поля, L  – величина 
 індуктивності коливального контуру авто
 генератора. З формули (12) отримуємо 
 квадратне рівняння, з якого визначимо
 еквівалентну ємність Cåêâ

4 02
0
2 2 2 2� F R L C R C Lg ekv g ekv� � � � � .         (13)

Введемо позначення
a F R Lg1

2
0
2 24� � ,                   (14)

a Rg2
2= ,                         (15)

a L3 = ,                         (16)
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Розв’язок квадратного рівняння (13) має вигляд

C
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Прирівнявши вирази (11) і (18), отримаємо рів-
няння, з якого визначаємо параметричну залеж-
ність вихідної частоти параметричного сенсора 
від дії магнітного поля на магніточутливий біпо-
лярний транзистор
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Підставивши у рівняння (19) значення (a a1 4− )  
на основі виразів (14) – (17) і вирішивши його, 
отримаємо функцію перетворення параметрич-
ного сенсора магнітного поля
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Отримана формула (20) дозволяє простим 
шляхом розрахувати функцію перетворення пара-
метричного сенсора магнітного поля на основі 
магніточутливого біполярного транзистора, ніж 
складним класичним шляхом з нелінійної еквіва-
лентної схеми пристрою на основі розв’язку сис-
теми рівнянь Кірхгофа. На рис. 2 подано графічну 
залежність розрахункової та експериментальної 
залежності функцій перетворення параметрич-
ного сенсора магнітного поля.

Чутливість параметричного сенсора магніт-
ного поля визначається похідною функції (20) за 
параметром індукції магнітного поля В. Параме-
тром, який залежить від магнітної індукції В, як 
показали експериментальні дослідження, є також 
вихідна змінна напруги U~ параметричного сен-

сора. Таким чином, функція перетворення параме-
тричного сенсора магнітного поля з врахуванням 
залежності її складових від індукції магнітного 
поля приймає вигляд 
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З врахуванням виразів (22)-(23), функція чут-
ливості описується формулою
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Графік розрахункової та експериментальної 
залежності функції чутливості подано на рис. 3.

Як видно з графіків (рис. 3), чутливість пара-
метричного сенсора магнітного поля змінюється 

 

Рис. 2. Залежність функції перетворення 
параметричного сенсора від зміни індукції 

магнітного поля

 

Рис. 3. Залежність функції чутливості 
параметричного сенсора від індукції магнітного поля
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від 11,325 кГц/мТ до 12,400 кГц/мТ в діапазоні 
зміни індукції магнітного поля від 0 мТ до 120 мТ.

Оскільки магніточутливі транзистори значно 
спрощують конструкції сенсорів магнітного поля, 
то також необхідно дослідити і розробити матема-
тичну модель пристрою з магніточутливим польо-
вим транзистором з індукованим каналом. Елек-
трична схема параметричного сенсора магнітного 
поля наведена на рис. 4.

 
Рис. 4. Електрична схема параметричного сенсора 

магнітного поля

Вона складається з двох комплементарних 
польових транзисторів VT1 і VT2. Транзистор 
VT2 є магніточутливим елементом. Комплемен-
тарність польових транзисторів пристрою приво-
дить до появи від’ємного диференційного опору 
на спадній ділянці вольт-амперної характерис-
тики. Енергія від’ємного диференційного опору 
компенсує втрати енергії в коливальному контурі 
автогенератора сенсора. Коливальний контур 
складається з ємнісної складової повного опору на 
електродах стік-стік польових транзисторів VT1 
і VT2 і пасивної індуктивності L1. Ємність С2 
запобігає проходженню високочастотного змін-
ного струму через джерело постійної напруги U1, 
яке через резистори R1 і R2 живить електричну 
схему пристрою.

Під час дії поперекового магнітного поля на 
канал транзистора VT2 з вектором магнітної 
індукції +В електрони на шляху до стоку будуть 
відхилятися до підзатворного діелектрика, а при 
дії вектора магнітної індукції -В – вглиб об’єму 
напівпровідникової підкладки за рахунок дії сили 
Лоренца. Струм стоку визначається формулою

I S EC � � ,                           (25)
де S  – площа каналу, σ  – електропровідність 
 каналу, E  – напруженість електричного 
 поля в каналі. Якщо на канал діє поперекове 
 магнітне поле, то струм через канал 
 описується виразом

� � �I S EC � ,                           (26)
де ��  – електропровідність каналу при дії 
 магнітного поля. Відносна зміна електро-
 провідності каналу при дії магнітного поля 
 має вигляд [22, с. 234]
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тоді з врахуванням (25), (26) і (27) можливо записати 
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Струм стоку польового транзистора у лінійній 
області вихідної вольт-амперної характеристики 
описується формулою [22, с. 129]
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де Z  – ширина каналу,
 µn  – рухливість електронів у каналі, 
 C0  – ємність підзатворного діелектрика 
 на одиницю площі, UÇ  – напруга на затворі 
 відносно витоку, UC  – напруга на стоці 

 відносно витоку, Uïîð  – порогова напруга. 
З врахуванням дії магнітного поля струм стоку 

можна записати у вигляді
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Струм стоку в режимі насичення при дії маг-
нітного поля на польовий транзистор має вигляд
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Оскільки робочим режимом польового тран-
зистора є режим насичення, то в подальшому 
у роботі будемо використовувати формулу (31). 
Опір каналу магніточутливого польового транзис-
тора з використанням (31) описується виразом
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де Uñâ  – напруга на електродах стік-витік 
 транзистора. Приріст опору каналу від дії 
 магнітної індукції визначається формулою
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Виконавши диференціювання у формулі (33), 
отримуємо вираз
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Визначивши залежність зміни опору каналу 
магніточутливого польового транзистора від дії 
магнітного поля, перейдемо до розрахунку осно-
вної характеристики автогенераторного параме-
тричного сенсора це залежності вихідної частоти 
при дії індукції магнітного поля. Дана залежність 
визначається аналогічним чином як і для авто 
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генераторного параметричного сенсора з магніто-
чутливим біполярним транзистором, яка була роз-
глянута вище. Вхідна потужність для авто генера-
торного параметричного сенсора визначається на 
основі виразу (31) та виразу (32)
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Вихідна потужність визначається формулою
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де t  – період вихідної напруги пристрою 
 без дії магнітного поля на сенсор. 
 Отже, виходячи з формул (32) і (33), 
 коефіцієнт корисної дії параметричного 
 сенсора магнітного поля дорівнює
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З рівняння (37) визначається еквівалентна 
ємність Cåêâ , яка має вигляд

C

tZ C U U
B

U

U Låêâ

n Ç ïîð
n

ñâ

êàí

�
�� � �

�

�
�

�

�
�2 1

20

2
2 2

2

� �
�

~

,  (38)

З другого боку, зв’язок еквівалентної ємності 
коливального контуру параметричного сенсора 
магнітного поля з резонансною частотою опису-
ється виразом (12). Підставивши у формулу (12) 
вираз (38) і провівши необхідні перетворення, 
отримуємо параметричну залежність вихідної 
резонансної частоти параметричного сенсора маг-
нітного поля від зміни індукції магнітного поля, 
а також від параметрів магніточутливого польо-
вого транзистора і параметрів автогенератора
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Вираз (39) є аналітичним описом функції 
перетворення автогенераторного параметрич-
ного сенсора індукції магнітного поля. На рис. 5 
представлено експериментальну та розрахункову 
залежності функції перетворення пристрою від 
дії індукції магнітного поля. Відносна похибка 
між експериментом та розрахунком складає не 
більше 3 % при вимірюванні індукції магнітного 
поля в діапазоні від 0 мТ до 120 мТ.

Як видно з графіка (рис. 5), вихідна частота 
автогенераторного параметричного сенсора індук-
ції магнітного поля змінюється від 471,500 МГц 
до 472,650 МГц при зміні індукції магнітного 
поля від 0 мТ до 120 мТ.

Функція чутливості визначається на основі 
виразу (36), при цьому вважається, що рухливість 
електронів і вихідна напруга також залежить від 
індукції магнітного поля. Таким чином, функція 
чутливості описується виразом
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На рис. 6 подано розрахункову та експери-
ментальну залежності функції чутливості пара-
метричного сенсора магнітного поля від зміни 
індукції магнітного поля.

 

Рис. 5. Залежність функції перетворення авто 
генераторного параметричного сенсора від зміни 

магнітної індукції

 

Рис. 6. Залежності функції чутливості 
параметричного сенсора від зміни магнітної індукції
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Як видно з графіка (рис. 6), чутливість пара-
метричного сенсора магнітного поля змінювалась 
від 9,255 кГц/мТ до 10,350 кГц/мТ в діапазоні 
зміни індукції магнітного поля від 0 мТ до 120 мТ.

На рис. 7, рис. 8 та рис. 9 представлені скрін-
шоти з програми SDRSharp з приймачем на 
основі скануючого приймача HackRF One V3. 
Частота дискретизації (ширина смуги приймача) 
вибрана на рівні 2,75 МГц. Чим більше її зна-
чення, тим ширше ми будемо бачити смугу на 

аналізаторі спектру. Вибір ширини смуги пропус-
кання ґрунтується, як правило, на продуктивності 
комп'ютера. Чим ширша смуга пропускання, тим 
більше ресурсів необхідно задіяти для програми. 
Наприклад, ширина пропускання на комп'ютері 
з процесором Core i5 з оперативною пам'яттю 
в 16 гігабайт складає 2.75 MSPS. 

Як видно з рис. 7, ширина спектру передачі авто-
генераторних сенсорів магнітного поля без зміни 
індукції магнітного поля складає 10 кГц в діапазоні 

 

 

Рис. 7. Спектр передачі автогенераторного мікроелектронного сенсора магнітного поля без зміни 
індукції магнітного поля

Рис. 8. Спектр передачі автогенераторного мікроелектронного сенсора магнітного поля на 
основі біполярного та польового транзисторів при зміні індукції магнітного поля від 0 до 120 мТ
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WH711C (426 МГц – 473 МГц) на вибраному каналі 
(472,025 МГц) при напрузі живлення 5 В. На рис. 8 
представлено спектр автогенераторного мікро-
електронного сенсора магнітного поля на основі 
біполярного та польового транзисторів при зміні 
індукції магнітного поля від 0 до 120 мТ на частоті 
472,025 МГц. Як видно з рис. 8, при зміні індукції 
магнітного поля від 0 до 120 мТ ширина спектру 
передачі збільшується до 1400 кГц. На рис. 9 пред-
ставлено спектр автогенераторного мікроелектрон-
ного сенсора магнітного поля на основі двох польо-
вих транзисторів при зміні індукції магнітного поля 
від 0 до 120 мТ на частоті 472,100 МГц. З рис. 9 
видно, що при зміні індукції магнітного поля  
від 0 до 120 мТ ширина спектру передачі збільшу-
ється до 1150 кГц. Даний частотний метод модуля-
ції дозволяє збільшити завадостійкість в 4,5 рази 
та збільшити дальність передачі при мінімальній 
потужності передачі.

Висновки
1. У даній роботі представлено дослідження 

запропонованих автогенераторних параметрич-
них сенсорів індукції магнітного поля на основі 
транзисторних мікроелектронних структур 
з диференційним від’ємним опором та чутливими 
до магнітного поля елементами на базі біполяр-
ного і польового транзисторів, причому чутливі 
до магнітного поля елементи є також активними 
елементами схем автогенераторних перетворюва-
чів, що значно спрощує конструктивне рішення 
параметричних сенсорів індукції магнітного поля.

2. На основі розгляду фізичних процесів у чут-
ливих до магнітного поля елементах та автоге-

нераторах розроблено математичні моделі пара-
метричних сенсорів індукції магнітного поля, на 
основі яких отримано основні характеристики 
автогенераторних сенсорів магнітного поля, 
таких як параметрична залежність функції пере-
творення та параметрична залежність чутливості 
від зміни індукції магнітного поля. На основі 
досліджень показано, що основний внесок у зміну 
функції перетворення та функції чутливості вно-
сить зміна індукції магнітного поля. Зміна вели-
чини індукції магнітного поля викликає зміну 
еквівалентної ємності транзисторної структури та 
диференційного від’ємного опору у коливальній 
системі автогенераторних параметричних сен-
сорів магнітного поля, що, у свою чергу, змінює 
вихідну частоту розроблених вимірювальних при-
строїв. Чутливість розроблених автогенераторних 
сенсорів індукції магнітного поля змінюється від 
9,255 кГц/мТ до 12,400 кГц/мТ при зміні індукції 
магнітного поля від 0 мТ до 120 мТ.

3. Отримані аналітичні вирази які описують пара-
метричні залежності функцій перетворення автоге-
нераторних параметричних сенсорів індукції маг-
нітного поля показують можливість значно простіше 
розраховувати основні характеристики параметрич-
них сенсорів магнітного поля і наочно показують 
вплив кожного параметра первинних перетворювачі 
і параметрів автогенераторних сенсорів індукції 
магнітного поля на вихідну частоту вимірюваль-
них пристроїв у порівнянні з розрахунками функції 
перетворення та рівняння чутливості з нелінійних 
еквівалентних схем пристроїв. У автогенераторних 

 
Рис. 9. Спектр передачі автогенераторного мікроелектронного сенсора магнітного поля на 

основі двох польових транзисторів при зміні індукції магнітного поля від 0 до 120 мТ
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параметричних сенсорах індукції магнітного поля 
з частотним вихідним сигналом не потрібні АЦП 
та прецизійні підсилювачі при обробці інформацій-
них вимірювальних сигналів, що значно здешевлює 

вимірювальні системи, а також за допомогою таких 
пристроїв можлива передача вимірювальної інфор-
мації на великі відстані при роботі перетворювачів 
у надвисоких частотах.
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Osadchuk I.O. SELF-OSCILLATING MICrOELECTrONIC MAGNETIC FIELD SENSOrS 
wITH BIPOLAr AND FIELD MAGNETIC-SENSITIVE TrANSISTOrS

The paper considers self-oscillating parametric magnetic field induction sensors based on transistor 
structures with differential negative resistance and magnetically sensitive elements based on bipolar and field-
effect transistors, and the elements sensitive to the magnetic field are also active elements of self-oscillating 
transducer circuits, which greatly simplifies the measurement of magnetic field induction

Based on the consideration of physical processes in magnetic field-sensitive elements and self-oscillators, 
mathematical models of parametric sensors of magnetic field induction were developed, on the basis of which the 
main characteristics of self-oscillating magnetic field sensors, such as the parametric dependence of the conversion 
function and parametric sensitivity on changes in magnetic field induction, were obtained. On the basis of research, 
it is shown that the main contribution to the change in the conversion function and sensitivity is made by a change in 
the magnetic field induction. A change in the value of the magnetic field induction causes a change in the equivalent 
capacitance of the transistor structure and differential negative resistance in the oscillatory system of self-oscillating 
parametric magnetic field sensors, which in turn changes the output frequency of the developed measuring devices. 
The sensitivity of the developed self-oscillating magnetic field induction sensors varies from 9.255 kHz/mT  
to 12.400 kHz/mT when the magnetic field induction changes from 0 to 120 mT.

The obtained analytical expressions describing the parametric dependences of the transformation 
functions of self-oscillating parametric sensors of magnetic field induction show the possibility of much easier 
calculation of the main characteristics of parametric magnetic field sensors and clearly show the influence of 
each parameter of primary converters and parameters of self-oscillating sensors of magnetic field induction 
on the output frequency of measuring devices. conversion functions and sensitivity equations for non-linear 
equivalent circuits of devices.

Key words: sensor, magnetic field, differential negative resistance, self-oscillator, magnetotransistor.
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